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Vorrede  zur  vierten  Auflage. 


.V. 


Obwohl  ich  mich  meiner  Augen  wegen  genöthigt  gesehen  habe, 
«^  mich  Yon  allen  astronomischen  Arbeiten  znückznziehen ,  habe 

^  ich  doch  geglaubt,  dem  Wunsche  meiner  Herren  Verleger,  eine 

^  neue  Auflage  meiner  Sphärischen  Astronomie  zu  yeranstalten, 
4  Folge  leisten  zu  müssen.  Ich  habe  mich  indessen  darauf  be- 
schränkt, die  Fehler,  welche  in  der  vorigen  Ausgabe  noch 
stehen  geblieben  waren,  zu  verbessern,  sowie  hin  und  wieder 
einzelne  Punkte,  die  nicht  deutlich  genug  dargestellt  schienen, 
und  selbst  zu  Mifsverständnissen  Anlafs  gegeben  hatten,  weiter 
auszufuhren.  Gröfsere  Zusätze  habe  ich  nur  in  dem  Abschnitte, 
welcher  von  der  Bestimmung  der  Sonnenparallaxe  handelt, 
gemacht,  da  in  den  früheren  Ausgaben  hier  manches  zu  flüch- 
tig berührt  war.  Ich  habe  es  indessen  nicht  für  nöthig  ge- 
halten, die  dort  gegebenen  Beispiele  von  neuem  zu  berechnen 
und  in  diesen,  sowie  auch  bei  andern  Gelegenheiten,  den  früher 
angewandten  Encke'schen  Werth  der  Sonnenparallaxe  beibe- 
halten. 

Obgleich  der  Satz  auch  diesmal  wieder  mit  ganz  beson- 
derer Sorgfalt  hergestellt  und  auch  auf  die  Correctur  grofse 
Sorgfalt  verwendet  worden  ist,  habe  ich  doch  bei  nochmaliger 
Durchsicht  zu  meinem  Bedauern  bemerkt,  dafs  einige,  wenn 
auch  meist  unbedeutende  Fehler  stehen  geblieben  sind,  die  ich 
nach  dem  Verzeichnifs  derselben  zu  verbessern  bitte. 

Thun,  September  1880. 

F.  Brfinnow. 
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Einleitung. 


A.   Die  Transformation  der  Coordinaten.   Die  Formeln 

der  sphärischen  Trigonometrie. 

1.  in  der  sphärischen  Astronomie  betrachtet  man  die  Oerter 
der  Gestirne  an  der  scheinbaren  Himmelskngel,  indem  man  die- 
selben vermittelst  sphärischer  Coordinaten  auf  gewisse  gröfste  Kreise 
der  Himmelskugel  bezieht  und  die  Relationen  zwischen  den  auf 
yerschiedene  gröfste  Kreise  bezogenen  Coordinaten  aufsucht.  Statt 
durch  die  sphärischen  Coordinaten  kann  man  den  Ort  eines  Ge- 
stirns auch  durch  Polarcoordinaten  im  Räume  angeben,  nämlich 
durch  die  Winkel,  welche  die  von  ihm  nach  dem  Mittelpunkte  der 
scheinbaren  Himmelskugel  gezogenen  geraden  Linien  mit  gewissen 
Ebenen  bilden  und  durch  die  Entfernung  von  diesem  Mittelpunkte 
selbst,  die  hier  als  Radius  der  scheinbaren  Himmelskugel  immer 
gleich  der  Einheit  gesetzt  wird.  Diese  Polarcoordinaten  lassen 
sich  endlich  leicht  durch  rechtwinklige  Coordinaten  ausdrücken. 
Die  ganze  sphärische  Astronomie  wird  daher  auf  die  Transformation 
rechtwinkliger  Coordinaten  zurückkommen,  wofür  zuerst  die  allge- 
meinen Ausdrücke  gesucht  werden  sollen. 

Denkt  man  sich  in  einer  Ebene  ein  rechtwinkliges  Axenkreuz 
und  bezeichnet  man  die  Abscisse  und  Ordinate  irgend  eines  Punktes 
mit  X  und  y,  mit  r  und  v  aber  die  Entfernung  des  Punktes  vom 
Anfangspunkte  der  Coordinaten  und  den  Winkel,  den  diese  Linie 
mit  der  positiven  Seite  der  Axe  x  macht,  so  ist: 

a5  =  rcost; 
3/  =  r  sinv 

Denkt  man  sich  dann  ein  anderes  Axenkreuz  in  derselben 
Ebene,  so  dafs  der  Durchschnittspunkt  mit  dem  des  vorigen  zu- 
sammenfällt und  bezeichnet  für  denselben  Punkt  die  entsprechenden, 
auf  das  neue  Axenkreuz  bezogenen  Coordinaten  und  Winkel  mit 
x\  y'  und  v\  so  hat  man 

aj'  =rcosi7' 
y  ^=T  sinv' 

Bränno'W)  sphärische  Astronomie.    4.  Aufl.  1 


Nennt  man  dann  w  den  Winkel,  welchen  die  positive  Seite  der 
Axe  der  x'  mit  der  positiven  Seite  der  Axe  der  x  macht  und  zählt 
alle  "Winkel  in  demselben  Sinne  von  0^  bis  360^,  so  hat  man  all- 
gemein v  =  v'  -h  w,  also : 

x  =  r  cost?'  costo  —  r  sint?'  sinto 

y  =  r  sinv' cosw -{- r  coav'  sinto 
oder:  ic=      x' costo  —  y' sinw 

y  =      x'  sinw  +  y'  cos  to 
und  ebenso:  x=      x cos w -\- y sinw  .    . 

y  =^  —  X  sinw  H-  y  costo 

Diese  Formeln  gelten  allgemein  für  alle  positiven  oder  negativen 
Werthe  von  x  und  y  und  für  alle  Werthe  von  w  von  0^  bis  360^. 

2.  Es  seien  die  Coordinaten  eines  Punktes  0  auf  beliebige, 
auf  einander  senkrechte  Axen  bezogen,  a?,  y  und  z^  es  sei  femer 
a'  der  Winkel,  welchen  der  Radius  vector  mit  seiner  Projection  auf 
die  Ebene  der  xy^  B'  der  Winkel,  den  diese  Projection  mit  der 
Axe  der  x  macht  (d.h.  also  der  Winkel,  welchen  die  durch  den 
Punkt  0  und  die  positive  kxQ  der  ;?  gelegte  Ebene  mit  der  durch 
die  positiven  Axen  der  x  und  z  gelegten  Ebene  macht,  von  der 
positiven  Seite  der  Axe  der  x  nach  der  positiven  Seite  der  Axe 
der  y  von  0^  bis  360^  herum  gezählt),  so  ist,  wenn  man  die  Ent- 
fernung des  Punktes  vom  Anfangspunkte  der  Coordinaten  gleich 
Eins  setzt: 

X  =  cos  J5'  cosa',  y  =  sinB'  cosa',  z  ^  sin  a' 

Nennt  man  dagegen  a  den  Winkel,  den  der  Radius  vector  mit 
der  positiven  Axe  der  z  macht  und  zählt  denselben  von  der  posi- 
tiven Seite  der  Axe  der  z  nach  der  positiven  Seite  der  Axen  der 
X  und  y  von  0^  bis  360^  herum,  so  hat  man: 

x=^  sina  cos^,  y  =  sina  sin J5',  jb;  =  cosa 

Denkt  man  sich  nun  ein  zweites  Coordinatensystem  und  zwar 
so,  dafs  die  Axe  der  y'  mit  der  Axe  der  y  zusammenfällt  und  die 
Axen  der  a;'  und  z^  mit  den  Axen  der  x  und  z  den  Winkel  c  machen, 
nennt  man  b  den  Winkel,  welchen  der  Radius  vector  mit  der  posi- 
tiven Axe  der  z^  macht,  Ä'  dagegen  den  Winkel,  welchen  die  durch 
0  und  die  positive  Axe  der  z^  gelegte  Ebene  mit  der  Ebene  macht, 
welche  durch  die  positiven  Axen  der  x  und  z  geht,  beide  Winkel 
in  demselben  Sinne  wie  a  und  jB'  gezählt,  so  hat  man: 

X  ==■  sind  cosii',  y'  ^  sinft  sinJ.',  z'  =  cosb 
und  da  auch  nach  den  Formeln  für  die  Transformation  der  Coor- 
dinaten :  z  =  x'  sine -h  z'  cos  c 

x  =  x'  cosc  —  «'  sine 


so  erhält  man :  cosa  =  8in&  sine  cosA  +  cos 5  cose 

sina  sinB'  =  sind  sin ^' 
sin acosJff  =  sin b  cos  c  cos Ä  —  cos  6  sine 

3.  Denkt  man  sich  nun  um  den  Anfangspunkt  der  Goordinaten 
eine  Kugel  mit  beliebigem  Halbmesser  (der  hier  gleich  Eins  genom- 
men wird)  beschrieben  und  die  Durchschnittspunkte  der  Axen  der 
2  und  2r'  mit  der  Oberfläche  der  Kugel  unter  einander  und  mit  dem 
eben  betrachteten  Punkte  0  durch  Bogen  gröfster  Kreise  verbun- 
den, so  werden  diese  Bogen  ein  sphärisches  Dreieck  bilden,  wenn 
man  nämlich  dasselbe  in  seiner  allgemeinen  Bedeutung  auffafst,  wo 
also  Winkel  sowohl  als  Seiten  gröfser  als  180^  sein  können.  Die 
drei  Seiten  OZ,  02!  und  Z  Z  dieses  sphärischen  Dreiecks  werden 
respective  gleich  a,  h  und  c  sein.  Der  sphärische  Winkel  A  am 
Punkte  Z  wird  als  Winkel  zwischen  der  durch  0  und  Z  und  der 
durch  Zt  und  Z  und  dem  Mittelpunkte  der  Kugel  gelegten  Ebene 
gleich  A  sein,  dagegen  der  Winkel  B  am  Punkte  z  allgemein  gleich 
180  —  B\  Führt  man  also  A  und  B  statt  A  und  B'  in  die  in 
No.  2  gefundenen  Gleichungen  ein,  so  erhält  man  die  für  jedes 
sphärische  Dreieck  geltenden  Formeln: 

cosa  =  cos 6  cosc  4-  sin 6  sine  cosJ. 
sina  sin  J3  =  sinft  sin^l 
sina  cos£  =  cos&  sine  —  sin&  cose  cos^ 

Diese  sind  die  drei  Hauptformeln  der  sphärischen  Trigono- 
metrie, die  also  nichts  weiter  als  eine  einfache  Transformation  der 
Goordinaten  ausdrücken. 

Da  man  jede  Ecke  des  sphärischen  Dreiecks  als  die  Projection 
des  Punktes  0  auf  die  Kugeloberfläche  und  die  beiden  andern  als 
die  Durchschnittspunkte  der  Axen  der  z  und  z'  mit  derselben  an- 
sehen kann,  so  müssen  die  vorstehenden  Formeln  auch  für  jede 
andre  Seite  und  den  anliegenden  Winkel  gelten,  wenn  man  nur 
die  übrigen  Seiten  und  Winkel  gehörig  mit  einander  vertauscht. 
Man  erhält  so,  wenn  man  alle  Fälle  umfafst: 

cosa  =  cos&cosc-h  sinft  sine  cos  J. 
cos  6  ^  cos  a  cos  c  H-  sin  a  sin  c  cos  B        (2) 
cose  =  cosa  cos&  +  sina  sin 5  cos  Q 
sina  sin£  =  sin&  sin^ 
sin  a  sin  (7  =  sin  e  sin  A        (3) 
sin 6  sin  C  ^  sine  sin J5 
sina  cosB  =  cos  6  sine  —  sinft  cosc  cos^ 
sina  cos  C  =  cose  sinfe  —  sine  cos6  cos -4 
sin  &  cos  -4  =  cos  a  sin  e  —  sin  a  cos  e  cos  B         . 
sin6  cos  C=  cose  sina  —  sine  cosa  cosB 

1* 


sine  cosii  =  cosa  sind  —  sina  cos&  cos  C 
sine  cos 5  =  cos  &  sina  —  sin&  cosa  cos  C 

4.  Aus  diesen  Formeln  lassen  sich  nun  die  übrigen  Formeln 
der  sphärischen  Trigonometrie  leicht  herleiten.  Dividirt  man  die 
Formeln  (4)  durch  die  entsprechenden  Formeln  (3),  so  erhält  man: 

sin-ä.  cotangJB  =  cotangft  sine  —  cosc  cos -4. 
smÄ  cotang  0=  cotangc  sinft  —  cos  5  cos^ 
sin  B  cotangJ.  =  cotanga  sine  —  cos  e  cos  B  . 

sin  B  cotang  C  =  cotang  c  sin  a  —  cos  a  cos  JBP 
sin  0 cotang  J.  =  cotanga  sind  —  cos 6  cos  G 
sin  0 cotang B  =  cotang 6  sina  —  cosa  cos  C 

Schreibt  man  die  letzte  dieser  Gleichungen  so: 

.    ri      -n      COS&  sina  sinB  .   _,       ^ 

sm  CcosB:= r-T cosa  smB  cos  C 

amo 

so  erhält  man: 

sin  C  cos  J5  =  cos5  sin  J.  —  cosa  sinJB  cos  C 

oder: 

sin-4.  cosft  =  cosB  sin  (7+  sinB  cos  C  cosa 

eine  Gleichung,   welche  der  ersten  der  Gleichungen  (4)  entspricht 

imd  nur  Winkel  statt  der  Seiten  und  umgekehrt  enthält.    Durch 

Vertauschung  der  Buchstaben  erhält  man  die  sechs  Gleichungen: 

sinJ.  COS&  =  cosB  sin  (7 4-  sinJB  cos  Ocosa 
sin  J.  cosc  =  cos  CsinJ5-|-  sin  CcosB  cosa 
sinJ5  cosa  =  cosJ.  sin  C  ■+•  sin-4.  cos  C  cosb 
sin  B  cos  c  =  cos  0  sin -4.  +  sin  C  cos -ä.  cos  5 
sin  Ccosa  =  cos^  sinB  -h  sin-^  cos -5  cosc 
sin  Ccosft  =  cosB  sin  J.  +  sinB  cosJ.  cosc 

und  durch  Division  dieser  Gleichungen  durch  die  entsprechenden 

der  Gleichungen  (3)  erhält  man  die  Formeln: 

sina  cotang  &  =  cotang  B  sin  0+  cos  C  cosa 
sin  a  cotang  c  =  cotang  CsinB-h  cos  B  cos  a 
sin  b  cotang  a  =  cotang  J.  sin  C  4-  cos  C  cos  b 
sin  b  cotang  c  =  cotang  C7  sin  J.  -i-  cos  -4  cos  6 
sine  cotanga  ^  cotang  J.  sin  JB  4-  cos  J5  cos  c 
sine  cotang  &  =  cotanga  sin  J.  -h  cos  J.  cosc 

die  nur  eine  Umstellung  der  Gleichungen  (5)  sind. 

Die  Gleichungen  (6)  geben  fernefr: 

cosJ.  sin  C=  sin  JB  cosa  —  sin  J.  cos  C7cos5 
cosJ?sinC=  sin^icosft  —  sinB  cos  Ccosa 

Multiplicirt  man  beide  Gleichungen  mit  sinC,  und  substituirt 
den  Werth  von  sinu4sinCcos&  aus  der  zweiten  Gleichung  in  die 
erstere,  so  erhält  man: 

cos  Ä  =  smB  sin  0  cosa  —  cos  B  cos  C 


(6) 


und  durch  Yertauscliung  der  Buchstaben  die  drei  den  Formeln  (2) 
entsprechenden  Gleichungen,  in  denen  wieder  Winkel  statt  der 
Seiten  und  umgekehrt  vorkommen: 

cosJ.  =  sinB  sin  Ccosa  —  cosB  cos  C 
cos  B=amA  sin  C  cos  &  —  cos  Ä  cos  C  (8) 

cos  C  =  sinJ.  sin  J5  cosc  —  cos  J.  cos  J5 
5.     Addirt  man   die   beiden  ersten  der  Formeln  (3),   so  er- 
hält man: 

sina  [sinB  4-  sin  CT]  =  sinii  [srnft  -f-  sine] 
oder: 

sin  ^  a  cos  — r — .  cos  i  a  sm — ^ —  =  sin^il sm  — ^ — .  cosi ilcos  —^ — 

und,  wenn  man  dieselben  Gleichungen  subtrahirt: 

.,      .B—C        .         B-hC       ...      64-c        r  A  .  b  —  c 
sm  ^  a  sm  — - — .  cos  ^  a  cos — r —  =  sm^t  J.  cos  —x — .  cosjf  A  sm— ^ — 

Z  ^  Z  Ii 

Ebenso  erhält  man,  wenn  man  die  beiden  ersten  der  Formeln 
(4)  addirt  und  subtrahirt: 

.    ,  B—ü        .         B-\'C       .   r  A  *  h-he     ,   .  .      b±c 

sm^  a  cos  — 5 — .  cos  ^  a  cos — - —  =  sm^  A  sin  —5 — .  sm^A  cos  — ;r— 

•    1       •    g— ^         1      .  B-f-C  ,  .   .  h  —  c        ..       b  —  e 

sm^a  sm  — 5 — .  cos  -J  a  sm — - —  =  cos^il  sm  — ^ .  cos^  J.  cos  — ^ 

Diese  vier  Formeln  enthalten  je  zwei  der  Gaufsischen  Glei- 
chungen in  einander  multiplicirt;  man  kann  indessen  die  einzelnen 
Gleichungen  durch  die  Verbindung  dieser  vier  Formeln  nicht  trennen, 
sondern  mufs  sich  zu  dem  Ende  noch  eine  solche  Formel  ver- 
schaffen, in  der  eine  andere  Combination  dieser  Gleichungen  vor- 
kommt.   Dazu  dient  eine  der  folgenden: 

1  Jg+O        ,     .   B-hC       .   ^   .       b-hc        ,-      b  —  e 

cos ^  a  cos  — T — .  cos^a  sm  — - —  ^  sin^  A  cos  — ^  ,  cos^ii  cos  — ^ 

.    ,^       B—C     .    ,      .    B—C        .    ,   .   .  b-\-e        ,  -   .  b  —  c 
sm^acos  — r — .sm^^asm — r —  =  sm^Asm — ^— .cosiAsin — ^ 

welche  man  erhält,  wenn  man  die  beiden  ersten  der  Gleichungen 
(6)  zu  einander  addirt  und  von  einander  abzieht. 

Setzt  man  nun: 

•    1  >•  •   b-hc 
sm  iAsm  —^ —  =  a 

sm  i  A  cos  —^ —  =  ß 

b  —  c 
cos  ^  il  sin  — ö —  =  /' 

y A  b—C  . 

cos  ^J.  cos  —^ —  =  <r 


und: 

B—  C 

sin  -J  a  cos  — ^ —  =  ^ 

cos  i  a  cos  — r —  =  /y 

sm  ^  a  sin  — x —  =  )r 

cos  i  a  sm  — ^ —  =  o 
SO  hat  man  die  sechs  Gleichungen: 

dd  ^ad,  y'ßf^zyß,  «'^  =  «/?,  y'd^^^yd,  ß'd'  =  ßd,  d  y' =  ay 

ans  denen  man  die  folgenden  findet: 

d  =  a,ß^  =  ß,y'  =  y,  d^  ^  d 
oder: 

a'  =  -a,  /?'  =  -/?,  /  =  -r,  ^'  =  -^ 
Man    erhält   mithin    zwischen  den  Winkeln  und  Seiten  eines 
sphärischen  Dreiecks  die  folgenden  Relationen: 

....   h-hc       .    .  B—  G 

sm  i  A  sm  — r—  =  sm  ^  a  cos  — r — 

.    ,    .        5  +  c  ,  JBf  +  0 

sm  ^  -d  cos  — T—  ^  cos^  a  cos  — » — 

,^  .  ft-c       ...   ß-C        ^^^ 

COS  -J  -4.  sm  — - —  =  sm  -J  a  sm  — ^ — 

cos  ^  J.  COS  — r —  =  COS  ^  a  sm  — r — 

sm  ^  -4.  sm  — ^—  =  —  sm  ^  a  cos  — - — 
sm  i  A  cos  — ^r-  =  —  cos^  a  cos  — ^ — 

cos  i  -4.  sin  — ^r—  =  —  sin  i  a  sin  — j: — 

1  A       *--c  ,      .   B4-  C 

cos  -J  -4.  cos  — ö~"  =^  —  cos  -J  a  sm  — - — 

Aus  beiden  Systemen  von  Gleichungen  erhält  man  aber  für 
die  gesuchten  Gröfsen,  sei  es,  dafs  diese  zwei  Seiten  und  der  ein- 
geschlossene Winkel  oder  zwei  Winkel  und  die  anliegende  Seite 
sind,  dieselben  oder  wenigstens  nur  um  360^  verschiedene  Werthe. 
Sucht  man  z.  B.  A^  b  und  c,  so  würde  man  aus  dem  zweiten  Systeme 

von   Gleichungen    entweder   für  -j-^  und  -^  dieselben  Werthe 

finden,  wie  aus  dem  ersten  Systeme,    dagegen  far  \A  einen  um 

t\  b  ~f~  c  b  ~~  c 

180"  verschiedenen  Werth  oder  aber  auch  für  —p: —  und  —z —  um 


oder  auch: 


180®  verschiedene  Werthe,  dagegen  für  ^A  denselben  Werth.  Immer 
würden  also  Ä^  b  und  c  nur  um  360®  von  den  aus  dem  ersteren 
Systeme  gefandenen  Werthen  verschieden  sein.  Die  4  Formeln  (9) 
gelten  daher  ganz  allgemein  und  es  ist  gleichgültig,  ob  man  bei 
der  Berechnung  von  -4,  b  und  c  die  Werthe  a,  jB,  C  anwendet  oder 
zu  beliebigen  dieser  Werthe  ±  360®  addirt*). 

Die  vier  Gleichungen  (9)  sind  unter  dem  Namen  der  Gaufsischen 
Gleichungen  bekannt  und  werden  angewandt,  wenn  eine  Seite  und 
die  beiden  anliegenden  Winkel  eines  sphärischen  Dreiecks  oder  zwei 
Seiten  und  der  eingeschlossene  Winkel  gegeben  und  daraus  die  drei 
übrigen  Stücke  zu  finden  sind.  Man  bedient  sich  derselben  am 
bequemsten  auf  folgende  Weise.  Wenn  a,  B  und  C  gegeben  sind, 
so  suche  man  zuerst: 

(1)  cos — 2 —  W     <^®8 — 2 — 

(2)  sinia  (5)    cos -Ja 

(3)  sm — 2 —  (fe)     sm — ^ — 

und  daraus: 

(/)    sm-Jacos — ^ —  (9)    smiasm — r — 

(8)    cos  i  a  cos  — ~ —  (10)   cos  j[  a  sin  — ^ — 

Durch  Division  dieser  unter  einander  stehenden  Zahlen  erhält 
man  tang  i(b  -h  c)  und  tang  i(b  —  c),  woraus  man  b  und  c  findet. 
Dann  sucht  man  cos  i{h  -^  c)  oder  sin  i(b  -\-  c)  und  cos  i{b  —  c) 
oder  sin  ^(2»  —  c),  je  nachdem  der  Cosinus  oder  Sinus  gröfser  ist 
und  zieht  den  ersteren  vom  gröfseren  der  beiden  Logarithmen  (7) 
oder  (8),  den  anderen  vom  gröfseren  der  Logarithmen  (9)  oder  (10) 
ab  und  erhält  dann  sin  i  Ä  und  cos  ^  Ä.  Beide  verbindet  man  zur 
Tangente  und  findet  daraus  Ä,  Da  sm^Ä  und  cos^A  denselben 
Winkel  geben  müssen,  als  tang  ^  Ä^  so  hat  man  hierin  eine  Prüfung 
der  Richtigkeit  der  Rechnung. 

Beispiel. 

Es  sei 

a  =  110  25'  .')6."3 
J5  =  184  6  55.  4 
C=    11    18   40.  3 


*)  Gauss,  Theoria  motus  corporom  coelestium  pag.  50  seq. 
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so  hat  man: 

^  (B  —  C)  =  86^  24'      7."55 

cosi(B—C)  =  8.7976413 

sin  i  a  =  8.9982605 

smi(B—C)  =  9.9991432 

sinia  cosi  (B  —  C)      7.7959018 

cosia  cosi  (J5  4-  0)      9.1256397n 

i(6  +  c)     177  19  13.49 

cos  i  (&  +  c)        9.9995248n 

sini^      9.1261149 

cos  i  -4.      9.9960835 


^  (B  +  C)  =  970  42'.  47"85 
cos  i  (J5  +  C)      9.1278046» 
cos  i  a      9.9978351 
sini(J5+  C)      9.9960526 
sin  i  a  sin  i  {B  —  C)      8.9974037 
cos  i  a  sin  i  (B  +  C)      9.9938877 
i(&  — c)      5  45  24.13 
cosi(6  — c)         9.9978042 
b  =  1830    4'  37."62 
c=171    33    49.  36 
i  J:  7"  40' 59."38  il=    15    21    58.  76 

Hätte  man  hier  JB  =  —  175<^  53' 4."6  genommen,  also: 

i(B+C)  =  — 820  17'12."15 
i(J5—  (7)  =  — 93   35  52.  45 
so  hätte  man  erhalten: 

^(64.c)  =  —   2040'46."51 
^  (ft  —  c)  =     185  45  24.  13 
also  b  =  1830  4'  37."62  und  c  =  —  1880  26'  10."64. 

Durch  Division  der  Gaufsischen  Gleichungen  in  einander  erhält 
man  die  Napierschen  Analogien.  Schreibt  man  Ä^  S,  G  an  die 
Stelle  von  J5,  0,  Ä  und  a,  fe,  c  an  die  Stelle  von  b^  c,  a  so  findet 
man  aus  den  Gleichungen  (9): 

a —  b 

Ä         -r«        cos — r —  n 

teng— 5— =  — 5:^7^  ^otang -g- 


cos 


tang 


A'-B 


sin 


a-6 


a  +  6 


tang 


a 


sin 


cos 


C 

cotang-ö~ 


2 


J.-I-J? 


tang 


cos 


tang 


a —  b 


sm 


2 


=  — jqi^tang^ 


sin 


(9  a) 


6.  Da  fast  alle  in  No.  3  und  4  aufgeführten  Formeln  aus  zwei 
Gliedern  bestehen,  also  für  logarithmische  Rechnung  unbequem  sind, 
so  mufs  man  dieselben  in  eingliedrige  Ausdrücke  zu  verwandeln 
suchen,  was  durch  die  Einführung  yon  Hülfswinkeln  erreicht  wird. 


Irgend  je  zwei  mögliche  Gröfsen  x  und  y,  sie  seien  positiv  oder 
negativ,  kann  man  nämlich  immer  einem  Sinus  oder  Cosinus  pro- 
portional setzen,  so  dafs: 

a;  =  m  sin  Jlf  und  y  =  m  cos  If 
denn  man  findet  sogleich: 

tanglf= —  und  m  =  Yx^  -+■  y^ 

also  M  und  m  durch  lauter  mögliche  Gröfsen  ausgedrückt.  Nun 
enthalten  alle  früheren  mehrgliedrigen  Formeln  in  jedem  ihrer  beiden 
Glieder  einen  Sinus  oder  Cosinus  eines  und  desselben  Winkels. 
Setzt  man  also  die  übrigen  Factoren  des  einen  Gliedes  dem  Sinus, 
die  des  andern  dem  Cosinus  eines  beliebigen  Winkels  proportional, 
so  kann  man  die  Formeln  für  den  Sinus  oder  Cosinus  einer  zwei- 
gliedrigen Gröfse  anwenden  und  auf  diese  Weise  eine  für  logarith- 
nasche  Rechnung  bequeme  Form  erhalten. 

Sind  z.  B.  die  drei  Formeln  zu  berechnen: 

cos  a  =  cos  &  cos  c+  sin  6  sin  c  cos  Ä 
sin  a  sin  J3  =  sin  b  sin  Ä 
sin  a  cos  J3  =  cos  6  sin  c  —  sin  b  cos  c  cos  Ä 
so  setze  man:    <r       ^  ca.  c  s.> 

sin  b  cos  Ä  =  msvD.M 
cos  &  =  m  cos  M 

Dann  wird: 

cos  a  =  m  cos  (c  —  M) 

sin  a  sin  B  =  sin  b  sin  A 
sin  a  cos  B  =  tn  sin  (c  —  M) 
Weifs  man  den  Quadranten,  in  welchem  B  liegt,  so  kann  man 
die  Formeln  auch  auf  folgende  Weise  schreiben,  wenn  man  für  m 

seinen  Werth  — : — i^r-  setzt.    Man  berechnet  zuerst: 

sm  M 

tang  M  =  tang  b  cos  Ä 
und  findet  dann: 

n      tang  ^  sin  Jlf 
^  sin  (c—M) 

tang  (c  —  M) 
^  cos-B 

Hat  man  Tafeln  für  die  sogenannten  Gaufsischen  Logarithmen, 
vermittelst  welcher  man  den  Logarithmus  der  Summe  oder  Differenz 
zweier  Zahlen  aus  den  Logarithmen  der  einzelnen  Zahlen  findet,  so 
berechnet  man  die  drei  Gleichungen  bequemer  in  der  ursprünglichen 
Form  ohne  Einführung  des  Hnlfswinkels.  Solche  Tafeln  sind  von 
Zech  für  7  Stellen  berechnet:  J.  Zech,  Tafeln  für  die  Additions- 
nnd  Subtractiong-Logarithmen  für  sieben  Stellen. 
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Für  5  Stellen  findet  man  diese  in  den  Eöhlerschen  Logarithmen- 
tafeln för  5  Decimalen. 

7.  Im  Allgemeinen  hat  man  immer  darauf  zu  sehen,  dafs  man 
dm  Winicel)  welche  man  sucht,  durch  die  Tangenten  findet;  denn 
da  diese  sich  am  schnellsten  ändern,  so  kann  der  "Werth  der  Winlwl 
durch  dieselben  am  genauesten  gefunden  werden. 

Bezeichnet  Aa;  eine  sehr  kleine  Aenderung  eines  Winkels,  so 
hat  man: 

A(logtanga!)  =  -|^ 

Man  ist  nun  gewohnt,  die  Aenderungen  der  Winkel  in  Secunden 
auszudrucken;  da  nun  aber  die  Tangente  den  Radius  zur  Einheit 
hat,  so  mufs  man  die  Aenderung  ^x  ebenfalls  in  Theilen  des  Radius 
ausdrücken,  also  durch  die  Zahl  206264,8  dividiren*).  Femer  sind 
hier  unter  den  Logarithmen  natürliche  oder  hyperbolische  verstan- 
den; will  man  indefs  Briggische  Logarithmen  einführen,  so  mufs 
man  die  natürlichen  mit  dem  Modulus  0.4342945  =  M  multipliciren. 
Verlangt  man  endlich  A  (log  tang  x)  in  Einheiten  der  letzten  Deci- 
male  der  Logarithmen,  welche  man  anwendet,  ausgedrückt,  so  hat 
man  bei  siebenstelligen  Logarithmen  den  Ausdruck  mit  10000000 
zu  multipliciren.    Man  erhält  also: 

AOogtang«)  =  ^.  ^^10000000 


sin  2  a; 

oder 

sin  2  !Xj 
Aa?"  =  -jgY  A  (log  tang  ä) 

Aus  dieser  Gleichung  sieht  man  nun,  wie  genau  man  den  Werth 
eines  Winkels  durch  die  Tangente  finden  kann. 


•)  Die  Zahl  206264.8,  deren  Logarithmus  5.3144251  ist,  wird  immer  ge- 
braucht, wenn  man  Grossen,  die  in  Theilen  des  Radius  ausgedrückt  sind,  in 
Bogensecunden  verwandeln  will  und  umgekehrt.  Die  Anzahl  der  Secunden 
im  Ereisumfange  ist  1296000,  dagegen  ist  der  Ereisumfang  in  Theilen  des 
Radius  gleich  2  tt  =  6.2831858.  Beide  Zahlen  verhalten  sich  zu  einander 
wie  206264,8 : 1.  Will  man  also  Grofsen,  die  in  Theilen  des  Radius  aus- 
gedrückt sind,  in  Bogen  verwandeln,  so  hat  man  dieselben  mit  dieser  Zahl  zu 
multipliciren;  umgekehrt,  will  man  Grossen,  die  in  Bogensecunden  gegeben 
sind,  in  Theilen  des  Radius  ausdrücken,  so  hat  man  dieselben  mit  dieser  Zahl 
zu  dividiren.  Die  Zahl  selbst  ist  die  Anzahl  der  Secunden,  die  auf  den  Radius 
gehen,  ihr  Complement  aber  der  Sinus  oder  die  Tangente  einer  Secunde. 
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Gesetzt  man  hätte  Logaritlimeii  yon  fönf  Decimalen,  so  ist, 
da  die  Rechnung  in  der  Regel  höchstens  anf  swei  Einheit^!  der 
letzten  Decimale  unsicher  ist,  A  (log  taug  x)  =3  200,  also  der  daraus 
für  den  Winkel  erwachsende  Fehler: 

200" 
Aaj"  =  TTTT  siJi  2x  =  5"  sin  2  x 

Bei  fünf  Decimalen  wird  also  der  Fehler  nicht  gröfser  sein, 
als  5"  sin  2  a?  oder  da  sin  2  a?  im  Maximum  gleich  Eins  ist,  so  kann 
der  gröfste  Fehler  5"  betragen,  man  wird  indessen  einen  solchen 
Fehler  nur  begehen,  wenn  der  Winkel  in  der  Nähe  von  45^  liegt. 
Bei  siebenstelligen  Logarithmen  mufs  der  Fehler  lOOmal  kleiner 
sein,  also  werden  dann  die  Winkel,  wenn  man  dieselben  durch  die 
Tangenten  sucht,  höchstens  auf  0."05  unsicher  sein  können. 

Wäre  nun  ein  Winkel  durch  den  Sinus  oder  Cosinus  gegeben, 
so  erhielte  man  in  der  Formel  für  A  (log  sin  x)  oder  A  (log  cos  x) 
statt  des  Factors  sin  2  a;  jetzt  taug  x  oder  cotango;,  die  jeden  mög- 
lichen Werth,  selbst  einen  unendlich  grofsen,  haben  können.  Man 
sieht  also,  dafs  kleine  Fehler  in  dem  Logarithmus  des  Sinus  oder 
Cosinus  eines  Winkels  sehr  grofse  Fehler  in  dem  dadurch  gesuchten 
Winkel  hervorbringen  können  und  es  ist  daher  immer  vorzuziehen, 
die  Winkel  durch  die  Tangenten  zu  finden. 

8.  Setzt  man  in  den  Formeln  für  die  schiefwinkligen  sphäri- 
schen Dreiecke  einen  der  Winkel  gleich  90^,  so  erhält  man  die 
Formeln  für  die  rechtwinkligen  Dreiecke.  Im  Folgenden  wird  die 
Hypotenuse  immer  mit  Ä,  dagegen  werden  die  beiden  Catheten  mit 
c  und  c'  und  die  diesen  gegenüberliegenden  Winkel  mit  C  und  C 
bezeichnet.  Aus  der  ersten  der  Formeln  (2)  erhält  man  dann,  wenn 
man  Ä  =  90^  setzt: 

co8Ä=  cos  c  cos  c' 

femer   aus   der   ersten   der  Formeln  (3)   unter  derselben  Voraus- 
setzimg: 

sinA  smC=  sine 

und  aus  der  ersten  der  Formeln  (4): 

sin  Ä  cos  C  =  cos  c  sin  c' 
oder,  wenn  man  diese  Formel  durch  die  für  cos  h  dividirt: 

tangA  cos  C  ^  tangc' 
Dividirt  man  aber  dieselbe  Formel  durch  die  für  sin  h  sin  C, 

so  wird: 

cotangC  =  cotangc  sine' 

oder 

tangc  =  tang  C  sine 
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Verbindet  man  hiermit  die  Formel: 

tauge'  =  tang  G  sine 
so  folgt: 

cosÄ  =  cotg  C  cotg  C 
Verbindet  man  endlich  die  beiden  Gleichungen: 

sin  Ä  sin  C  =  sine' 
und  sinÄ  cos  0  =  cosc  sine'   ' 
so  erhält  man: 

cosC=  sinC  cose 
Man  hat  mithin  die  folgenden  sechs  Formeln  für  die  rechtwink- 
ligen Dreiecke,  welche  alle  möglichen  Combinationen  der  fünf  Stücke 

enthalten: 

cosÄ  =  cose  cose' 
sine  =  sin  Ä  sin  C 

tangc  =  tangÄ  cos  G  .    . 

tange  =  tang  G  sine' 
cosÄ  =  cotang  0  cotang  G 

cosC=  cose  sin  C 
vermittelst  welcher  man  aus  je  zwei  gegebenen  Stücken  eines  recht- 
winkligen Dreiecks  die  übrigen  finden  kann. 

Aus  der  Vergleichung  dieser  Formeln  mit  denen  in  No.  6  sieht 
man  leicht,  dafs  die  Einführung  der  Hülfsgröfsen  m  und  M  auf  der 
Substitution  zweier  rechtwinkligen  Dreiecke  statt  des  schiefwinkligen 
beruht.  Fällt  man  nämlich  von  der  Spitze  C  des  schiefwinkligen 
Dreiecks  einen  senkrechten  gröfsten  Kreis  auf  die  Seite  c,  so  be- 
deutet in  den  Formeln  in  No.  6  m  den  Cosinus  des  Perpendikels 
und  M  das  Stück  der  Seite  c  zwischen  der  Spitze  A  und  dem  Fufs- 
punkte  des  Perpendikels. 

9.  In  der  Astronomie  mufs  man  immer  zur  Berechnung  von 
Gröfsen  gewisse  Data  aus  den  Beobachtungen  entlehnen.  Da  man 
aber  bei  keinem  von  diesen  absolute  Sicherheit  verbürgen  kann, 
sondern  bei  einem  jeden  Datum  einen  kleinen  Fehler  als  möglich 
annehmen  mufs,  so  ist  bei  allen  Aufgaben  zu  untersuchen,  ob  eine 
kleine  Aenderung  der  beobachteten  Gröfsen  auch  keine  grofse  Aen- 
derung  der  zu  findenden  Gröfsen  hervorbringen  kann.  Um  dies 
immer  leicht  beurtheilen  zu  können,  mufs  man  die  Formeln  der 
sphärischen  Trigonometrie  difFerenziren,  indem  man,  um  alle  Fälle 
zu  umfassen,  alle  Gröfsen  als  variabel  annimmt. 

Differenzirt  man  die  erste  der  Gleichungen  (2),  so  erhält  man: 
—  sina  da  =  dh  [ —  sinft  cose  -+-  cos6  sine  cos^l 
4-  de  [ —  cos6  sine  4-  sinft  cose  cos^] 
—  sin  6  sine  sin'J. .  dA 
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Der  Factor  von  db  ist  gleich  —  sin  a  cosC,  der  von  de  gleich 
—  sin  a  cos  B;  schreibt  man  dann  noch  —  sin  a  sin  c  sin  B  statt 
des  Factors  vonZi,  so  erhält  man  die  Differentialformel: 

da  =  cos  Cdb  -h  cosBdc  4-  sine  sinBdÄ 
Schreibt  man  die  erste  der  Gleichungen  (8)  logarithmisch,  so 
erhält  man: 

log  sina  -4-  log  8inJ5  =  log  sin  6  4-  log  sinÄ 
lind  wenn  man  differenzirt: 

cotangada  +  cotangBdB  =  coia.ngbdb  +  cot&ngÄdÄ 
Statt  der  ersten  der  Formeln  (4)  differenzire  man  die  erste  der 
Formeln  (5),  die  ans  der  Verbindung  von  (3)  und  (4)  hervorgegangen 
sind;  dann  erhält  man: 

Q|y|     Jl 

.    .„n  dB  4-  dÄ  [cotanff JJ  cosil  —  sin^  cosc] 

= T—r»- db  -h  de  [cotangft  cosc  ■+•  cosA  sine] 

oder: 

siiLÄ   -_.      cos  0  ,  .  sine   ,,    ,   cosa  , 

.   p«  als : — =aA  = : — :r^ao  H — r-väe 

8inB*  suiB  sinb*  smo 

Mnltiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  sin  B,  so  findet  man: 

sina,-.            ^,  .           sinC,,    ,   cosasinJ5, 
r-T  dB  —  cos  CdÄ  = r-T-  db  4 r-r —  de 

sino  smo  smo 

oder  endlich: 

sinadB  =  sin  Cdb  —  sinJ5  cosadc  —  sinft  cos  CdÄ 
Aus    der  ersten  der  Formeln  (8)  erhält  man  dann  noch  ganz 
so  wie  aus  (2): 

dÄ  =  —  coscdB  —  cos6dC4-  sinfrsinOda 
Man  hat  also  die  folgenden  Differentialgleichungen  der  sphäri- 
schen Trigonometrie: 

da  =  cos  Cdb  4-  cosBde  4-  sind  sin  CdÄ 
cotasigada  4-  cotangJBdJB  =  cotangftdd  4-  cotang^dJ.      ,  -. 
smadB  =  sin  Cdb  —  cosa  sinBde  —  sinfe  cos  CdÄ 
dÄ  =  —  coscdB  —  cos&d04-  sinb  sin  Cda 

10.  Bei  kleinen  Winkeln  kann  man  sich  erlauben,  den  Cosinus 
gleich  Eins  zu  setzen  und  den  Bogen  statt  des  Sinus  oder  der 
Tangente  zu  nehmen,  also,  wenn  man  den  Bogen  in  Secunden  aus- 
gedruckt haben  will,  206265  a  statt  sin  a  oder  tang  a  zu  setzen. 
Sind  die  Winkel  nicht  klein  genug,  um  das  zweite  Glied  der  Sinus- 
reihe schon  vernachlässigen  zu  können,  so  kann  man  auf  folgende 
Weise  verfahren: 

Es  ist: 

sing  1     2   .      1      4 

=  1 TT  «    4-  TT^r  a*  —  .  . . 

a  6  120 


u 

und: 


cosa=l— ya^  +  ^a*  — 


3  1 


also: 

"t^cosa  =  1  — ^  a'  4-  . . . . 
Man  erhält  daher  bis  auf  die  dritten  Potenzen  inclusive: 

8 

sma       i/' 

=1  cos  a 

a         ' 

oder: 

3 

a  =  sina  V  seca 
eine  Formel,  welche  so  genau  ist,  dafs  man  bei  einem  Winkel  von 
10  Graden  noch  nicht  einen  Fehler  von  einer  Secunde  durch  die 
Anwendung  derselben  begeht.    Es  ist  nämlich: 

3 

log  sin  10^  l^sec  10<»  =  9.2418864 
und  wenn  man  hierzu  den  Logarithmen  5.3144251  addirt  und  die 
dazu  gehörige  Zahl  aufschlägt,  so  erhält  man  36000".74  oder: 

10«  0'  0."74 

11.  Sehr  häufig  macht  man  in  der  sphärischen  Astronomie 
von  Reihenentwickelungen  Gebrauch,  von  denen  die  wichtigsten  hier 
abgeleitet  werden  sollen. 

Hat  man  einen  Ausdruck  von  der  Form: 

a  sin^ 

tang  y  = 

^^      1  —  a  cosic 

so  kann  man  leicht  y  in  eine  Reihe  entwickeln,  die  nach  dem  Sinus 

der  Vielfachen  des  Winkels  x  fortschreitet.    Es  ist  nämlich,  wenn 

taug  z=  —  ist,  dz  = s-i — ö — .      Betrachtet    man    also    in    der 

Formel  für  tang  y  sowohl  a  als  auch  y  als  veränderlich,    so   er- 
hält man: 

dy sina; 

da^  1  —  2a  coso;  +  a^ 
und,  wenn  man  diesen  Ausdruck  nach  der  Methode  der  unbestimm- 
ten Coefficienten  in  eine  Reihe  entwickelt,  die  nach  Potenzen  von  a 
fortschreitet: 

^  =  sinaj  -}-  a  sin2  a?  +  a'  sin3  aj  +  . . . .  *) 
aa 


*)  Man  sieht  leicht,  dafs  das  erste  Glied  sin«  ist  und  dafs  der  Coeffi- 
cient  von  a«  gefanden  wird  durch  die  Gleichung: 

An  =  2  Än-l  COSÄ  —  iln~3 
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Integrirt   man   diese  Gleichung   und  bemerkt,  dafs  tat  x^=0 
auch  ^  =  0  ist,  so  erhält  man  für  y  die  folgende  Reihe: 
y  =  a  sinos  +  -J a'  8in2  aj  +  | a'  sinS  ä  +  . . . .         (12) 

Häufig  hat  man  zwei  Gleichungen  von  der  Form: 

A  cosB  =1  —  a  cos« 

aus  denen  man  B  und  log  A  in  eine  nach  den  Sinus  und  Cosinus 
der  Vielfachen  von  x  fortlaufende  Reihe  entwickeln  will.    Da  hier: 

_,         a  sin  OS 

\AVLgB  = 

1  —  a  cosÄ 

so  findet  man  für  B  durch  die  Formel  (12)  eine  nach  den  Sinus 
der  Vielfachen  von  x  fortschreitende  Reihe.  Um  nun  auch  log  A  in 
eine  ähnliche  Reihe  zu  entwickeln,  hat  man  zuerst: 

^  =  Vl  — 2acos»  +  a' 

Durch  die  Methode  der  unbestimmten  Goefficienten  findet  man 

aber  die  folgende  Reihe: 

aeosa;  —  a^  ^  i     o       «      ■     «      «      ■        *\ 
j — 5  =r a cos«  +  a'  C082 «  +  a' cosS «  +  . . .  ) 

An. 

Multiplicirt  man  diesen  Ausdruck  mit und  integrirt  den- 
selben nach  a,  so  wird,  weil  die  linke  Seite  gleich 

(f  log  (1  —  2  g  cos«  +  g') 
*  da 

und  für  a  =  0  auch  log  il  =  0  ist: 

logVl  — 2gco8«4.g'=log-4.=  — [gcos«-|-ig'co8  2«4.|g^coB3«+...]     (13) 

Ebenso  erhält  man,  wenn  man  die  beiden  Gleichungen  hat: 

A  smB  s=  a  sin« 
A  cosB  =  1  +  a  cos« 
indem  naan  in  (12)  und  (13)  180  —  x  statt  x  setzt: 

JB  =  g8in«— ig'8in2«4-ig'8in3«— ....    (14) 
logyi-f.2aco8«+g^  =  log^  =  gco8«— ig^cos2«4--Jg'co83«— ....       (15) 

Hat  man  einen  Ausdruck  von  der  Form: 

i&ngy  =  n  tang«, 

g  sin  « 

80  kann   man  denselben  leicht  auf  die  Form  tang  y  =  z 

^  ^       1  —  g  cos « 

bringen.    Es  ist  nämlich: 


*)  Man  sieht  sogleich  wieder,  dafs  der  Coefficient  von  a  gleich  cos«  ist 
und  dafs  der  Coefßcient  von  g"  gefanden  wird  durch  die  Gleichung: 

At%  =  2  An—l  cos  «  —  An— 2 
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,  V        tangw  —  tango;  (n  —  1)  tangos 

B  \c^  H-  tanff y  tanffa;  1+  n  tangor 


tangy  tanga;  1+  n  tangos* 

(n  —  1)  sin  05  cosaj  (n  —  1)  sinaj  cosa? 


cosÄ^H-nsinaj'  .       ,        ^  n        n 


_       (n— l)sin2a;       _      n  +  l 


i4-icos2aj-H-r —  -r-co82« 
sin  2  a; 


(„+l)_(n_l)cos2«      i_n:iJcos2äC 

n+  1 

Ist  also  die  Gleichung  tang  y  =  n  tang  o?  gegeben,  so  erhält  man : 

y  =  aj  +  ^sin2aJ4-i(^^ysin4aj  +  i(^ysin6aj  +  ...       (16) 

Setzt  man  hierin  zuerst 

n  =  cosa, 
so  ist 

— — —  =  —  tang  i  a\ 

Die  Gleichung 

tang  2^  =  cos  a  tang  x 
giebt  also: 
y  =  05  —  tangi  a^  sin2 05  -f-  i  tangJ^  a*  sin4  aj  —  -J  tang^  a®  sinö  05  +  . . .    (17) 

Ist 

n  =  seca, 

so  ist  , 

und  man  erhält  also,  wenn: 

tangy  =  seca  tanga;  oder  tang05  =  cosa  tangy, 
y  =  o;  +  tangi  a'  sin2  05  +  ^  tang^  a*  sin4  x  +  i  tang^  a®  sin6  05  -h  . . .   (18) 
Da 

« 

cosa  — cos  y9      ^       ...        ..       i /o  ■     \ 
^^^^^^^^  =  tangi  09  -  a)  tangi  0?  +  «) 

und 

sina       sm^  ^  ^^  _  ^  cotang^  (a  4-  /5), 

sina  4- sin/9  '^''^ 

so  erhält  man  auch,  wenn: 

cos  a , 


und  wenn: 


y  =  x  —  tangi  (a  —  ß)  tang^  (a  4-  /9)  sin2  x 

+  itangi  (a  —  Ä^ tangi  (a  4- ^5)^ sin4aj—  . . . 


sina 
tangy  =  ^—^  tanga;, 
sin/j 


2/  =  a;  4-  tangi  (a  —  /9)  cotang^  (a  4-  /?)  sin2  a; 

4-  i  tangi  (a  —  ß)^  cotang^  (a  4-  /?)'*  sin4  a;  4- . . . 
Vermittelst  der  beiden  letzten  Formeln  kann  man  die  Napier- 
sehen  Analogien  in  Reihen  entwickeln.    Aus  der  Gleichung: 
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sin-^— 
erhält  man  nämlich: 

— g—  =  y"  ^^'^^ Y  cotang—  sine  +  itangy  cotang y  sm2  c 

oder: 

y  =  -^ — J-tanrj  cotangy  8in(a— J)  -+-  itangy  cotang -^8^12(0— 6) 

und  ebenso  aus  der  Gleichung: 

Ä  —  B 

,     ,         cos jr 

a-f-  0  2  c 

tang-^  =  — ^-^tangY 

cos^^ 

die  folgenden  Reihen: 

a-t-&       c    .  .       Ä  .       B   .  ,         ^>.       B» 


2     =y-+-tangy  tangy  sinc  +  itang  y  tangy  8in2c-+- . . ., 

2^=-2 tang~tang-^8m(a-+-6)4-itangytangy8in2(aH-6)—  ... 

Ganz    ähnliche   Reihen    erhält   man   aus   den   beiden   andern 
Analogien: 

,      Ä-B      ^^     2      ,       180- C 
tang-y-  =  — ^-^  tang-^— , 

sin 


2 
a— 5 


,      ^  +  B      ^^^     2      ,       180- 0 

C08-y- 

Häufig  kommt  auch  der  Fall  vor,  dafs  man  eine  Gröfse  y,  die 
durch  eine  Gleichung  von  der  Form: 

cosy  =  cosaj  +  6 
gegeben  ist,  in  eine  nach  Potenzen  von  b  fortschreitende  Reihe  ver- 
wandeln soll.    Zu  dem  Ende  entwickelt  man  die  Gleichung: 

y  =  arc  cos  [cos  a:  +  6] 
nach  dem  Taylorschen  Lehrsatze.    Setzt  man  nämlich 

cos 05  =  «  und  y  =  f(z-^b)y 
so  hat  man: 

oder  da 

df_     dx 1_ 

rW-^y  dz^d.cosx"       sinaj' 

Brunn ow,  sph&rische  Astronomie.    4.  Aufl.  2 


18 


d.-    ' 


«?/*__     '      sin  05       dx cosog 

dz^  dx       ' d.  cosa; ""      sinaj' ' 

,        cosa; 
d:^f_'~^^       dx      _       l+3cotangar' 
ds^^        dx        'd.cosx  sina:^         ' 

y  =  x ^— —  i  cotang  a; -r— ä  —  i  [1  +  3  cotang  ä^ -r— 3 (19) 

sm«  sina:*  sinar* 

Ganz  auf  dieselbe  Weise  erhält  man  aus  der  Gleichung: 

siny  =  sinaj  +  ft 

Anm.   üeber  die  Reihenentwickelungen  vergleiche:  Encke,  einige  Reihen- 
entwickelungen aus  der  sphärischen  Astronomie.  Astronom.  Nachrichten  No.  562. 


B.     Die  InterpolatioDsrecbDung. 

12.  In  der  Astronomie  bedient  man  sich  fortwährend  der 
Tafeln,  in  denen  die  numerischen  Werthe  gewisser  Funktionen  für 
einzelne  numerische  Werthe  der  Variabeln  angegeben  sind.  Da  man 
nun  in  der  Anwendung  die  Werthe  der  Function  auch  für  solche 
Werthe  der  Variabein  braucht,  die  grade  nicht  in  den  Tafeln  an- 
gegeben sind,  so  mufs  man  Mittel  haben,  um  aus  gegebenen  nu- 
merischen Werthen  einer  Function  dieselben  für  jeden  beliebigen 
Werth  der  Variabein  oder  des  Arguments  der  Function  berechnen 
zu  können.  Hierzu  dient  die  Interpolationsrechnung.  Sie  hat  den 
Zweck,  an  die  Stelle  einer  Function,  deren  analytischer  Ausdruck 
entweder  ganz  unbekannt,  oder  doch  zur  numerischen  Berechnung 
unbequem  ist,  eine  andere  einfachere,  aus  gegebenen  numerischen 
Werthen  gebildete  zu  setzen,  die  sich  innerhalb  der  Grenzen  der 
Anwendung  mit  jener  vertauschen  läfst. 

Nach  dem  Taylorschen  Lehrsatze  kann  man  jede  Function  in 
eine  Reihe,  die  nach  den  ganzen  Potenzen  der  Variabein  fort- 
schreitet, entwickeln;  nur  in  dem  Falle,  dafs  für  einen  bestimmten 
Werth  der  Variabein  einer  der  DifPerentialquotienten  unendlich  grofs 
wird,  dafs  also  die  Function  in  der  Nähe  dieses  Werthes  keinen 
stetigen  Gang  hat,  erleidet  dieser  Satz  eine  Ausnahme.  Indem  sich 
die  Interpolationsrechnung  auf  diese  Entwickelung  der  Functionen 
in  Reihen,  die  nach  ganzen  Potenzen  der  Variabein  fortschreiten, 
gründet,  setzt  sie  also  voraus,  dafs  die  Function  innerhalb  der  be- 
trachteten Grenzen  stetig  ist,  und  ist  nur  unter  dieser  Voraussetzung 
anwendbar. 
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Nennt  man  w  das  Intervall  oder  die  Differenz  zweier  auf  ein- 
ander folgenden  Argumente  (welche  hier  immer  als  constant  be- 
trachtet wird),  so  kann  man  jedes  beliebige  Argument  durch  a^nuf 
bezeichnen,  wo  n  die  variable  Gröfse  ist,  und  die  zu  diesem 
Argumente  gehörige  Function  durch  f  {a-{-  nw).  Die  Differenz 
zweier  auf  einander  folgenden  Functionenwerthe  f  (a-hnw)  und 
/*(a  -+-  (»  -h  1)  to)  soll  durch  f  (a  -h  »  -h  ^)  bezeichnet  werden, 
indem  man,  um  anzugeben,  zu  welchen  Functionen werthen  die 
Differenz  gehört,  unter  das  Functionenzeichen  das  arithmetische 
Mittel  beider  Argumente  setzt  und  dabei  den  Factor  w  wegläfst*). 
So  drückt  f  (a  -h  i)  die  Differenz  von  f  (a)  und  f  (a-k-  w), 
f  (a-hi)  die  Differenz  von  f  {a-¥w)  und  ^  (a  -H  2  m?)  aus.  Das- 
selbe gilt  auch  von  den  höheren  Differenzen,  deren  Ordnung  durch 
den  Accent  angedeutet  wird.  So  ist  z.  B.  /*"  (a-h  1)  die  Differenz 
der  beiden  ersten  Differenzen  f  (a  -I-  ^)  und  f  (a  -+-  f ). 

Das  Schema  der  Argumente  und  der  dazu  gehörigen  Functionen- 
werthe und  deren  Differenzen  ist  also  das  folgende: 

Argument  Function      I.  Diff.        II.  Diff.       IIL  Diff.       IV.  Diff.      V.  Diff. 

m    C z  .  t(  riß)     Lz  .  V.  /^^c«)     ^v  «^I 


-     .     Q.«   ,r/-    .    0.-N    /(«  +  *) 


a4-3to  /"(a-f-Str) 

Alle  Differenzen,  welche  dieselbe  Gröfse  unter  dem  Functionen- 
zeichen haben,  stehen  hier  auf  derselben  horizontalen  Linie.  Die 
Differenzen  der  ungeraden  Ordnungen  haben  alle  als  Gröfsen  unter 
dem  Functionenzeichen  aH-  einem  Bruche  mit  dem  Nenner  2. 

13.  Da  man  nach  dem  Taylorschen  Lehrsatze  eine  jede  Function 
in  eine  nach  ganzen  Potenzen  der  Variablen  fortschreitende  Reihe 
entwickeln  kann,  so  kann  man  setzen: 

/"(a  4-  nw)  =  a  +  /9 .  nw  -h  / .  n^w^  -f-  d .  n^tc^  -4- . . . 

Wäre  der  analytische  Ausdruck  der  Function  f^a-^-nw)  bekanntr 
80  könnte   man  die  Coefficienten  a,  ß^  y^  d  etc.  berechnen,   indem 

•t      J!'  /    \ 

a^=f(a),  /'=""S —  etc.  ist.    Es   wird    aber   angenommen,    dafs 

dieser  analytische  Ausdruck  nicht  gegeben  ist  oder  wenigstens,  wenn 
derselbe  auch  bekannt  ist,  nicht  angewendet  werden  soll,  und  dafs 


*)  Es  ist  dies  die  sehr  bequeme,  von  Encke  in  seinem  Aufsatze:  Ueber 
mechanische  Quadratur  im  Jahrbuche  für  1837  eingeführte  Bezeichnungsart 

3* 
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man  nur  för  besümmte  Werthe  des  Arguments  a-hnw  die  numeri- 
schen Werthe  der  Function  f  (a-h  nw)  kennt.  Setzt  man  aber  ia 
die  obige  Gleichung  nach  einander  die  verschiedenen  Werthe  der 
Variablen  »,  so  erhält  man  so  viele  Gleichungen  als  man  Werthe 
der  Function  kennt  und  kann  also  aus  diesen  ebenso  viele  der 
Goefficienten  a,  /9,  7^,  d  etc.  bestimmen.  Man  sieht  aber  sogleich, 
dafs  az=f(a)  und  dafs  ßat^  ym^  etc.  lineare  Functionen  von 
Differenzen  sein  müssen,  die  sich  wieder  auf  eine  gewisse  Reihe 
von  Differenzen  zurückfuhren  lassen,  dafs  also  auch /*  (a  + nt^?} 
allgemein  von  der  folgenden  Form  angenommen  werden  kann: 

/(a-hnw)=/'(a)  +  ^./"(a+i)  +  B.r(a-+-l)-+-C^. /""(«  +  !)  +  .•., 
wo  A^  B^  C  etc.  Functionen  von  n  sind,  die  sich  durch  Einführung 

bestinamter  ganzer  Werthe  von  n  bestimmen  lassen.  Wenn  aber  n 
eine  ganze  Zahl  ist,  so  wird  jede  Function  f{a-\-nw)  aus  fia) 
und  den  obigen  Differenzen  durch  blofse  successive  Addition  ge- 
funden, wenn  man  sich  erlaubt,  eine  der  höheren  Differenzen  als 
constant  zu  setzen,  wenn  man  also  die  Werthe  der  Function  als 
eine  arithmetische  Reihe  höherer  Ordnung  betrachtet.  Ist  schon 
die  erste  Differenz  constant,  so  wird  /*  (a  -+-  nw)  einfach  gleich 
f(<i)-hn.f  (a-hi);  ist  erst  die  zweite  Differenz  constant,  so 
mufs   man    zu   dem   vorigen  Werthe   noch   hinzulegen  /*"  (a  -h  1) 

multiplicirt  in  die  Summe  der  Zahlen  1  bis  n  —  1  oder  in  — 7—5 — ; 

und  wenn  erst  die  dritte  Differenz  constant  ist,  so  kommt  noch 
hinzu  /*"'  (a  H-  f )    multiplicirt  in  die  Summe  der  Zahlen  1,  1  -H  2, 

1  -+-24-3  etc.  bis  1-4-24-  . . .  -hn— 2  oder  in  ^^^'^^l^^^^\  sodafs 

u         '      A  -D      n(n—\)  ^      n(n— l)(n— 2)    ^  ,  j  ,. 

allgemem  Ä  =  n^  JB  =     ^^   ^    ,  C  =         \    2\ —  ^      daher: 

f{a  +  nw)=f{a)  +  nr  («  +1)  +  ^^-^j^r'  (a+  1) 

wo  das  Gesetz  der  Fortschreitung  klar  ist*). 

*)  Man  sieht  dies  sogleich  aus  der  Art,  wie  die  Functionen  aus  den 
Differenzen  gebildet  werden.  Bezeichnet  man  nämlich  letztere  der  Kürae 
wegen  mit  f  ,  f",  f",  so  erhält  man  das  folgende  Schema: 

f(d)  ,,        I.  Diff.  D.Diff.      m.Diff. 

/■(«)+/■'  C,.f„  f"  f, 

f(.a)  +  8f'+   if+f"        L-tlf"t.Uf"<      f"  +  ^f"      V 

f{a)+\r+  6/"'+  if"  vif^.T  ff,„   r+zf"   C 
f(.a)+bf'  +  ior  +  iof"'  C,±iLZmf-   r+if"   Ci 


vn 


*' 


4       . 
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Diese  Formel  ist  unter  dem  Namen  der  Newtonschen  Inter- 
polationsformel bekannt.  Der  Coefficient  der  Differenz  von  der 
Ordnung  n  ist  der  Coefficient  von  a?*  in  der  Entwickelang  von 
(1  -h  x)\ 

Beispiel.    Nach   dem  Berliner  Jahrbuche   für  1850  hat  man 

far  den  mittleren  Mittag  die  folgenden  heliocentrischen  Längen  des 

Mercur : 

I.  Diff.  n.  Diff.        m.  Diff. 

Jan.  0  3030  25'    I".  5 


-2310    6  51  .5  ^5     JS*S+l^'^^"-^^9'Ad-i 

4  317    7  29. a  1.1,     'l      2132.4-^^?J-J  +  10".l 

6324  29  39.9  If^l^t      24  26.9      ^  ?J  '  ^        4.7 

8332  16  17.2  l  ^l    l     .      27  26.1      ^  ^^  '  ^ 

10  340  30  20  .6 

Sucht   man   daraus    die  Länge   des  Mercur   für  den  mittleren 

Mittag  von  Jan.  1,  so  hat  man 

f{a)  =  303«  25'  1".  5  und  n  =  i, 
femer 

f   (a-hi)=  -f-  60  41'  50".  0,  n  =  i  Prodact:        4-  3»  20'  55".  0 

/^"(a4-l)==       4-18  48  .0,  ^^"""^^  =  -i  -2  21.0 

/""(«  +  !)=      +   2  44.4,  5fc±^L=J)=+^  +10.3 

/iv(«+2)=   + 10 .1,  "^"~\\^;:;y'~^^=-rk-o  .4 

Man  hat  demnach  zu  f  (a)  hinzuzufügen 

+  30  18'  43".  9 
und  erhält  für  die  Länge  des  Mercur  Jan.  1  . 0 

3060  43' 45".  4 
Die  Newtonsche  Formel  läfst  sich  noch  bequemer  auf  folgende 
Weise  schreiben,    die  den  Vortheil  gewährt,    dafs  man  immer  nur 
mit  kleinen  Brüchen  zu  multipliciren  hat: 

.  x[r'(a  +  i)4-5-^[/^iv(a  +  2)] 

Ist  n  wieder  ^,  so  ist  — r —  =  —  |^,  also  —j—f^^(a-\'2)=^ 
—  6" .  3.    Dies  zu  /"'"  (a  -h  i)   hinzugelegt   und    die   Summe   mit 

— 5 —  =  —  i  multiplicirt  giebt  —  1'  19"  .  0.    Legt  man  dies  wieder 

n— 1 
zu  /*'  (a  -h  1)  und  multiplicirt  die  Summe  mit  —ä-  =  —  i»    so  er- 
hält man  —  4'  22"  .  2   und    wenn   man  dies  endlich  zu  f  (a  -h  ^) 
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addirt  und  mit  n=:^  multiplicirt,  so  hat  man  3^  18'  43"  .  9  zu 
f  (a)  hinzuzulegen  und  erhält  also  denselben  Werth  wie  vorher 
3'  »60  43'  45"  .  4. 

14.  Bequemere  Formeln  far  die  Interpolation  erhält  man,  wenn 
man  die  Newtonsche  Interpolationsformel  so  umformt,  dafs  darin  blos 
Differenzen  vorkommen,  die  auf  einer  horizontalen  Linie  stehen,  so 
dafs  man,  wenn  man  von  dem  Werthe  f  (d)  ausgeht,  die  Differenzen 
f  {a-^  ^),  f*  (a)  und  f"  (a  -+-  ^)  etc.  anzuwenden  hat.  Die  beiden 
ersten  Glieder  der  Newtonschen  Formel  können  dann  beibehalten 
werden. 

Es  ist  aber: 

r(a+i)=r(«)+r'(a+i), 

=  r'(a-hi)+/iv(a)-+-/^v(a  +  ^), 
/•iv(a-h2)  =/'iv(a  ^  i)  ^p  («  +  |) 

=  /"iv(a)  H- 2/"v  (a  +  i)  + /"ViCa +1). 

^/•^  (a  4- i) -l-/'vi(a  4- 1)  + /^vi(a  +  2), 

etc. 

Man  erhält  also  als  Coefficienten  von  /""  (a): 

n  (n  —  1) 
1.2      ' 
als  Coefficienten  von  /""'  («4-^): 

n(n-~l)      n(n— 1)  (n— 2)_(n  +  l)n(n— 1) 
1.2      "*■  1.2.3  1.2.3  ' 

als  Coefficienten  von  f^^  (a): 
n(n— l)(n  — 2)      n<n-- 1)  (n  — 2)  (n  — 3)^  (n+ l)n(n— 1)  (n— 2) 

1.2.3  ■*■  1.2.3.4  1.2.3.4 

endlich  als  Coefficienten  von  /"^  (a-H^): 

n(n~l)(n— 2)        n(n— l)(n— 2)  (n-3)    n(n— l)(n-2)(n— 3)(n--4) 
1.2.3        "^   •  1.2.3.4  "^  1.2.3.4.5 

^  (n-h2)  (n+l)n(n— 1)  (n— 2) 
1.2.3.4.5 
wo  das  Gesetz  der  Fortschreitung  klar  ist.   Die  vollständige  Formel 
ist  daher: 

Aa+n«>)=Aa7+n/'(a+i)+^^^=i^r(«)  +  ^""^/y^^V"'(a+i) 

Führt  man  statt  der  Differenzen,  welche  a -h  4-  unter  dem 
Functionenzeichen  haben,  diejenigen  ein,  welche  a  —  ^  enthalten, 
so  hat  man: 


r 
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r  (a  +  i)«/'  (a-i)+r(a), 
r'(a-hi)=r'(a-i)+/^iv(a), 

r(a  +  i)=r(a_^)+/Ti(a). 
Es   bleiben    also   dann    die  Coefficienten   der  Differenzen  von 
einer  ungeraden  Ordnung    dieselben,    dagegen   ist   der  Coefficient 
von  /*'  (a): 

n(n-l)_n(n-M) 
■^      1.2      *~      1.2 
und  der  von  f^  (a): 

(nH-l)n(n— 1)      (n-f- l)n(n— l)(n— 2)  ^  (n— 1)  n  (n+ 1)  (n  +  2) 
1.2.:^  1.2.3.4  1.2.3.4 

Hau  erhält  daher: 

(n-l)n(n+l)(n+2)^,^,.,  .  (n-2)(n~l)n(n+l)(n4-2)^v,^      K 
■^  1.2.3-4         '^^'^^^  1.2.3.4.5  '^   («-11+---> 

wo  das  Gesetz  der  Fortschreitung  wieder  klar  ist. 

Nimmt  man  nun  an,  dafs  man  einen  Werth  interpoliren  soll, 
dessen  Argument  zwischen  a  und  a-^-w  liegt,  so  ist  n  negativ. 
Soll  aber  n  immer  eine  positive  Zahl  bezeichnen,  so  muTs  man  —  n 
statt  n  in  der  Formel  anwenden  und  die  letztere  wird  daher  für 
diesen  Fall: 

f{fl  -  nw)  ^f{a)--  nf  (a  -  i)  +  5^J^r'  («)  (3) 

,  ^-'^';>;'^^-^^^^^  ia) 

in  +Mn  -l-:i)  n  (n  -  1)  (n  ~  2)  ^^  ,.     ... 
1.2.3.4.5 P(a-i)  +  -.. 

Diese  Formel  hat  man  also  anzuwenden,  wenn  man  rückwärts 
interpolirt.  Schreibt  man  die  beiden  Formeln  (2)  und  (3)  wieder 
so  um,  wie  es  vorher  mit  der  Newtonschen  Formel  geschehen  ist, 
so  erhält  man: 

r(a  +  nii7)=/*(a)H-n[r(a-hi)-+-5^[/^"(a)+5^x 

x|/'"(a-fi)  +  5^[/iv(a)  +  ...  (2a) 

x[/"'(a-i)-^[/iv(a)-...  (3a) 

Denkt  man  sich  durch  das  Schema  der  Functionen  und  Differen- 
zen in  der  Gegend,  wo  der  zu  interpolirende  Functionenwerth  un- 
gefähr liegt,  eine  horizontale  Linie  gezogen,  so  hat  man,  indem  man 
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Artthmetisches  Mittel  der  4teii  Differenzen  x  A  —  3"  .  2 

Verbesserte  dritte  Differenz  2'  51"  .3xA==        1'11".4 

Verbesserte  zweite  Differenz        22'  43"  .  8  X  |  =        8'  31"  .  4 
Verbesserte  erste  Differenz      7°  13'  39"  .  0  X  i  =  1^  48'  24"  .  7, 

also  die  Länge  far  Jan.  4.5 

3 180  55' 54".  2. 
Sucht   man   die  Länge  fax  Jan.  5.5,    so  hat  man  die  Formel 
(3a)  anzuwenden   und   die  Differenzen    zu  nehmen,    die  auf  beiden 
Seiten    des  unteren  horizontalen  Striches  stehen.    Man  findet  dann 
die  Länge  für  Jan.  5  . 5 

322«  36'  56"  .  7. 

Um  die  Formel  (4a)  anzuwenden,  suche  man  die  Länge  für 
Jan.  5  .  0.     Man  erhält  dann : 

Arithmetisches  Mittel  der  4ten  Differenzen  X  —  A  =  —    1"  .  4 

Verbessert,  arith.  Mittel  der  2ten  Differenzen  X  —  i  =     —    2'  52"  .  3 
Arithmetisches  Mittel  der  Funktionen  B2(P  48'  34"  .  7 

mithin  die  Länge  far  Jan.  5 . 0 

320«  45'  42"  .  4. 
Bildet   man  jetzt  die  Differenzen  der  interpolirten  Werthe,    so 
erhält  man: 

I.  Diff.       n.  Diff.    m.  Diff. 

-4-  1«  48'  24"  7 

1  49  48  .2  ^;  tt  -^  +2". 6 

1  51  14  .3  \;l  't     +2". 8 

1  52  43  .2  ^  ^^  -^ 

Der  regelmäfsige  Gang  der  Differenzen  zeigt  die  Richtigkeit  der 
Interpolation.  Dieser  Prüfung  durch  die  Differenzen  bedient  man 
sich  übrigens  bei  allen  Rechnungen,  wo  man  für  gewisse,  in  glei- 
chen Intervallen  fortschreitende  Argumente  eine  Reihe  von  Functions- 
werthen  berechnet  hat.  Ist  nämlich  bei  einem  Werthe  z.  B.  f  (a) 
ein  Fehler  x  vorgekommen,  so  wird  das  Schema  der  Differenzen 
jetzt  das  folgende: 

/(a— 3w)  ff(a_E) 

f(a4-3«c) 

Ein  Fehler  in  dem  Werthe  einer  Function  wird  sich  also  in 
den  Differenzen  sehr  vergröfsert  zeigen,  und  zwar  werden  die  stärk- 


Jan.  4 . 0 

3170  7' 29" 

.5 

4.5 

318  55  54 

.2 

5.0 

320  45  42 

.4 

5.5 

322  36  56 

.7 

6.0 

324  29  39 

.9 
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sten  Spränge  in  der  horizontalen  Linie  vorkommen,  in  welcher  der 
fehlerhafte  Werth  der  Function  steht. 

15.  Häufig  kommt  der  Fall  vor,  dafs  man  die  numerischen 
Werthe  der  Differentialquotienten  einer  Function  braucht,  deren 
analytischen  Ausdruck  man  nicht  kennt,  sondern  von  der  nur  eine 
Reihe  von  numerischen  Werthen,  die  in  gleichen  Intervallen  auf 
einander  folgen,  gegeben  ist.  In  diesem  Falle  mufs  man  sich  zur 
Berechnung  der  numerischen  Werthe  der  DifFerentialquotienten  der 
Interpolationsformeln  bedienen. 

Entwickelt  man  die  Newtonsche  Interpolationsformel  nach 
Potenzen  von  w,  so  ist: 

/(a-hnw)=/'(a)4-n[r(a  +  i)-ir(a+l)  +  ir'(a-*-i)-....] 

+  Y^  er  (a-hl)-r(a  4- *)  +  ...] 

Da  nun  aber  auch  nach  dem  Taylorschen  Lehrsatze: 

so  erhält  man  durch  die  Vergleichung  beider  Reihen: 

^  =  !.[/' (a  +  i)-^/"'(a+l)+ir' («  +  !)-...] 

^^=^,[r'(«+i)-r' («+*)+...]. 

Bequemere  Werthe  für  die  Differentialquotienten  findet  man  aus 
der  Formel  2  in  No.  14.  Führt  man  in  diese  Formel  die  arithmeti- 
schen Mittel  der  ungeraden  Differenzen  ein,  indem  man  setzt: 

f   (a +  *)=/"  id)  +  if"  (a)  ■> 

etc,  ^'''     ■■^'■'-  \     ' 

so  erhält  man:  i  Vö^  '  )^  It    > 

fifl  +  nw)  =f(a)^ nf  (a)  +  ^ r  («)  4-  ^'*"*"i^  g.^s""  ^^ '""  ^"^ 

(n+l)n^(n— 1)   ^     , 
^        1.2.3.4        /^*^W  +  -- 

eine  Formel,  welche  die  geraden  Differenzen,  welche  mit  f  (a) 
auf  einer  Horizontalen  stehen,  enthält,  dagegen  die  arithmetischen 
Mittel  der  ungeraden  Differenzen,  die  zu  beiden  Seiten  der  Hori- 
zontalen liegen.  Entwickelt  man  dieselbe  nach  Potenzen  von  n, 
so  hat  man: 


-1  '  .  ''.  5 


2S 
f(fl  +  n«)  =  Aa)  +  «[/"(a)  -  */'"(«)  +  ^^  («)  -  rir/^C«)  +  •  •  0 

+ 1^  [r'(«)  -  Af^^c«) + i^rm  -  •  •  •] 


n« 


1.2.3.4 


[/"^  («)-*/'"(«)  +  .•.] 


(5) 


und  daraus: 

-^^  =  -^  [/"   («)  -  kf"  («)  +  Ar  (a)  -  tIttP"  («)  +  .. .], 

-^  =  -^  [/••' («)  -  ir  («)  +  TiTr/'^"(a)  -...], 

etc. 
Hat  man  die  Differentialquotienten  für  eine  Function  zu  suchen, 
die  nicht  unter  den  gegebenen  vorkommt,  z.  B.  für  f  (a-hnw\  so 
hat  man  in  diesen  Formeln  a-hn  statt  a  zu  setzen,  sodafs : 

^^?+i^  =  -^[/"(«  +  „)-ir(a  +  n)  +  ^/-V(a  +  n)-...], 


\^^a — -  =  -^  [/^  («  +  »)  —  tV/^^^  (a  +  n)  -f- . . .], 

etc. 
Die  jetzt  anzuwendenden  Differenzen  kommen  in  dem  Schema 
derselben  nicht  vor,  sondern  müssen  erst  berechnet  werden.  Für 
die  geraden  Differenzen  z.  B.  /*"  (a  -f-  n)  ist  dies  leicht,  da  dieselben 
durch  die  gewöhnlichen  Interpolationsformeln  erhalten  werden,  in- 
dem man  jetzt  /*"  (a),  /*"  (a  -f-  n)  etc.  als  die  Functionen,  die  dritten 
Differenzen  als  deren  erste  etc.  betrachtet.  Die  ungeraden  Differen- 
zen sind  aber  arithmetische  Mittel  und  man  mufs  also  zuerst  noch 
eine  Formel  für  die  Interpolation  arithmetischer  Mittel  entwickeln. 
Es  ist  aber: 

f  (a  -f-  n;  = ^ 

und  nach  der  Interpolationsformel  2  in  No.  14: 
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also  erhält  man,  wenn  man  das  arithmetische  Mittel  aas  beiden 
Formeln  nimmt,  die  Formel  für  die  Interpolation  eines  arithmeti- 
schen Mittels : 

f(a4-n)=r(a)  +  nr(a)-l-^r'(a)-hin/^iv(a) 

Die  beiden  Glieder 

sind  aus  dem  arithmetischen  Mittel  der  Glieder 

11(11 --1) 


und 


entstanden,  welches 


1.2 

n  (n  + 1) 
1.2 


ria^i) 


ria-^i) 


n^   -... ,  V   .    n 


r  («) + T-  ir  (a  4-  i)  -r  (a  -  w 


1.2'     ^-^^  ■    4 

giebt.    Verbindet  man  die  beiden  Glieder,  welche  f^^  (a)  enthalten, 
so  kann  man  die  obige  Formel  auch  so  schreiben: 

f(a-hn)=r(a)  +  nria)  +  ^ria)  +  ^^^fry(a)  +  ...        (7) 

Vermittelst  der  Formeln  5,  6  und  7  kann  man  also  die  numeri- 
schen Werthe  der  Diflferentialquotienten  einer  Function  fär  jedes 
beliebige  Argument  aus  den  geraden  Differenzen  und  den  arith- 
metischen Mitteln  der  ungeraden  Differenzen  berechnen,  wenn  eine 
Reihe  von  numerischen,  in  gleichen  Intervallen  auf  einander  fol- 
genden Werthen  der  Function  gegeben  ist. 

Man  kann  nun  aber  auch  andere  Formeln  far  die  Differential 
quotienten  entwickeln,  in  denen  die  einfachen  ungeraden  Differenzen, 
dagegen  die  arithmetischen  Mittel  der  geraden  vorkonmien. 

Führt  man  nämlich  in  die  Interpolationsformel  (2)  die  arith- 
metischen Mittel  der  geraden  Differenzen  ein,  indem  man  setzt: 

/•(a)=    Aa  +  i)-i/^'    («  +  *) 

r(a)=r(a+i)-ir(«+i) 

/^iv(a)  =/-iV(a  -^  i)  -  i/-v  (a  -h  i) 

etc. . 
so  erhält  man,  da: 

(n  +  l)n(n-l)         n(n— 1)  ^n(n— 1)  (n  —  j) 

1.2.3  *      1.2  1.2.3 

etc. 
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f{a  +  nw)  =f{a  +  i)  +  («  _  i)/"(a  +  i)  +  **^"~^V"  (a  +  i) 

,  n(n—l)(n—i)^,„,_  ,  ,^  .  (n4-l)»(»— l)(w— 2)  ^n,^.  ,  ,^  , 
+        1.2.3       f    ("+*)+ 1.2.3.4 ''^(«+1)+... 

Schreibt  man  hier  n  + 1-   statt  n,   so    wird  das  Gesetz   der 
Coefficienten  einfacher,  indem  man  erhält: 

+  ^'*"^K2?r*^^"('^^^*'^*^^"^fn^^^"~*^^''  (a  +  i)  +  . . . 

Entwickelt  man  diese  Formel  nach  Potenzen  von  n,   so  erhält 
man,  weil  die  von  n  unabhängigen  Glieder: 

sind 

/'[a-f-(n+i)w]  =  /*(a-l-iw) 

+  n[r(a  +  i)-^r'(«  +  i)  +  g|^r(a  +  j)_...] 

Vergleicht   man   dann  diese  Formel  mit  der  Entwickelung  von 
f  (a -h  ^w -{- nw)  nach  dem  Taylorschen  Lehrsatze,  so  findet  man: 

en^^  =  ^.  [/" (a+i)-  A,rv(«+,)+  ^^.v:  («  +  ,)_...]   (8) 

etc. 

Dieser  Formeln  wird  man  sich  am  bequemsten  dann  bedienen, 
wenn  man  die  Differential quotienten  einer  Function  für  ein  Argu- 
ment zu  berechnen  hat,  welches  das  arithmetische  Mittel  zweier  auf 
einander  folgenden  Argumente  ist.  Für  andere  Argumente,  z.  B. 
a-^-  (n-hi)w,  hat  man  wieder: 

H-gl^r  («  +  +  +  »)-••  (9) 

etc. 
und   hier    wird   man   wieder   die  Differenz   /*'  (aH-i-4-»),    sowie 
überhaupt    alle    ungeraden    Differenzen,     durch    die    gewöhnlichen 
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Interpolationsformeln  berechnen.  Da  aber  die  geraden  Differenzen 
arithmetische  Mittel  sind,  so  erhält  man  die  für  diese  anzuwen- 
dende Formel  aus  der  Formel  (7)  für  die  Interpolation  eines  arith- 
metischen Mittels  aus  ungeraden  Differenzen,  wenn  man  a  +  ^ 
statt  a  setzt  und ,  um  /*"  (a  -I-  ^  -h  n)  zu  finden,  alle  Accente  um 
Eins  vermehrt  etc.,  sodafs  z.  B.: 

r(a4-i  +  n)=r(a  +  i)  +  nr'(a-+-i)-h-y-^^v(«4-i) 

+  — i^ria  +  i)-^... 

Beispiel.  Nach  dem  Berliner  Jahrbuche  für  1848  hat  man 
die  folgenden  Rectascensionen  des  Mondes: 

I.Diff.  II.Diff.     m.Diff.    IV.Diff. 

JuU  12    0^    16M4-26S.33 

12b    39  80.32  +  ^J  ;-5J  +  23..75_^ 

13  Oh  17  4  58.06   35  '^  10  ^^  '^^      2  24"^-^ 
12»^    30  48.16   ^5  50.10   ^^  ^^  l'f      0.79 

14  Oh    56  58.38   JJ  J2  ,?   17.09   ^  '  JJ   0.67 
m  18  23  25.69  ilH'l^      13.39   ^  '  ^" 

15  Oh    50  6.39   ^^^-^^ 

Sucht  man  hieraus  die  ersten  Differentialquotienten  für  Juli  13 
IQh,  11^  und  12h  ^nd  wendet  dazu  die  Formel  (9)  an,  so  muls 
man  zuerst  die  ersten  und  dritten  Differenzen  für  diese  Zeiten  be- 
rechnen. Die  dritte  der  ersten  Differenzen  entspricht  dem  Argumente 
Juli  13  6h  und  ist  f  (a-h  i),  also  ist  für  IQh,  ilh,  12  h  n  respective 
^9  -^  und  ^. ,  Wenn  man  also  auf  die  gewöhnliche  Weise  interpolirt 

so  erhält  man: 

r(a4-i4-n)       /^'"  (« -h i -4- n) 

10h  -+-25»  57».  11  —2«.  51 

11h  25    58  .  81  2  .  58 

12h  26      0  .  49  2  .  64 

Daraus  erhält  man  also  die  Differentialquotienten 

fär  10h        +  25»  57«  .  21 
11h  .25    58   .92 

12h  26      0   .60, 

bei  denen  das  Intervall  w=^\^  Stunden  zum  Grunde  liegt.  Will 
man  dieselben  für  eine  Stunde  haben,  so  mufs  man  also  durch  12 
dividiren  und  erhält  dann  die  folgenden  Werthe: 

10h  2»  9»  .  77 

11h  9    .91 

12h  10   .05 

die  die  stündlichen  Geschwindigkeiten  des  Mondes  in  Rectascensiou 
für  diese  Zeiten  ausdrücken. 
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Hätte  man  Formel  6  anwenden  wollen,  wo  arithmetische  Mittel 

der   ungeraden  Differenzen   vorkommen,    so  hätte  man,   wenn  man 

a  =  Juli  13  12*»  nimmt,  für  in*»  z.  B.,  wo  w  =  —  ^  ist,   nach  Formel 

(7)  erhalten: 

/'  (a  —  ^)  =  +  25»  56« .  77  und  /""  (a  —  *)  =  —  2» .  51 

und    daraus    nach  Formel  (6)  für   den  Differentialquotienten  +2*" 
9»  .77. 

Die  zweiten  Differenzen  sind: 

för  10»»  +  20»  .  55 

11h  20   .34 

12h  20   .12 

Legt  man  dazu  —  -^  der  4ten  Differenzen  und  diyidirt  durch 
144,  so  erhält  man  die  zweiten  Differentialquotienten  für  die  Einheit 
der  Stunde: 

für  IQh  4-  0«  .  1432 

11h  0   .1417 

.    12h  0   .1402. 

Anm.  VergL  ober  Interpolationsrechnung  den  hieraber  handelnden 
Aufsatz  Yon  Encke  im  Jahrbuche  für  1830  und  den  vorher  angefahrten  Auf- 
satz über  mechanische  Quadratur  im  Jahrbuche  für  1837. 
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C.    Theorie  einiger  im  Folgenden  öfters  angewandten 

bestimmten  Integrale. 

.    Da  das  Integral  je-^^dty   sowohl   zwischen   den   Grenzen 

0  und  oo,  als  auch  zwischen  den  Grenzen  o  und  T  oder  T  und  oo 
genommen,  öfters  in  der  Astronomie  angewandt  wird,  so  sollen  hier 
die  wichtigsten  auf  dasselbe  bezüglichen  Sätze  und  die  far  die  nume- 
rische Berechnung  dienenden  Formeln  zusammengestellt  werden. 

Das  Integral     le-^dt  ist    eine    Umformung   eines  Eulerschen 

ü 

Integrals  der  ersten  Klasse,  also  einer  Gamma-Function.  Für  diese 
Integrale  hat  man  nämlich  die  folgende  Bezeichnung  eingeführt: 

/c-^.a;«-ida;=r(a),  (1) 

0 


33 
wo  a  immer  eine  positive  Gröfse  ist,  und  da  man  sogleich  findet 

«0 

je-' .  x<*-^dx  =  /e-«d  (— j  =  e-« .  ~  +  J- las«  e~»  dx 

0 

und  nach  Einsetzung  der  Grenzen  der  Theil  ohne  Integralzeichen 
yerschwindet,  so  erhält  man: 


OD  OO 

je-' .  apa-i  da;  =:  J-  je-' .  x^dx 


oder 

ar(a)  =  r(a -4-1)  (2) 

Da  nun  aber,  wie  man  leicht  sieht: 


e-»dx  =  r(l) « 1 

0 

ist,  so  findet  man,  so  oft  n  eine  ganze  Zahl  ist: 

r(n)»=(n-il)(n  — 2)(n-^3)  ....  1 
Setzt  man  in  der  Gleichung  (1)  x=  f^,  so  wird: 

2 /e  -  <« .  «'^•^^^^-^  d<  «  r  (a) ; 

0 

also  für  a  =  ^: 


/• 


0 

Um  nun  dies  Integral  zu  finden,  multiplicire  man  es  mit  einem 

00 

ähnlichen    le-t^  dy.  so  erhält  man: 


Je-v*  dy. 


0 

00  00     00 


(  ß-^dty  ^fe-^  dtfe-^  dy  «= /" /e-(^H-y*)  dt .  dy. 

0  0  0  0    0 

Setzt  man  nun  hierin  y  s=  xt^  also  dy  =  t,  dx,  so  erhält  man; 


00  00  00 


(  fe-t^ dty  = /daj/e-(i+*^ «' .  tdt. 


oder  da 


00 


e-{i+x^fitdt=         ' 


2(l+iB^)' 

0 

so  wird: 

00  00 

TT 

0  0 

Brfinnow,  sphärische  Astronomie.    4.  Aufl. 


00  00 

(  je-^  dty  =  ij  g  =  I  (arc  tang  oo  —  arc  tang  0)  = 


34 

also 


/' 


yn 


ö 
Hieraus  folgt  also  r(|)  =  j/rr,  und  daher  aus  der  Gleichung  (2): 

Führt  man  in  der  Gleichung  (1)  eine  neue  Constante  ein  dar 
durch,  dafs  man  setzt:  x  =  ky^  wo  k  positiv  sein  soll,  damit  die 
Grenzen  nicht  geändert  werden,  so  erhält  man  noch: 


00 


mithin 


'r-*y  Ä;«-i  y«-i  kdy  =  r{a\ 

0 


00 


/• 


e-*yya-irfy^ZM.  (4) 


/• 


17.    Um  das  Integral     je-^dt   zu  finden,  wendet  man  ver- 

0 

schiedene  Methoden   an.     So   lange   der  Werth  T  klein  ist,   erhält 
man  leicht,  wenn  man  e^^  in  eine  Reihe  entwickelt: 

T 

c-'»d«  =  r-Ü--4-x^ L-Ü.4.  ....  (5) 

0 

00  00 

und  da  h'^dt^l^^  go  ergiebt  sich  daraus  auch  je-^dt 

0  T 

Diese  Reihe  mufs  irgend  einmal  convergiren,  da  die  Zähler  der 
Glieder  immer  nur  im  Verhältnifs  von  T^  zunehmen,  während  der 
Nenner  fortwährend  wächst;  indefs  ist  die  Convergenz  nur,  wenn 
T  klein  ist,  hinlänglich  schnell.  Ist  daher  T  grofs,  so  bedient  man 
sich  zur  Berechnung  der  Transcendente  einer  anderen  Reihe,  welche 
man  durch  theilweise  Integration  erhält  und  die  zwar  bis  ins  un- 
endliche fortgesetzt  divergirt,  aus  der  man  aber  doch  die  Werthe 
mit  beliebiger  Annäherung  erhalten  kann,  indem  dieselbe  die  Eigen- 
schaft hat,  dafs  wenn  man  bei  irgend  einem  Gliede  abbricht,  die 
folgenden  Glieder  zusammen  nicht  mehr  betragen  als  das  zuleitzt 
mitgenommene.    Es  ist  nämlich: 

J  J  dt  '  t 

oder,  wenn  man  theilweise  integrirt: 
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Auf  gleiche  Weise  erhält  man: 


-*>-'iJ-*/^^^^i.'-**-^ 


+*.»/.-^' 


*i'-''i-ii^"'' "  -  ■•'" 


dt         •  ^"^      *•*    ^ 


also  endlich: 

f-tf^*  «""'^Fi        1    _L  ^-3       1-3.5  . 

.1.3.5  ....(2n— l)-i      1.3.5 {^n-\-\)  f  _^ 

oder  nach  Einsetzung  der  Grenzen: 


/' 


fi.  ^* 


00 


Z"-««^/  — fZÜfi i  1-3        1.3.5  . 


00 


(6) 


.   1.3.5 (2n—  1)1       1.3.5 (2n+l)  f  _^    dt 

r 

>J)ie  Factoren  des  Zählers  wachsen  nun  immer,  sie  werden 
daher  auch  gröfser  als  2  T^  werden  und  von  hier  ab  wachsen  dann 
alle  Glieder  unaufhörlich,  da  das  im  Zähler  hinzukonmiende  mit 
jedem  Gliede  gröfser  wird  als  das  im  Nenner  hinzukommende. 
Betrachtet  man  nun  aber  den  Rest 

00 

1.3.5 (2n+l)  r_^    dt 

T 

SO  ist  leicht  zu  zeigen,  dafs  dieser  kleiner  ist  als  das  letzte  mitgenom- 
mene Glied.    Der  Werth  des  Integrals  ist  nämlich  kleiner  als: 

00 

dt 


f  dt 


T 

multiplicirt  mit  dem  gröfsten  Werthe  von  e"'*  zwischen  den  Gren- 
zen T  und  oo  d.  h.  c"^,  und  da  nun: 

00 

1 


fdt    ^ 


^2n4.2      2n-f- 1  r2«4-i  ' 

T 

so  wird  der  Rest  immer  kleiner  sein  als: 

1 .3.5...2W—  1 


2n-f  1  T^n-{-l 


e 


-r» 
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Dieser  Ausdruck  ist  aber  nichts  weiter  als  das  letzte  mitgenom- 
mene Glied  mit  entgegengesetztem  Zeichen.  Bleibt  man  also  z.  B. 
bei  einem  negativen  Gliede  stehen,  so  ist  der  Rest  positiv,  aber 
kleiner  als  das  letzte  mitgenommene  Glied,  um  also  möglichst 
genaue  Werthe  der  Transcendente  durch  die  Berechnung  der  Reihe 
zu  erhalten,  braucht  man  nur  bis  zu  einem  Gliede  fortzugehen,  wel- 
ches gerade  sehr  klein  ist  und  hat  dann  nur  einen  Fehler  zu  befurch- 
ten, welcher  kleiner  als  dies  letzte  sehr  kleine  Glied  ist. 

Die  zweite  Methode  der  Berechnung  besteht  darin,  dafs  man  die 
Transcendente,  wie  Laplace  zuerst  gezeigt  hat,  in  einen  Eettenbruch 
verwandelt. 


Man  setze: 


so  ist: 


00 

t 

^=2  te*'  /«-** dx  —  e'» e-< 
dt  j 


(«) 


=  2*17—1. 


0^) 


Der  nte  Differentialquotient  eines  Productes  xy  ist  aber: 
d*»  .ggy d*  *x  d^-^x  dy      n (n  —  1)  d^—^x  d^y 


also  ist  auch: 


<*"+^^=2*.^+2». 


1.2       d  t^^  *  dfi 

d^-^U 


eine  Gleichung,  welche  man  auch  auf  folgende  Weise  schreiben  kann, 

wenn  man  das  Product  1 .  2  .  3  . . . .  n  durch  n!  bezeichnet: 

(n+l)  d*+i .  U^        d»  U  d*»-i  U 

(n  +  l)/    d*«+i  n/de«"*"    («— l)/d^-i 

d»  U 
oder,  wenn  man  noch     ,  ,^  durch  Z7n  bezeichnet: 

(n  -f  1)  Un^i  =  2  «  ü;  +  2  ün-^l . 

Diese  Gleichung  gilt  von  n  =  1  an,  wo  dann  Do  die  Function  TJ 
selbst  ist.    Man  erhält  aus  derselben: 


_2%^^  =  2*-(n+l)^«+^ 


Vn 


also: 


-i 


ü 


Un 


2«  — (n+1) 


ün 


Un 


2t 

■ 

l-(n+l) 


1    ün+l 
2  t     Un 
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oder: 

1 

Un        ^  2^ 

Nas  war  aber  nach  Gleichung  {ß): 

also: 

1  2« 


(r) 


ü 


Aus  der  Gleichung  (t^)  folgt  aber: 

1 
1    tr,^         2t^ 

2t  U  o  1    ^> 

^""^2l"ür 

Subsütuirt  man  dies  in  die  vorige  Gleichung  und  setzt  die 
Entwickelung  fort,  so  erhält  man: 

«'-TT 


1  + 

l 

2«» 

1  +  2^^ 

1  +  3 

1 
2«« 

1  4- etc., 
also  auch,  wenn  man  —=^  =  q  setzt: 

2  Te^  /e-«'  dt  =  _J 

/  l±i 


I  +  2g  (7) 

l-f-32 


l-4-4g 


1  4-  etc. 


Nach  einer  der  drei  Formeln  (5),  (6)  oder  (7)  kann  man  dann 

T 


mmier 


den  Werth  des  Integrals    je-^  dt   oder   /«-«•(?<  berechnen. 

0  T 

Wegen  der  häufigen  Anwendung  dieser  Transcendente  hat  man  aber 
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auch  dieselbe  in  Tafeln  gebracht  und  man  findet  eine  solche  z.  B. 
in  Bessel's  Fundamenta  astronomiae  für  die  Transcendente 


00 


">- 


e^le-t^dt. 


aus  der  sich  dann  auch  die  andern  Formen  leicht  herleiten  lassen. 
Der  erste  Theil  der  dortigen  Tafel  hat  zum  Argumente  T  und  geht 
von  T=0  bis  T=  1  durch  alle  Hunderttheile.  Da  aber  die  Trans- 
cendente nach  Formel  (6)  desto  näher  ihrem  Argumente  umgekehrt 
proportional  ist,  je  gröfser  T  ist,  so  sind  far  gröfsere  Argumente 
als  T=  1  die  Briggischen  Logarithmen  von  T  als  Argumente  ge- 
wählt. Dieser  zweite  Theil  der  Tafel  erstreckt  sich  dann  von  Log. 
Brigg.  0.000  bis  Log.  Brigg.  1.000,  was  für  die  meisten  Anwen- 
dungen genügt.  Für  noch  gröfsere  Argumente  wird  übrigens  die 
Berechnung  der  Werthe  nach  Formel  (6)  sehr  leicht. 

18.  Das  Integral 

-rßx    .     ^ 
8in  c 

dx 


I- 


I^cos  C*  +  2  ar  sin  C^ 


0 


läfst  sich  auf  die  obige  Transcendente  zurückführen 
nämlich  statt  x  die  neue  Veränderliche  t  ein,  gegeb* 
Gleichung: 

icotgC«»H-a:  =  -^«% 


also 


ßr 


ax=  -z — <*  t, 


ßr 
so  geht  das  obige  Integral  über  in: 


00 


y^rß- 


^'dt, 


wenn  man  setzt: 


Wenn  femer 


T  =  cotang  C 


CO 

>V  fe-t^  dt  = 


ßr 


W{r\ 


so  wird: 


oo 


e— r|3a?sin^ 


,/ ö =dx-=-YJiw{r). 

VcosC'  +  2aJsinC^  ^  ßr      ^^ 


K^) 
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Ebenso  wird: 


// 


*      e-r^Bin^         ^    —  l/lZ 


dx=y^^W(r). 


^a  .  2aJsinC*  r       ^'  (9) 

cosC'H s — 

p 


DifFerenzirt  man  den  Ansdruck   e-^VcosC^H — ^^^^x   nacb   x 

'  ß 

und  integrirt  die  entstehende  Gleichung  nach  x  zwischen  den  Gren- 
zen 0  nnd  oo,  fto  findet  man  leicht: 

J  y  cos  C^  H z —  « 

0  p 

wo  T  =  cotang  Cy-^- 
Und  da  nach  Formel  (9) 


ii^ 


f       ^— *  sin  C 


0-  '  ™'  /J 

ist,  so  erhält  man  auch  noch: 


^2  ,  2  8inC^  »^ 

cos  C  H ^ —  a? 


/l/      .,  .   2  8inC^  »^    '^r  2/  (10) 

•/  r  cosC^H T — X 

0  yS 

Formeln,  von  denen  in  der  Folge  Gebrauch  gemacht  werden  wird. 


/).    Die  Methode  der  kleinsten  Quadrate. 

19.  In  der  Astronomie  bestimmt  man  fortwährend  Gröfsen 
durch  Beobachtungen.  Wenn  man  aber  eine  Erscheinung  wieder- 
holt beobachtet,  so  wird  man  aus  den  einzelnen  Beobachtungen  ver- 
schiedene Resultate  finden,  da  die  Unvollkommenheit  sowohl  der 
Instrumente,  die  man  zur  Beobachtung  anwendet,  als  auch  unserer 
Sinne,  nicht  minder  zufällige  äufsere  Ursachen  Fehler  in  den  Beob- 
achtungen erzeugen,  die  das  Resultat  entstellen.  Es  wird  daher 
wichtig  sein,  eine  Methode  zu  besitzen,  durch  welche  man  trotz  der 
Fehlerhaftigkeit  der  einzelnen  Beobachtungen  ein  Resultat  finden 
kann,  das  der  Wahrheit  wenigstens  so  nahe  als  möglich  kommt. 


40 

Die  Fehler,  welche  man  bei  einer  Beobachtung  begehen  kann, 
zerfallen  in  zwei  verschiedene  Glassen;  sie  sind  nämlich  entweder 
Gonstant  oder  zufällig.  Die  ersteren  sind  solche,  die  allen  Beob- 
achtungen gemeinschaftlich  sind  und  die  entweder  in  einer  besonderen 
Eigenschaft  des  angewandten  Instruments  oder  in  der  Individualität 
des  Beobachters,  die  denselben  Fehler  bei  jeder  Beobachtung  her- 
vorbringt, ihren  Grund  haben  kann.  Die  zufälligen  Fehler  hingegen 
sind  solche,  die  bei  den  einzelnen  Beobachtungen  verschieden  aus- 
fallen sowohl  ihrer  Gröfse  als  ihrem  Zeichen  nach  und  daher  von 
keiner  stets  in  demselben  Sinne  wirkenden  Ursache  erzeugt  werden. 
Diese  letzteren  Fehler  kann  man  durch  eine  möglichst  grofse  Ver- 
vielfältigung der  Beobachtungen  eliminiren,  da  man  erwarten  kann, 
dafs  unter  einer  sehr  grofsen  Anzahl  von  Beobachtungen  das  ein- 
zelne Resultat  ebenso  oft  zu  grofs  als  zu  klein  ist.  Das  Endresultat 
wird  aber  noch  mit  den  constanten  Fehlem,  wenn  solche  vorhanden 
sind,  behaftet  bleiben,  so  lange  z.  B.  derselbe  Beobachter  mit  einem 
und  demselben  Instrumente  beobachtet.  Um  diese  Fehler  zu  elimi- 
niren, mufs  man  daher  die  Methode  der  Beobachtung,  sowie  die 
Instrumente  und  Beobachter  möglichst  ändern,  sodafs  auch  diese 
Fehler,  wenn  man  die  nach  den  einzelnen  Methoden  gewonnenen 
Resultate  zusammenzieht,  gleich  zufälligen  werden  und  daher  im 
Endresultate  einander  zum  grofsen  Theile  aufheben.  Im  Folgenden 
sollen  daher  alle  Fehler  als  zufällige  angenommen  werden,  indem 
vorausgesetzt  wird,  dafs  die  Methoden  so  vervielfältigt  sind,  dafs 
diese  Voraussetzung  gerechtfertigt  ist;  solange  dies  aber  nicht  der 
Fall  ist,  müssen  auch  die  durch  die  folgenden  Methoden  erzielten 
Resultate  als  möglicherweise  noch  mit  constanten  Fehlem  behaftet 
angesehen  werden. 

Wenn  man  nun  eine  Gröfse  unmittelbar  durch  Messung  be- 
stimmt, so  ist  es  natürlich,  das  arithmetische  Mittel  aus  allen  Beob- 
achtungen als  den  der  Wahrheit  am  nächsten  kommenden  Werth 
zu  nehmen.  Oft  bestimmt  man  abev  nicht  eine  einzelne  Gröfse 
direct  durch  Beobachtungen,  sondern  man  findet  Werthe,  die  ge- 
wisse Relationen  zwischen  mehreren  Unbekannten  geben,  und  man 
kann  immer  annehmen,  dafs  diese  Relationen  zwischen  den  beob- 
achteten Grofsen  und  den  Unbekannten  die  Form  linearer  Gleichun- 
gen haben.  Denn  wenn  auch  in  der  Regel  die  Form  der  Function 
f(A  7)  ^  ^tc),  durch  die  die  Abhängigkeit  der  beobachteten  Werthe 
von  den  Unbekannten  $,  17,  C  etc.  ausgedrückt  wird,  eine  andere  als 
die  lineare  sein  wird,  so  kann  man  sich  immer  leicht  genäherte 
Werthe  der  Unbekannten  aus  den  Beobachtungen  verschaffen  und 
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wenn  man  diese  mit  f o»  17O)  Co  etc.  bezeichnet  nnd  annimmt,  dafs 
die  wahren  Werthe  der  unbekannten  fo-Hx,  170 -+-y?  C0-I-2?  etc. 
sind,  so  giebt  jede  Beobachtung  eine  Gleichung  von  der  folgenden 
Form: 

vorausgesetzt,  dafs  die  angenommenen  Werthe  so  genähert  sind,  datis 
man  die  höheren  Potenzen  von  x,y,2r. . .  vernachlässigen  kann.  Hier  ist 
f(ß^  7»  C. . .)  der  beobachtete  Werth,  /*(?©,  lyo,  Co)  der  mit  den  genäher- 
ten Werthen  berechnete,  also  wird  /*(f  01 70»  Co»  •  •  •)  —  /*(ft  7,  C  )  =  n 

eine  bekannte  Gröfse.  Bezeichnet  man  dann  -jz  mit  a,  -^  mit  6,  -^^ 

mit  c  etc.  und  giebt  man  denselben  Gröfsen  für  die  verschiedenen 
Beobachtungen  verschiedene  Accente,  so  geben  die  einzelnen  Beob- 
achtungen Gleichungen  von  der  folgenden  Form: 

0  =  n4-aa5H-5y  +  c«-t-..., 

0  =  n'+  a'«  -f-  ft'y  -h  c'0  -h  . . . , 

etc., 
wo  also  x,y^z,,,  unbekannte,  zu  bestimmende  Gröfsen  sind,  n  aber 
gleich  dem  berechneten  weniger  dem  beobachteten  Werthe  der  Func- 
tion dieser  unbekannten  ist.  Solcher  Gleichungen  wird  man  so  viele 
haben,  als  Beobachtungen  vorhanden  sind;  die  Anzahl  derselben  mufs 
man  möglichst  grofs  nehmen,  um  aus  allen  Werthe  von  x,  y,  2r . . . 
zu  erhalten,  die  von  den  Beobachtungsfehlem  möglichst  frei  sind 
und,  wie  man  sieht,  müssen  dieselben  auch  von  der  Art  sein,  dafs 
die  Coefflcienten  a,  b,  e  etc.  in  den  verschiedenen  Gleichungen  ver- 
schiedene Werthe  haben,  da  wenn  z.  B.  zwei  der  Coefficienten  in 
allen  Gleichungen  nahe  gleich  oder  einander  proportional  sein  soll- 
ten, die  beiden  zugehörigen  Unbekannten  sich  nicht  würden  trennen 
lassen. 

Um  nun  aus  einer  gröfsen  Anzahl  solcher  Gleichungen  die  best- 
möglichen Werthe  der  Unbekannten  zu  erhalten,  wandte  man  früher 
die  folgende  Methode  an.  Man  änderte  die  Zeichen  aller  Gleichungen 
so,  dafs  alle  Glieder,  die  x  enthalten,  dasselbe  Zeichen  haben.  Addirt 
man  dann  alle  Gleichungen,  so  erhält  man  eine  Gleichung,  in  der 
der  Factor  von  x  der  gröfstmögliche  ist.  Ebenso  kann  man  Glei- 
chungen finden,  in  denen  der  Coefficient  von  y  und  von  z  etc.  der 
gröfstmöglichste  ist  und  erhält  dann  auf  diese  Weise  so  viele  solcher 
Gleichungen  als  Unbekannte  vorhanden  sind  und  aus  deren  Auflösung 
Werthe  der  Unbekannten,  die  der  Wahrheit  schon  recht  nahe  kommen 
werden.  Diese  Methode  ist  aber  immer  etwas  willkürlich  und  es 
ist  daher  besser,  solche  Gleichungen  nach  der  Methode  der  kleinsten 
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Quadrate  zu  behandeln,  wodurch  man  zugleich  einen  BegriflF  von 
der  Genauigl^it  der  gefundenen  Werthe  erhält.  Wären  die  Beob- 
achtungen Yollkommen  richtig,  so  wurden  z.  B.  bei  drei  Unbekannten, 
auf  welche  Zahl  wir  uns  im  Folgenden  beschränken,  drei  solcher 
Gleichungen  hinreichen,  um  die  wahren  Werthe  derselben  zu  finden. 
Jeder  der  aus  den  Beobachtungen  gefundenen  "Werthe  n  wird  aber 
mit  einem  Fehler  behaftet  sein,  sodafs,  wenn  man  auch  wirklich  die 
wahren  Werthe  von  x,  y,  z  substituirte,  dennoch  im  Allgemeinen 
keine  der  Gleichungen  erfallt  werden  würde;  bezeichnet  man  den 
dann  übrig  bleibenden  Fehler  mit  A,  so  sollte  man  die  obigen  Glei- 
chungen eigentlich  so  schreiben: 

A'  =  n'+  ft'a?  +  Vy  +  c'ä?,       ^  ^ 
etc., 
und    die  Aufgabe  ist  nun  die,    aus  einer  grofsen  Anzahl  solcher 
Gleichungen   diejenigen  Werthe  x,  y  und  z  zu  finden,    die  unter 
allen  möglichen  Werthen  die  wahrscheinlichsten  sind. 

20.  Man  kann  sich  nun  die  Voraussetzung  erlauben,  dafs  kleine 
Fehler  wahrscheinlicher  sind  als  grofse,  dafs  also  Beobachtungen, 
die  der  Wahrheit  näher  kommen,  häufiger  sein  werden  als  andere, 
und  dafs  Abweichungen,  die  eine  gewisse  Grenze  überschreiten,  gar 
nicht  vorkommen  werden.  Es  wird  daher  ein  bestimmtes  Gesetz 
für  das  Vorkommen  eines  gewissen  Fehlers  stattfinden,  das  von  der 
Gröfse  desselben  abhängt.  Ist  die  Anzahl*  aller  Beobachtungen  m 
und  kommt  ein  Fehler  von  der  Gröfse  A  gesetzlich  p  mal  vor,  so 

ist  —  die  Wahrscheinlichkeit  des  Fehlers  A,  die  durch  <p  (A)  be- 
zeichnet werden  soll.  Dies  ip  (A)  wird  also  Null  sein,  wenn  A  eine 
gewisse  Grenze  überschreitet,  es  wird  femer  ein  Maximum  haben 
bei  A  7=  0  und  wird  auch  für  gleiche,  positive  oder  negative  Werthe 
von  A  gleich  sein.  Da^?  =^  wif>  (A),  so  kommen  also  unter  m  Beob- 
achtungen w^(A)  Fehler  von  der  Gröfse  A  vor,  ebenso  mf'CA') 
Fehler  von  der  Gröfse  A'  etc.;  da  aber  die  Summe  der  Anzahl 
aller  Fehler  gleich  der  Anzahl  der  Beobachtungen  ist,  so  wird 
man  haben: 

w^(A)  +  w^(A') -h  . . . .  =  w, 
oder 

i^f>(A)=l. 
Die  Summe,  welche  die  aller  Fehler  ist,  mufs  zwischen  gewissen 
Grenzen  —  ä  und-HÄ:  genommen  wei'den,    da  aber  nach  der  Vor- 
aussetzung für  Fehler  über  diese  Grenze  hinaus  f>  (A)  =  0  ist,  so 
kann  es  keinen  Unterschied  machen,  wenn  man  statt  der 'Grenzen 


I 
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—  Ä  und  -4-  k  die  Grenzen  —  oo  und  -h  <»  nimmt.  Da  aber  alle  A 
zwischen  den  Grenzen  möglicli  sind,  indem  keine  Gr^fse  zwischen 
den  Grenzen  —  k  und  -+-  k  angegeben  werden  kann,  die  nicht  ein 
möglicher  Fehler  ist,  da  also  die  Anzahl  der  Fehler,  mithin  auch 
die  Anzahl  der  ?>  (A)  unendlich  groJfe  ist,  so  mufs  wegen  der  obigen 
Gleichung  jedes  9?  (A)  eine  unendlich  kleine  Gröfse  sein.  Die  Wahr- 
scheinlichkeit, dafs  ein  Fehler  zwischen  zwei  Grenzen  liegt,  wird 
nun  gleich  der  Summe  aller  der  zwischen  diesen  Grenzen  gelegenen 
Werthe  Von  ^'(A);  sind  diese  Grenzen  unendlich  nahe,  so  kann 
man  f^(A)  innerhalb  derselben  constant  annehmen  und  die  Summe 
gleich  f>  (A)  .  ^  A  setzen  und  dies  drückt  daher  die  Wahrscheinlich- 
keit aus,  dafs  ein  Fehler  zwischen  den  Grenzen  A  und  A4-<^A 
liegt.  Die  Wahrscheinlichkeit,  dafs  ein  Fehler  zwischen  den  Grenzen 
a  und  h  liegt,  ist  daher  durch  das  bestimmte  Integral 


j 


^(A).dA 


ausgedrückt  und  man  hat  auch  nach  dem  Vorigen: 


/ 


^(A)  •  ^A  =  1. 


— 00 


Nach  den  Principien  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  ist,  wenn 
9  (A),  9  CA')?  ®tc.  die  Wahrscheinlichkeit  der  Fehler  A,  A'  etc.  ist,  die 
Wahrscheinlichkeit  des  Zusammentreffens  aller  dieser  Fehler  gleich 
dem  Product  der  Wahrscheinlichkeiten  der  einzelnen  Fehler.  Be- 
zeichnet also  W  die  Wahrscheinlichkeit,  dafs  unter  einer  Anzahl 
von  Beobachtungen  die  Fehler  der  Reihe  nach  A,  A',  A",  etc.  vor- 
kommen, so  hat  man: 

Tr=9,(A).f>(A').?'(A")....  (2) 

Bleiben  also  in  den  Gleichungen  (1)  für  gewisse  angenommene 

Werthe  von  x,  y,  z  die  Fehler  A?  A',  A"  etc.  übrig,  so  ist  TT  die  Wahr- 
scheinlichkeit, dafs  gerade  diese  Fehler  gemacht  sind  und  wird  also 
auch  ein  Maafs  abgeben  für  die  Wahrscheinlichkeit  dieses  Systems 
von  Werthen  von  x,  y,  z.  Jedes  andere  System  von  Werthen  von  x,  y,  z 
wird  auch  ein  andres  System  von  übrig  bleibenden  Fehlern  geben 
und  die  annehmbarsten  Werthe  für  x,  y,  z  werden  offenbar  diejenigen 
sein,  welche  die  Wahrscheinlichkeit,  dafs  grade  die  übrig  bleibenden 
Fehler  begangen  sind,  zu  einem  Maximum  machen,  für  welche  also 
die  Function  W  selbst  ein  Maximum  ist.  Für  die  Bestimmung  dieses 
Maximums  wird  es  aber  nöthig  sein,  die  Form  der  Function  f>(A) 
zu  bestimmen. 
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In  dem  Falle  nun,  dafs  man  nur  eine  Unbekannte  und  dafür 
aus  den  Beol)jtclitungen  die  m  Werthe  n,  vi  n"  etc.  gefimden  hat,  nimmt 
man  für  den  wahrscheinlichsten  Werth  von  x  immer  das  Mittel  aus 
allen  Beobachtungen;  man  hat  daher: 

fl  -|- 11  -4~-H    -f-  . . . . 
m 

oder 

n  —  05  4- n'  —  a5-+-n"  —  «....  =  0,  (a) 

wo  nun  n — 5C,  nl—x  etc.  den  Fehlem  A  entsprechen,  sodafs  w  —  x  =  A» 
n'  —  «  =  A',  etc.  Da  aber  TT  für  den  wahrscheinlichsten  "Werth  vona: 
ein  Gröfstes  ist,  so  erhält  man,  wenn  man  die  Gleichung  (2)  loga- 
rithmisch differenzirt: 

<g.Iog|g(A)   <?A  ^  (i.logy>(AO   ^^ ^q 

dA        '  dx  dA'        *  da?      ' 

und  da  in  diesem  Falle  ir-  =  :r-=  etc.  =  — 1  ist,  so  wird: 

dx      dx  ' 

d.logf>(n  — a?)  ^  d.logy>(n'  — a?)  ^     ^^ 

d  (n  —  rc)  d  (w'  —  a?) 

oder 

^  ^  (n-'X)d,{n  —  x)     ^  \n'—x)d.{n'—x) 

Wenn  aber  das  arithmetische  Mittel  der  wahrscheinlichste  Werth 
ist,  wie  angenommen  ist,  so  müssen  die  Gleichungen  (a)  und  (b) 
denselben  Werth  für  x  geben,  es  mufs  daher: 

1        d  Aog^(n  —  x) 1        d.logy  (n^  —  x) , 

n  —  x'       d(n  —  x)  n'  —  x  '      d(^n'  —  x) 

sein,  wo  k  eine  Constante  bezeichnet.  Man  erhält  somit  für  die 
Bestimmung  der  Function  ?>(A)  die  Gleichung: 

d.logy(A)_T. 

A.dA     "*' 
also 

log^(A)  =  iÄA'  +  logO 

und 

^(A)=C.e^*A^ 
Ueber    das  Zeichen  von  k  kann  man  aus  der  Erfahrung  ent- 
scheiden, denn  da  f?  (A)  abnimmt,  wenn  A  wächst,  so  mufs  k  negativ 
sein;  man  kann  daher  ^k=^  —  h'^  setzen,  wodurch  f>(A)  =  Ce— **A' 
wirdt    Um  G  zu  bestimmen,  bedient  man  sich  der  Gleichung: 

-|-Q0  -{-00 


/^(A).dA=C^ 

— 00  — 00 


e  dA=l, 
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+00  -foD 


und  d^Je-'^dx^Vn,  so  wird  fe^^^^^  d ^  ^  ^-^,  daher  ^ 


—  OD  —  OD 


oder  C=  — ,  und  endlich: 

^(A)=^-*'A'.  (3) 

Die  Constante  h  bleibt  dieselbe  for  ein  System  von  Beobachtungen, 
deren  Güte  dieselbe  ist,  oder  für  welches  die  Wahrscheinlichkeit 
eines  gewissen  Fehlers  A  dieselbe  ist.  Für  dies  System  ist  die 
Wahrscheinlichkeit,  dafs  ein  Fehler  zwischen  den  Grenzen  —  d  und 
H-<>  liegt,  gleich: 

Ist  nun  in  einem  andern  System  von  Beobachtungen  die  Wahr- 
scheinlichkeit eines  Fehlers  A  durch  -r-  c""^'*'^  ausgedrückt,  so  ist 

for  dies  System  die  Wahrscheinlichkeit,  dafs  ein  Fehler  zwischen 
den  Grenzen  —  <t'  und  ■+-  d*  liegt,  gleich: 

^fe-^'^'^^d^^-^fe-^dx. 

Beide  Integrale  werden  aber  einander  gleich,  wenn  ä<J  =  Ä'<>'  ist;  ist 
daher  h=2h\  so  ist  klar,  dafs  in  dem  zweiten  System  ein  doppelt 
so  grofser  Fehler  ebenso  wahrscheinlich  ist,  als  ein  einfacher  in  dem 
ersten.  Das  erste  System  wird  also  von  einer  doppelt  so  grofsen 
Genauigkeit  als  das  zweite  und  die  Constante  h  kann  daher  als  das 
Maafs  der  Genauigkeit  der  Beobachtungen  angesehen  werden. 
21.  Statt  des  Maalses  der  Genauigkeit  der  Beobachtungen  führt 
man  gewöhnlich  einen  neuen  Begriff  ein,  den  des  wahrscheinlichen 
Fehlers.  In  einer  Reihe  von  Fehlem,  die  ihrer  absoluten  Gröfse 
nach  geordnet  sind  und  wo  jeder  so  oft  hingeschrieben  ist,  als  er 
wirklich  vorkommt,  nennt  man  denjenigen,  welcher  genau  in  der 
Mitte  steht,  den  wahrscheinlichen  Fehler.  Bezeichnet  man 
denselben  mit  r,  so  mufs  die  Wahrscheinlichkeit,  dafs  ein  Fehler 
zwischen  den  Grenzen  —  r  und  -h  r  liegt,  gleich  i  sein,  man  hat 
daher  die  Gleichung: 


V 
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oder  wenn  man  setzt  AA  =  ^9 

hr  hr 

— —  /  e      d*  =  i,  mithin  /  e      dt  =  -^. 

0  0 

Dies    Integral    hat   aber    den    Werth    ~-  =  0.44311 ,    wenn 

Ar  =  0.47694  ist*). 

Es  ist  mithin  der  wahrscheinliche  Fehler 

0.47694 
r  = ; . 


Das  Integral  —  je     dt  wird  dann  die  Wahrscheinlichkeit  ei 

0 
Fehlers  geben,  der  kleiner  als  das  n  fache  des  wahrscheinlichen  ist 
nnd  berechnet  man  den  "Werth  des  Integrals  z.  B.  für  n  =  %,  nimmt 
also  nhr  =  0.23847,  so  findet  man  für  die  Wahrscheinlichkeit  eines 
Fehlers,  der  kleiner  ist  als  der  halbe  wahrscheinliche  Fehler,  0.264^ 
d.  h.  nnter  1000  Beobachtungen  sollen  gesetzlich  264  Fehler  vor- 
kommen, die  kleiner  sind  als  der  halbe  wahrscheinliche  Fehler. 
Ebenso  findet  man,  wenn  man  n  nach  einander  gleich  f,  2,  ^, 
3)  h  4,  1^,  5  setzt,  dafs  nnter  1000  Beobachtungen  gesetzlich 
s  688  Yorkommen,  wo  der  Fehler  <  |  r  ist, 

823:         «     .       «     „        „       <  2  r    „ 

908  »  »»        »       ^-J-**» 

956  „  „„        „<3r^ 

982  „  »»        »<!♦•» 

993  „  „      ,        „       <  4  r    „ 

999  „  »»         »       "^^ör» 

und  wenn  man  hiermit  eine  grofse  Reihe  von  Beobachtnngsfehlem, 
die  wirklich  begangen  sind,  vergleicht,  so  kann  man  sich  über- 
zeugen, dafs  das  wirkliche  Vorkommen  der  Fehler  einer  gewissen 
Gröfse  nahe  mit  dem  hier  aus  der  Theorie  gefundenen  überein- 
kommt. 

Zu  dem  Werthe  des  wahrscheinlichen  Fehlers  einer  gewissen 
Beobachtungsreihe  kann  man  noch  auf  eine  andere  Weise  gelangen. 
Gesetzt,  man  hätte  eine  Reihe  von  m  wirklichen  Beobachtungs- 
fehlem A,  A',  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit  des  Zusammentreffens 
von  diesen: 

W=  -^-ÄÄ[AA+A'A'4-  A"A"4- . . . .] 


TT 


V,tn' 


*)  Siehe  über  die  Berechnung  dieses  Integrals  No.  17  der  Einleitimg. 
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und  nimmt  man  an,  dafs  die  Fehler  wirklich  stattgefonden  haben^ 
also  auch  nicht  weiter  geändert  werden  können,  so  wird  das  Maxi- 
mmn  von  W  allein  von  Ä  abhängen  nnd  deijenige  Werth  von  h 
wird  daher  der  wahrscheinlichste  sein,  der  diesen  Beobachtungen 
2ukommt,  für  welchen  das  Maximum  stattfindet.  Bezeichnet  man 
nun  der  Kürze  wegen  die  Summe  der  Quadrate  aller  Fehler  Ai  A'? 
«tc.  mit  [AA])  sodafs  also  wird: 

Tr=4:Le-AÄ[AA], 
SO  erhält  man  leicht  als  die  Bedingung  des  Maximums: 

oder 

0  =  m  — 2Ä'»[AA], 
woraus  folgt:  

1  ^|/[ÄA] 
Äy2  '  m  ' 
Diese  Quadratwurzel  aus  der  Summe  der  Quadrate  wahrer 
Beobachtungsfehler,  getheilt  durch  die  Anzahl  der  Beobachtungen, 
nennt  man  den  mittleren  Fehler  dieser  Beobachtungen.  Es  ist 
der  Fehler,  welcher,  wenn  derselbe  bei  allen  Beobachtungen  be- 
gangen wäre,  dieselbe  Summe  der  Fehlerquadrate  gegeben  hätte, 
als  die  wirklich  stattfindende.  Bezeichnet  man  denselben  mit  e, 
sodafs  also 


'=t 


[AA] 


m 
so  hat  man: 

1    ^ 

und 

r  =  0.674489  e. 

22.  Hiemach  kann  nun  die  eigentliche  Aufgabe  gelöst  werden: 
Aus  einem  System  von  Gleichungen  (1),  wie  die  einzelnen  Beob- 
achtungen ergeben,  die  wahrscheinlichsten  Werthe  der  Unbekannten 
a?,  y,  z  zu  finden,  zugleich  auch  deren  wahrscheinlichen  Fehler,  so- 
wie den  wahrscheinlichen  Fehler  der  einzelnen  Beobachtungen. 

Substituirt  man  in  dem  Ausdrucke  (2)  für  die  Function  TT, 
welche  die  "Wahrscheinlichkeit  des  Zusammentreffens  der  Fehler  A? 
A',  A"  etc.  giebt,  für  f>  (A)?  9>  (A')  etc.,  deren  Ausdrücke  nach 
Gleichung  (3),  so  erhält  man:  "* 

W=  ^^  «-Ä«  [A'+  A'^+  A"'  4- . . .] 
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wenn  alle  Beobachtungen  von  gleicher  Güte  vorausgesetzt  werden. 
Hier  sind  A?  A'»  A"?  etc.  nicht  reine  Beobachtungsfehler,  sondern 
hängen  noch  von  den  Werthen  x^  y^  z  ab.  Da  nun  aber^fur  die 
wahrscheinlichsten  Werthe  von  a?,  y,  z  die  Wahrscheinlichkeit  des 
Zusammentreffens  der  dann  übrig  bleibenden  Fehler  möglichst  grofs 
werden  mufs,  indem  diese  dann  den  wirklichen  Beobachtungsfehlem, 
die  man  unter  einer  bestimmten  Anzahl  von  Beobachtungen  erwarte^n 
mujDs,  möglichst  gleich  werden,  so  sieht  man,  daTs  die  Werthe  der 
Unbekannten  so  bestimmt  werden  müssen,  dafs 

A'  -h  A'*  -h  A"^  4- . . .  =  Minimum 
wird,  d.  h.  dafs  die  Summe  der  Quadrate  der  dann  in  den  Glei- 
chungen (1)  übrig  bleibenden  Fehler  ein  Minimum  wird.  Man 
nennt  daher  diese  Methode,  die  wahrscheinlichsten  Werthe  der 
Unbekannten  aus  solchen  Gleichungen  zu  finden,  die  Methode  der 
kleinsten  Quadrate. 

Nimmt  man  nun  zuerst  den  einfachsten  Fall  an,  dafs  die  Werthe 
einer  Unbdcannten  durch  directe  Beobachtungen  gegeben  sind,  so 
ist  nach  der  Annahme  dann  das  arithmetische  Mittel  aus  allen 
Beobachtungen  der  wahrscheinlichste  Werth,  wie  dies  auch  wieder 
aus  der  obigen  Bedingung  des  Minimums  folgt.  Für  irgend  welchen 
Werth  von  x  sind  nämlich  die  übrig  bleibenden  Fehler: 
^r=a;  — n,  ^'  =  xf  —  n\  A"==a»"  — n",  etc. 

Man  erhält  daher  für  die  Summe  der  Quadrate  der  übrig  blei- 
benden Fehler,  wenn  man 

die  Summe  n  -hn'   -h  w"    -h  . . .  durch  [n] 
ebenso  die  Summe  n^  -i-  n'^  -f-  n"^  -h  . . .  durch  [nn] 
bezeichnet,  und  die  Anzahl  der  Beobach1;ungen  m  ist: 

Six  —  n)^  =  wo?»—  2  X  [n]  +  [nn] 

m  \        mj 

Da  beide  Glieder  auf  der  rechten  Seite  positiv  sind,  so  wird 
die  Summe  der  Fehlerquadrate  ein  Minimum  werden,  wenn 

[n] 
m  ' 
und  die  Summe  der  Quadrate  der   in  dem  Falle  übrig  bleibenden 
Fehler  wird: 

[nn]—  —  =  [nml. 

Um  nun  den  wahrscheinlichen  Fehler  dieses  Resultats  für  o;  zu 
finden,  wenn  der  wahrscheinliche  Fehler  einer  einzelnen  Beobachtung 
bekannt  ist,  bedarf  man  noch  eines  Satzes,  der  des  Folgenden  wegen 
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in  etwas  allgemeinerer  Form  gegeben  werden  soll,  nämlich  des 
Ausdrucks  für  den  wahrscheinlichen  Fehler  einer  linearen  Function 
von  mehreren  Gröfsen  x,  x\  etc.,  wenn  die  wahrscheinlichen  Fehler 
der  einzelnen  Gröfsen  x,  x\  etc.  gegeben  sind. 

Ist  r  der  wahrscheinliche  Fehler  von  x  und  hat  man  die  ein- 
fache  Function  von  x 

so  ist  klar,   dafs  ar  der  wahrscheiiüiche  Fehler  von  X  ist.    Denn 

wenn  aco  der  wahrscheinlichste  Werth  von  x  ist,  so  ist  auch  axo 

der  wahrscheinlichste  Werth  von  X,  und  die  Zahl  der  Fälle,   in 

denen  x  zvirischen  den  Grenzen  rro  —  r  und  asö-f-r  liegt,  ist  gleich 

der   Anzahl    der    Fälle,    in    denen    X    zwischen    aoc^  —  ar    und 

«aßo-hör  liegt. 

Es  sei  nun  X  eine  lineare  Function  zweier  Veränderlichen: 

X^x  +  x' 

nnd  es  seien  a  und  a!  die  wahrscheinlichsten  Werthe,  r  und  r'  die 

wahrscheinlichen  Fehler  von  x  und  x\    Da  dann  für  die  Fehler 

c  c 

von  X  und  x'  beziehlich  h  =  — und  V  =  — 7  genommen  werden  mufs, 

wo  c  =  0.47694,  so  ist 

die  Wahrscheinlichkeit  irgend  welchen  Werthes  von  x: 

e  9 


und  die  Wahrscheinlichkeit  irgend  welchen  Werthes  von  a': 


c« 


ndthüi  die  Wahrscheinlichkeit  des  Zusammentrejffens  zweier  belie- 
bigen Werthe  von  x  und  x'\ 

— T"^ 

rr  n 
und  man  erhält  somit  die  Wahrscheinlichkeit  des  Zusammentreffens 
zweier  Werthe  von  x  und  x\  die  der  Gleichung  «  4-  ac'  =  Z  Genüge 
thun,    wenn  man  in  obigem  Ausdrucke  X — x  für  aj'  setzt,   oder 
wenn  man  diese  Wahrscheinlichkeit  mit  W  bezeichnet: 

Macht  man  nun  die  Summation  von  allen  Fällen,   in  denen  sich 
ein  X  mit  einem  aj'  zu  X  verbinden  kann,   wo  man   also  dem  x 

Brönnow,   sphärische  Astronomie.    4.  Aufl.  4 
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alle  Werthe  zwischen  den  Grenzen  —  oo  und  H-  oo  geben  mnlB, 
oder  nimmt  man  das  Integral  von  W  nach  x  zwischen  diesen 
Grenzen,  so  wird  man  alle  Fälle  umfafst  haben,  in  denen  X  er- 
halten werden  kann,  also  die  Wahrscheinlichkeit  von  X  bestimmt 
haben. 

Ninmit  man  nun  alle  Glieder  zusammen,  die  x  enthalten  und 
giebt  diesen  eine  quadratische  Form,  so  kann  man  leicht  das  Integral 
von  W  unter  die  folgende  Form  bringen: 

rr'nj 

—  00 

C«  00 


e    ^  ^^  X  — 


0 


-  /  c   "'du, 


wenn  man  setzt: 


oder  da 


oo 


-«*'(««= 


yn 


"2' 

0 

so  erhält  man  für  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Werthes  von  X: 


c« 


e 


-päipilC^-«'-«)'' 


Dieser  Ausdruck  wird  aber  ein  Maximum,  wenn  -X'=a-f-a',  der 
wahrscheinlichste  Werth  von  X  ist  also  gleich  der  Summe  der  wahr- 
scheinlichsten Werthe  von  x  und  o?',  und  da  das  Mäafs  der  6e- 

c 
nauigkeit  für  diese  Bestimmung  ^  ^       ^^  wird,  so  ist  also  Yr^-\-r^^ 

der  wahrscheinliche  Fehler  von  X. 

Hieraus  folgt  ferner  in  Verbindung  mit  dem  vorher  gefundenen 
Satze,  dafs  wenn 

X  =  aX'ha'x' 


ist,  der  wahrscheinliche  Fehler  von  X  gleich  yö^r^-f-c^V^  ^^^d. 

Diesen  Satz  kann  man  nun  leicht  auf  eine  beliebige  Anzahl 
von  Gliedern  ausdehnen,  da  man  bei  drei  Gliedern  zuerst  zwei 
zusammen  nehmen  und  dann  mit  dem  dritten  verbinden  kann  und 
so  fort.    Hat  man  daher  irgend  eine  lineare  Function 

X  =  aaj  +  a'x'  4-  a'^aj"  -f- , 
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und  sind  r,  r\  r\  etc.  die  wahrscheinlichen  Fehler  beziehlich  von 
ac,  x\  x",  etc.,  so  wird  der  wahrscheinliche  Fehler  von  X  gleich: 

VaV^  -4-  a'  V  «  4-  a"  «r"»  4- . . . . 

Hiernach  findet  man  nun  sogleich  den  wahrscheinlichen  Fehler  des 
arithmetischen  Mittels  ans  m  Beobachtungen,  deren  wahrschein- 
licher Fehler  r  ist;  denn  da 

n  +  n' +  n" -♦- n'" -f- 


05  = 


m 


so  wird  der  wahrscheinliche  Fehler  gleich  Vm .  -^  oder  -^. 

im^  Vm 

Es  verhält   sich  daher   der  wahrscheinliche  Fehler  des  arith- 
metischen Mittels  aus  m  Beobachtungen  zum  wahrscheinlichen  Fehler 

einer  einzelnen  Beobachtung  wie  -7= :  1 ,   oder   das  Maafs   der  6e- 

ym 

nauigkeit  desselben  zum  Maafs  der  Genauigkeit  einer  einzelnen 
Beobachtung  wie  h}/mxh.  Oft  drückt  man  auch  die  relative  Ge- 
nauigkeit zweier  Gröfsen  durch  ihre  Gewichte  aus.  Man  versteht 
unter  Gewicht  einer  Gröfse  die  Anzahl  von  gleich  guten  Beob- 
achtungen, die  erforderlich  sein  würde,  um  aus  ihrem  arithmetischen 
Mittel  eine  Bestimmung  von  gleicher  Genauigkeit  zu  erhalten,  wie 
die  des  gegebenen  "Werthes  ist.  Ist  also  das  Gewicht  der  einzelnen 
Beobachtungen  1,  so  wird  das  arithmetische  Mittel  aus  m  Beobach- 
tungen das  Gewicht  m  haben.  Die  Gewichte  zweier  Gröfsen  ver- 
halten sich  daher  direct  wie  die  Quadrate  der  beiderseitigen  Maafse 
der  Genauigkeit  und  umgekehrt  wie  die  Quadrate  der  wahrschein- 
lichen Fehler*). 

Es  ist  nun  noch  übrig,  den  wahrscheinlichen  Fehler  r  einer 
einzelnen  Beobachtung  zu  bestimmen.  "Wären  die  in  den  Glei- 
chungen X  —  >^  =  A  nach  Einsetzung  des  wahrscheinlichen  Werthes 
von  X  übrig  bleibenden  Fehler  die  wirklichen  Beobachtungsfehler, 
so  würde  die  Summe  der  Quadrate  derselben  getheilt  durch  m  das 
Quadrat  des  mittleren  Fehler  einer  Beobachtung  geben  nach  No.  21, 

oder  dieser  Fehler  würde  gleich  l/l?^^  sein.     Da   aber   das   arith- 

m 

metische  Mittel  aus  den  §«nachten  Beobachtungen  nicht  der  wahre 

Werth  der  Unbekannten  ist,    sondern  nur  der  nach  diesen  ßeob- 


*)  Haben  daher  zwei  Gröfsen  die  Gewichte  2>  =  — g  und  p'  =  -73,  so  wird 

1  pp' 

das  Gewicht  der  Summe  =—  — 


4* 
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achtungen  wahrscheinlicliste,  auTser  im  Falle,  dafs  die  Anzahl  der 
Beobachtungen  unendlich  grofs  ist,  so  werden  auch  die  übrigblei- 
benden Fehler  nicht  die  wahren  Beobachtungsfehler,  sondern  mehr 
oder  weniger  davon  verschieden  sein.  Es  sei  nun  xq  der  wahr- 
scheinlichste "Werth  von  o?,  der  durch  das  arithmetische  Mittel  ge- 
funden ist,  während  der  wahre  .Werth  ätq  -4-  f  ist.  Dadurch  dafs 
man  diesen  Werth  in  die  Bedingungsgleichungen  substituirt,  erhält 
man  als  Fehler  der  Beobachtungen  xo  —  *^,  xo  —  n\  etc.,  die  mit 
A,  A'?  etc.  bezeichnet  werden  sollen,  während  die  Substitution  des 
wahren  Werthes  die  Fehler  xq-^  S—n^  ^  etc.  gegeben  haben 
würde.    Dann  hat  man  die  Gleichungen: 

A' 4- ?=(?', 
etc., 
und  wenn  man  auf  beiden  Seiten  die  Summe  der  Quadrate  nimmt 
und  bedenkt,    dafs  die   Summe  aller  A  gleich  Null  sein  mufs,    so 
erhält   man   nach   der  vorher   gebrauchten  Bezeichnungsweise  der 
Summen : 

[AA]  +  wf«  =  [(r^], 

woraus  man  sieht,  dafs  die  durch  das  arithmetische  Mittel  gefundene 
Summe  der  Fehlerquadrate  immer  zu  klein  ist. 

Da  [dd']z=nie^  ist,  wo  e  der  mittlere  Fehler  einer  Beobach- 
tung ist,  und  [AA]  =  [wwi],  so  läfst  sich  die  Gleichung  auch  so 
schreiben: 

[nm]  +  w^  =  we^. 

Obwohl  man  nun  aus  dieser  Gleichung  den  Werth  von  e  nicht 
berechnen  kann,  da  f  unbekannt  ist,  so  wird  man  sich  doch  der 
Wahrheit  so  viel  als  möglich  nähern,  wenn  man  für  f  den  mitt- 
leren Fehler  von  xo  substituirt,  und  da  dieser  nach  dem  Vorigen 

gleich  — —  ist,  so  erhält  man  nach  Einsetzung  dieses  Werthes 


^  l/Cnnt] 


m — 1 

für  den  mittleren  Fehler    einer  Beobachtung,    und   für  den  wahr- 
scheinlichen Fehler 


r/^nÖ^ 


r  =  0.674489  , 

m — l 

Ferner  erhält  man  für  den  mittleren  Fehler  des  arithmetischen 

Mittels : 


^  '      ym  '  m—1 
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und  f&r  den  wahrscheinlichen  Fehler: 

ym        ffi — 1  , 

Beispiel.  Bei  der  tel^;raphischen  Bestinunnng  des  Längen- 
unterscliiedes  zwischen  der  Sternwarte  zu  Ann  Arbor  und  der  See- 
Yermessungsstation  zu  Detroit  wurden  am  21.  Mai  1861  aus  31 
Terschiedenen,  an  beiden  Orten  beobachteten  Sternen  die  folgenden 
Längenunterschiede  erhalten: 


Längen- 
Unterschied. 

Abw. 
vom  Mittel. 

Ti&ngen- 
unterschied. 

Abw. 
vom  Mittel. 

Stern  1 

2m  438 

.  60 

—  0.12 

Stern  16 

2°»  43»  .  50 

—  0.02 

2 

43 

.  49 

—  O.Ol 

17 

43    .  44 

+  0.04 

3 

43 

.  63 

—  0.15 

18 

43    .  37 

+  0.11 

4 

43 

.  52 

—  0.04 

19 

43   .  32 

+  0.16 

5 

43 

.  31 

-+-0.17 

20 

43   .  12 

+  0.36 

6 

43 

.  67 

—  0.19 

21 

43   .  30 

+  0.18 

7 

43 

.  98 

—  0.50 

22 

43    .  72 

—  0.24 

8 

43 

.  63 

—  0.15 

23 

43    .  25 

+  0.23 

9 

43 

.  83 

—  0.35 

24 

43   .  13 

+  0.35 

10 

43 

.  79 

—  0.31 

25 

43   .  27 

+  0.21 

11 

43 

.  54 

—  0.06 

26 

43    .  34 

+  0.14 

12 

43 

.  18 

-h0.30 

27 

43   .  15 

+  0.33 

13 

43 

.  45 

-h0.03 

28 

43    .  86 

—  0.38 

14 

43 

.  68 

—  0.20 

29 

43   .  29 

+  0.19 

15 

43 

.  32 

+  0.16 

30 
31 

43    .  40 
43   .  95 

+  0.08 
—  0.47 

Mittel  2™  43»  .  48. 

Man  findet  hier  für  die  Summe  der  Quadrate  der  übrig  blei- 
benden Fehler  [nni]  =  1 .  77,  und  da  m,  die  Anzahl  aller  Beobach- 
tungen, 31  ist,  so  wird: 

der  wahrscheinliche  Fehler  einer  einzelnen  Beobachtung 

±  0»  .  164 
also  der  wahrscheinliche  Fehler  des  Mittels  aus  allen 

±  0«  .  029. 
Obwohl  man  nicht  annehmen  kann,  dafs  bei  so  wenigen  Beob- 
achtungen das  Vorkommen  der  Fehler  dem  in  No.  21  gegebenen 
Gesetze  genau  entspricht,  so  kann  man  sich  doch  überzeugen,  dafs 
dies  annähernd  der  Fall  ist.  Nach  der  Theorie  sollte  nämlich  für 
31  Beobachtungen  die  Anzahl  der  Fehler,  die 

kleiner  als  ^r,  r,  fr,  2r,  fr,  3r  sind, 
gleich   8,  15,  21,  25,  28,  30  sein, 
während  diese  Anzahl  nach  dem  obigen  Tableau 

6,  12,  22,  24,  29,  30  ist. 
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Der  Fehler,  welcher  genau  in  der  Mitte  liegt,  also  gleich  dem 
wahrscheinlichsten  sein  sollte,  ist  0 .  18. 

23.  In  de^i  allgemeinen  Falle,  wo  in  den  durch  die  einzelnen 
Beobachtungen  gegebenen  Bedingungsgleichungen  (1)  mehrere  Un- 
bekannte enthalten  sind,  deren  Zahl  hier  gleich  drei  angenommen 
werden  soll,  sind  die  wahrscheinlichsten  Werthe  wieder  diejenigen, 
for  welche  die  Summe  der  Quadrate  der  übrig  bleibenden  Fehler 
ein  Minimum  ist.  Da  nun  diese  Quadratsumme  ein  Minimum  in 
Bezug  auf  x  sowohl  als  auch  y  und  z  sein  muTs,  so  giebt  diese 
Bedingung  so  viele  Gleichungen  als  Unbekannte  vorhanden  sind, 
und  die  letzteren  lassen  sich  daher  bestimmen. 

Für  die  Gleichung  des  Minimums  in  Bezug  auf  x  erhält  man: 

'^dx^^  dx^'^    dx  ^ "' 

oder  da  nach  den  Gleichungen  (1)  -j—  =  a,  5—  =  «',  etc.  ist,  so  wird: 

Aa  +  A'a'  +  A"a"  + . . .  =  0. 
Substituirt  man  hier  für  A,  A',  etc.  die  Ausdrücke  aus  (1)  und 
bezeichnet  wieder  die  Summe  aller  Gröfsen 

aa  -+-  a'a'  4-  a^^ a**  -+-...  mit  [ad\^ 
ebenso  a&  4-  a'&'  H-  a"y  +  . . .  mit  [ah]  und  so  fort, 

so  erhält  man  die  Gleichung: 

\aa'\ai  +  \ah'\y  +  [ac\ß  -+-  [an\  =  0;  {A) 

ebenso 

[ahlx  +  Ihbly  4-  [&c]ä  +  [hn\  =  0  {B) 

und 

[ac]iC-f-[&c]y-+- [cc]«-h[cn]  =  0  (O) 

aus  den  beiden  Gleichungen  für  das  Minimum  in  Bezug  auf  y  und  z. 
Aus  diesen  drei  Gleichungen  erhält  man  die  wahrscheinlichsten 
"Werthe  von  ac,  y  und  z. 

Um  dieselben  aufzulösen,    multiplicire   man   die  erste  mit  ? — \ 

und  ziehe  dieselbe  von  der  zweiten  ab,  ebenso  multiplicire  man  die 

CTSte  mit  j^  und  ziehe  dieselbe  von  der  dritten  ab;    dann  erhält 

man  zwei  Gleichungen,  in  denen  x  eliminirt  ist,  und  die  die  Form 
haben: 

[&&i]y  +  \hc{\z  +  [ftni]  =  0  (2>) 

und 

\hc{\y  4-  [cci]«  4-  [cm]  =  0,  (E) 

wo 

\hh{\  =  m i^^,  [6c.]  =  [6c]  -  LlkJ 

und  ähnlich  die  übrigen  sind. 
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Multiplicirt  man  dann  die  Gleichung  (2>)  mit  ttt^  und  zieht 

dieselbe  von  {E)  ab,  so  erhält  man: 

[ccs]«-4-[c»i9]  =  0  (F), 

wo  jetzt 

[cc]  =  [cc]  -      ^l^^     ,     [c«,]  =  [cm]  -  ^-f^. 

Die  Grleichung  (J*)  giebt  dann  den  Werth  von  z^  während  die 
Gleichungen  (2>)  und  (Ä)  die  Werthe  von  y  und  x  geben. 

Leitet  man  nun  [A^  aus  den  Gleichungen  (1)  her,  und  nimmt 
auf  die  Gleichungen  J.,  B,  C  Rücksicht,  so  findet  man  för  die  Summe 
der  Quadrate  der  übrig  bleibenden  Fehler: 

[A*]  =  [»♦*]  +  [an]x  -h  [bn]y  -h  [cnje. 

um  hier  o?,  ^,  2r  zu  eliminiren,  multiplicirt  man  die  Gleichung  Ä 

r  _  ^ 

mit  7 — n  und  zieht  sie  von  der  vorigen  ab,  wodurch: 

[AA]  =  [nn]  -  ^  +  [dm'Jy  -H  [cm^z. 

Multiplicirt  man  dann  die  Gleichung  (D)  mit  ttA  und  zieht 
dieselbe  von  der  letzten  ab,  so  erhält  man: 

[AA]  =  [«n]-y-!p^ +  [«„],, 

und  wenn  man  hierin  für  z  den  Werth  aus  (F)  substituirt,  so  erhält 
man  endlich  für  das  Minimum  der  Fehlerquadrate: 

[AAj  =  [nn]-^--^^--j^  =  [nn3]. 

Man  hätte  auch  die  Gleichungen  für  das  Minimum  der  Fehler- 
quadrate ohne  Differentialrechnung  finden  können.  Multiplicirt  man 
nämlich  jede  der  ursprünglichen  Gleichimgen  (1)  nach  einander  mit 
aXy  by^  cz  und  n  und  addirt  dieselben,  so  erhält  man: 

[AA]  =  [a^}x-h[b^]y  ■+-  [cA]«-4-  [nA]        («), 
wo 

[aA]  =  [ad]x  H-  [ab'jy  +  [ae]g  H-  [an]        (p) 

etc. 
Substituirt   man   nun   in  (a)  für  x  seinen  Werth   aus  (6),    so   er- 
hält man: 

[AA]  =  ^  +  [ftAi]y  +  [cAi]«  +  [nAi]     (c) 

wo 

[&Ai]  =  [&6i]y  +  [bci'je  +  [fem] 

[cAi]  =  [&ci]y  +  [cci]«  -I-  [cm]         (d) 

[nAi]  =  [6ni]y-l-[cni]«  4-[nni]. 
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Substituirt  man  nun  in  (c)  für  y  seinen  Werth  aus  der  ersten  der 
Gleichungen  (d)?  so  wird: 

wo  nun 

[öA8]  =  [(?ö»]Ä4-[ön9],  .^ 

[nA9]  =  [cn8]«  +  [nn9],  ^'^ 

und   wenn   man   endlich   den  Werth   von  z  aus    der  ersten  dieser 
Gleichungen  in  (e)  substituirt,  so  wird: 

wo,  wie  man  leicht  sieht,  [n/is]  =  [nws]  ist. 

Da  nun  die  drei  ersten  Glieder  auf  der  Rechten,  die  x,  y,  z 
enthalten,  quadratisch  sind,  so  sieht  man,  dafs  man,  um  das  Minimum 
der  Fehlerquadrate  zu  erhalten,  [aÜ]  =  0,  [6 Ai]  =  0  und  [CA2]  =  0 
setzen  mufs,  Gleichungen,  die  mit  den  früher  gefundenen  identisch 
sind,  und  dafs  [nnfi]  das  Minimum  der  Fehlerquadrate  ist. 

24.  Um  nun  die  wahrscheinlichen  Fehler  der  unbekannten 
zu  finden,  kann  man  sich  wieder  des  in  No.  22  gefundenen  Satzes 
fär  den  wahrscheinlichen  Fehler  bedienen,  indem  man  aus  den  Glei- 
chungen wi,  2>,  F  für  die  wahrscheinlichsten  Werthe  von  sc,  y,  z 
leicht  sieht,  dafs  diese  als  lineare  Functionen  der  Beobachtungs- 
gröfsen  w,  n\  n"  etc.  dargestellt  werden  können. 

Um  nämlich  aus  den  drei  Gleichungen  x  zu  finden,  muCs  man 
jede  derselben  mit  einem  gewissen  Coefficienten  multipliciren,  der 
so  beschaffen  ist,  dafs  in  der  Summe  der  Gleichungen  der  Coefficient 
von  y  und  von  z  gleich  Null  wird.    Multiplicirt  man  also  (Ä)  mit 

1  Ä'  A" 

P^,  (D)  mit  fTTi,  (F)  mit  j — ^  und  addirt  die  drei  Gleichungen, 

so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  Ä'  und  Ä"  die  zwei  Bedingungs- 
gleichungen: 


und  es  wird 


1  B* 

Um  y  zu  bestimmen,  multiplicire  man  (D)  mit  ftti?  JF^mit  ?— n 

und  addire  dieselben,  so  erhält  man: 
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und 

Endlich  ist 


[bbi]         ^     lOOi]  ^'^ 


[cot] 


(0. 


Entwickelt  man  die  Gröfsen  [hni]  und  [cns],  so  erhält  man 
aber  auch  leicht: 

\bni]=Ä'  [an] -h  Ihn]  (iy) 

[ö  fu]  =  ii"  [an]  -h  B'  [6n]  -»-  [on]  (t>), 

und  da  man  wegen  der  symmetrischen  Bildung  der  in  Elanmiem 
eingeschlossenen  Gröfsen  sich  erlauben  kann,  die  Buchstaben  zu 
yertanschen,  so  erhält  man  auch  noch: 

[]bbi]  =  Ä'  [a6]  +  [&6]  (0, 

[cö>]  ==  Ä"  lad]  H-  JB'  pc]  +  icc]  (x), 

[6ca]  =  A"  lab]  4-  B'  [66]  +  [6c]  =  0  W 

laoi]  =  ii"  [aa]  4-  B'  [ab]  +  [ac]  =  0  (ji).  *) 

Da  nun  [an]  eine  lineare  Function  der  n  und  auch  [b^i]  und 
[cn2]  auf  solche  Functionen  zurückgeführt  sind,  so  kann  man  leicht 
den  wahrscheinlichen  Fehler  dieser  Gröfsen  bestimmen.  Zunächst 
ist  [an]  =  an-^  a'n'  4-  a"»"  -H 

Ist  daher  r  der  wahrscheinliche  Fehler  einer  Beobachtung  oder 
eines  n,  so  ist  der  wahrscheinliche  Fehler  von  [an] 

r  {[an])  =rYaa  -ha'a'^  a"a"  -+■ . .  ==:^ry[aa]. 

Jedes  Glied  in  [6wi]  hat  ferner  die  Form  (J.'a-+-6)w.  um 
dies  zu  quadriren,  multiplicire  man  zuerst  mit  Ä  an,  dann  mit  6n, 
so  wird  der  Coefficient  von  n^ 

A'  (A!aa  +  ab)  -^-A'ab-^  66. 

Dies  ist  daher  auch  die  Form  der  Coefficienten  eines  jeden  r^  im 
Ausdrucke  für  das  Quadrat  der  wahrscheinlichen  Fehler  von  [6ni], 
oder  es  wird: 

(r[6ni])3  =  [A\A'[aa]  +  [a6])  -h  A[ab]  +  [66]]r», 
oder 


r([6ni])==r.VT66i], 
wia  sogleich  aus  den  Gleichungen  (a)  und  (0  folgt. 

Endlich  ist  der  Goefficient  eines  jeden  n  in  [cni] 

^"a-4-B'6  4-c. 


*)  Dafs  die  zwei  letzten  Ansdrücke  gleich  Niül  sind,  sieht  man  sogleich 
mit  Hälfe  der  Gleichungen  (a),  (ß)  und  (ß). 
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Quadrirt  man  dies,  so  erhält  man: 

Ä"(Ä"aa-hB'ab'\'ac) 
-\-B'  iÄ"ab-\-B'bh'hbö) 
-hÄ'^ac-hB'bo  +  cc, 
Nimmt  man  nun  die  Summe  aller  einzelnen  Quadrate,  so  wird 
also  der  Coefficient  von  r^  im  Ausdrucke  von  (r[cw2])^: 

Ä"  (Ä"  [aa]  +  B'  [ab]  4-  [ac] ) 
+  B'  (Ä"  [ab']  +  B'  [ft&]  +  Ibc]) 
-\-A"\ac]-¥-B'lbc]-h[ccl 
oder  nach  den  Gleichungen  (x),  (X)  und  (fi)  einfach  [CC2];  also  ist: 

r([cnfl])  =  r.V[cca]. 
Danach   findet   man   nun   leicht   die   wahrscheinlichen  Fehler  von 
X,  y,  z.      Nach   der   Gleichung   {y)   erhält   man   nämlich   für   das 
Quadrat  des  wahrscheinlichen  Fehlers  von  x: 

A'A'       A''A'\ 
0  "^  \hb{\  "^  [CO,]  i  • 
Ebenso  findet  man: 

und 


l[«a] 


Es  ist  noch  übrig,  den  wahrscheinlichen  Fehler  einer  Beob- 
achtung zu  bestimmen.  Giebt  man  dem  x^  jy,  z  in  den  ursprüng- 
lichen Gleichungen  (1)  irgend  welche  Werthe,  so  kann  man  der 
Summe  der  Quadrate  der  Fehler  die  folgende  Form  geben: 

[aa\       \bbi\        \co%\ 

In  dem  Falle,  dafs  man  hier  für  x^  y  und  z  die  aus  dem  System 
von  Gleichungen  folgenden  wahrscheinlichsten  Werthe  substituirt, 
werden  die  Gröfsen  [aA],  [^Äi]  nnd  [CA2]  gleich  Null  und  \nn{\ 
ist  die  Sunmie  der  Quadrate  der  übrig  bleibenden  Fehler  für  diejse 

Werthe  xon  jc,  y  und  z.    Diese  Werthe  werden  aber  nur  dann  die 

* 

wahren  Werthe  sein,  wenn  die  Anzahl  der  Beobachtungen  unendlich 
grofs  war.  Nimmt  man  nun  an,  die  wahren  Werthe  wären  bekannt 
und  man  substituirte  dieselben  in  die  obigen  Gleichungen,  so  würde 
[AA]  nun  die  Summe  der  Quadrate  der  wahren  Fehler  sein,  sodafs 
man  haben  würde 

\ad\       \bbi\        [cft]       "-      ■" 
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wo  die  Gröfsen  [aA],  [^Ai]  und  [CA2]  »un  nicht  gleich  Null,  son- 
dern ein  wenig  davon  verschieden  sein  würden.  Da  nnn  alle  diese 
Glieder  quadratisch  sind,  so  sieht  man,  dafs  die  Summe  der  Quadrate 
der  durch  die  wahrscheinlichsten  Werthe  gefundenen  Fehler  zu  klein 
ist,  und  um  sich  der  Wahrheit  mehr  zu  nähern,  kann  man  for 
[aA]  etc.  die  mittleren  Fehler  dieser  Gröfsen  für  den  Fall  des 
Minimums  der  Fehlerquadrate  setzen.   Da  aber  in  den  Gleichungen 

axo  -f-  byo  ■+-  ceo  4-  n  =  A 
etc. 

keine  Gröfse  auf  der  linken  Seite  Fehlern  unterworfen  ist  als  n,  so 

ist  auch  A  demselben  Fehler  unterworfen  und  die  mittleren  Fehler 

von  [aA],    [^Ai]  und  [CA2]  sind  gleich  den  für  [an],  [bn{]  und 

[0^2]    gefundenen.     Substituirt   man   diese  in  obige  Gleichung,    so 

erhält  man: 

oder  e  =  l/£^. 

ffi — 3 

Es  wird  daher  der  mittlere  Fehler  einer  Beobachtung  aus  einer 
endlichen  Anzahl  von  Gleichungen  mit  mehreren  Unbekannten  ge- 
fanden, wenn  die  durch  die  Bedingung  des  Minimums  gefundene 
Summe  der  Fehlerquadrate  durch  die  Anzahl  der  Beobachtungen 
weniger  der  Anzahl  der  Unbekannten  dividirt  und  daraus  die 
Quadratwurzel  gezogen  wird. 

Ebenso  wird  der  wahrscheinliche  Fehler  einer  Beobachtung: 

r  =  0.674489  /^. 

m  —  0 

Anm.  1.  Im  Vorigen  ist  immer  vorausgesetzt  worden,  dafs  alle  Beob- 
achtungen, die  zur  Bestimmung  der  Unbekannten  benutzt  werden,  von  gleicher 
Güte  sind.  Ist  dies  nicht  der  Fall  und  bezeichnen  h,  h\  h"  etc.  die  Maafse 
der  Genauigkeit  der  einzelnen  Beobachtungen,  so  wird  die  Wahrscheinlich- 
keit der  Fehler  A,  A',  etc.  fär  die  einzelnen  Beobachtungen: 

h     — Ä'A^       h'    — Ä'^A" 


1/lr  '      Tn  . 

Die  Function  TF  wird  also  in  diesem  Falle: 


etc. 


^     h.h'.h",:,  -(Ä3A'*-f-Ä'A'^+Ä''^A"^+...) 

und  die  wahrscheinlichsten  Werthe  von  a;,  y  und  z  werden  also  diejenigen 

sein,  die  die  Summe 

Ä*A* -f- Ä'«A'' 4- V'^A"'*  +  . . . . 

zu  einem  Minimum  machen.  Um  diese  zu  erhalten,  wird  man  daher  die  ur- 
sprünglichen Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  A,  h\  h"  etc.  multipliciren 
und  dann  die  Summen  mit  den  neuen  Coefficienten  bilden  und  die  Rechnung 
wie  früher  durchführen. 
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Anm.  2.  Ist  nur  eine  Unbekannte  vorhanden  und  haben  die  ursprüng- 
lichen, durch  die  Beobachtungen  gegebenen  Gleichungen  die  Form: 

0  =  n  -f-aaj, 
0  =  n'  -ha'x, 
0  =  n"  +  a"a;,  etc., 

so  wird  also  x  =  —  k — i  mit  dem  wahrscheinlichen  Fehler   db  ,  wo 

r  der  wahrscheinliche  Fehler  einer  Beobachtung  ist. 

25.  Zur  Erläuterung  des  Vorigen  diene  das  folgende  Beispiel, 
das  Bessel's  Bestimmung  der  Verbesserung  der  Refractionscon- 
stante  entnommen  ist,  im  7.  Bande  der  Eönigsberger  Beobach- 
tungen p.  XXIII  etc.  Von  den  dort  gegebenen  52  Gleichungen  sind 
nur  die  folgenden  20  ausgewählt,  deren  Gewichte  als  gleich  an- 
genommen sind  und  in  denen  das  numerische  Glied  eine  aus  den 
Beobachtungen  eines  Sterns  hei^enonmiene  Gröfse,  y  die  Verbes- 
serung der  Refractionsconstante,  x  dagegen  einen  bei  allen  Beob- 
achtungsresultaten vorauszusetzenden  constanten  Fehler  bezeichnet 

Die  allgemeine  Form  der  Bedingungsgleichungen  ist  in  diesem 

Falle: 

n  =  a5  +  6y, 

indem  der  im  Vorigen  mit  a  bezeichnete  Factor  gleich  1  ist,  und  die 
aus  den  einzelnen  Sternen  hergeleiteten  Bedingungsgleichungen  sind: 

Uebrig  bleibende 


Fehler. 

a  Urs.  min. 

0  — 

-hO' 

'.02  +  a? 

+     0.2  y 

-  0".  03 

ß  Urs,  min. 

0  — 

+  0 

.45+« 

+     8.2  y 

+  0  .43 

ß  Cephei 

0  — 

+  0 

.lO  +  a? 

+   20.1  y 

+  0  .14 

a  Urs.  maß. 

0  = 

-0 

.U-hx 

+   36.0  y 

—  0  .03 

a  Cephei 

0  — 

—  0 

.  62  +  a? 

+   43.9  y 

—  0  .47 

d  Cephei 

0  = 

—  0 

.25 -hx 

+   65.9  y 

0  .00 

e  Cephei 

0  — 

—  0 

.03  +  « 

+    74.9  y 

+  0  .26 

ß  Cephei 

0  — 

—  1 

.24  +  « 

+    77.8  y 

—  0  .94 

a  Caesiop, 

0  — 

-hO 

.59  +  « 

+   75.5  y 

+  0  .88 

Y  Urs.  maj. 

0  — 

—  0 

.47  +  « 

+   79.6  y 

—  0  .16 

ß  Draconie 

0  — 

—  0 

.00  +  « 

+  104.5  y 

+  0  .42 

Y  Draconis 

0  — 

—  0 

.51  +  « 

+ 114.3  y 

—  0  .04 

Tf  Urs.  moQ. 

0  = 

—  1 

.20  +  « 

+  l>5.6y 

—  0  .68 

a  Per  sei 

0  = 

+  0 

.12  +  « 

+  142.1  y 

+  0  .72 

a  Aurigae 

0  — 

—  1 

.31+« 

+  216.8  y 

—  0  .37 

a  Cygni 

0  = 

—  1 

.64  +  « 

+  254.8  y 

—  0  .  53 

e  Aurigae 

0  — 

.39  +  « 

+  280.2  y 

—  0  .16 

Y  Androm. 

0  — 

—  1 

.  24  +  « 

+  393.5  y 

+  0  .51 

1)  Aurigtxe 

0  — 

—  1 

.80  +  « 

+  419.6  y 

+  0  .06 

ß  Pereei 

0  — 

—  2 

.16  +  « 

+  481.2  y 

—  0  .01 
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um  nun  hieraus  die  Oleichungen  für  die  wahrscheinlichsten 
Verthe  von  x  und  y  zu  finden  (61.  (Ä),  (B)  in  No.  23),  hat  man 
zuerst  alle  Summen  [aa]^  [ab]^  [an],  [bh]  und  {hn]  zu  bilden. 
In  diesem  Falle,  wo  die  Anzahl  der  Unbekannten  so  gering  und 
einer  der  Coefficienten  constant  und  gleich  Eins  ist,  ist  diese  Be- 
rechnung sehr  leicht;  hat  man  aber  mehr  Unbekannte  und  sind 
deren  Coefficienten  z.  B.  a,  b,  c,  d,  so  thut  man  gut,  noch  die 
algebraischen  Summen  aller  Coefficienten  einer  jeden  Gleichung, 
die  allgemein  mit  $  bezeichnet  werden  sollen,  zu  berechnen  und 
damit  auch,  die  Summen  [as],  [bs]^  [es],  etc.,  zu  bilden,  da  man 
dann  for  die  Richtigkeit  der  Rechnung  die  folgenden  Prüfun- 
gen hat: 

[ns]  =  [an]  ■+■  [5n]  H-  [en]  -h  [dn]y 

[aa]  =  [aa]  -*-  [ab]  -h  [ac]  -h  [ad] , 

etc. 

Bildet  man  die  Summen,  so  findet  man  die  Gleichungen  far  die 
Bestimmung  der  wahrscheinlichsten  Werthe  von  x  und  y: 

+  20.000  X  4-  3014.70  y  —  12.72  =  0, 
-{-  3014.70«  -+-  844586.2  y  —  3700.55  =  0, 

und  die  Auflösung  macht  sich  nach  dem  folgenden  Schema,   das 
sich  leicht  auf  mehrere  Unbekannte  ausdehnen  läfst: 

[an]  [nn] 

—  12.72  20.28 

1.104487n        ^^  8.09 


[nä] 

[ab] 

4-20.000 

+  3014.70 

3.479244 

[an]    —  —  12.72 

[ab]  y  =  -4-  13.78 

\bb] 

4-    1.06 

-+•  844586.2 

-»=  — 0".053     rri.-.      • 

4-  454420.8 

1     o(\/\%rc.  Ä 

[aa] 


12.19 


[bn] 


—  3700.55  §^8.15 

[bbi] 

—  1917.35     [nm]  =  4.04 


[5ni]  =  —  1783.20 
log  [6ni]  3.251200 
log  [bbi]  5.591249 


logy  =  7.659951 
y  =  +  0.0045704 

Hätte  man  die  Gröfse  [as],  [bs],  etc.  gebildet,  so  erhielte  man 
auch  zur  Prüfung  dieser  Rechnung  [66i]  =  [bs{];  bei  3  Unbekann- 
ten würde  man  haben  [66i]  4- [6ci]  =  [fe«i]  und  [cc2]  =  [c52]; 
und  ähnlich  für  mehr  Unbekannte. 

Um  nun  auch  die  wahrscheinlichsten  Fehler  von  x  und  y  zu 
bestimmen,    bedarf  man    aufser   [bbi]   noch   der   Gröfse    [aai]  = 
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^aa]  —  [l^  =  +  9.2392.  Man  erhält  dann  far  den  wahrschein- 
lichen Fehler  der  aus  den  Beobachtungen  gefundenen  Gröfse  n  für 
einen  Stern 

r  =  0.67449  K^^  =  ±  0.3195, 

und  daher  för  die  wahrscheinlichen  Fehler  von  x  und  y: 

r  (aj)  = -^13^  =  ±  0M05. 

r  (v)  =  V—   =  ±  0".  0005116, 

woraus  man  sieht,  dafs  die  Bestimmung  von  x  aus  obigen  Glei- 
chungen sehr  ungenau  ist,  da  der  wahrscheinliche  Fehler  den  ge- 
fundenen Werth  von  x  übersteigt,  dafs  aber  der  wahrscheinliche 
Fehler  der  gefundenen  Verbesserung  der  Refractionsconstante  nur 
•J-  derselben  beträgt. 

Substituirt  man  die  wahrscheinlichsten  Werthe  von  x  und  y  in 
die  obigen  Gleichungen,  so  erhält  man  die  dann  bei  den  einzelnen 
Gleichungen  noch  übrig  bleibenden  Fehler,  die  zur  Raumerspamifs 
und  besseren  Vergleichung  schon  neben  die  obigen  Gleichungen 
gesetzt  sind.  Bildet  man  die  Summe  der  Quadrate  dieser  übrig 
bleibenden  Fehler,  so  erhält  man  4.04  übereinstimmend  mit  [wwg]^ 
wodurch  man  noch  eine  Prüfung  der  Richtigkeit  der  Rechnung  hat. 


Anm.  Vergl.  über  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate:  Gauss< 
Theoria  motus  corporum  coelestium  pag.  205  et  seq.  Gauss,  Theoria  com- 
binationis  observationum  erroribus  minimis  obnoxiae.'  Encke,  in  den  An- 
hängen  zu  den  Berliner  Jahrbüchern  für  1834,  1835  und  1836. 


E.   Die  Entwickelung  periodischer  Functionen  aus 
gegebenen  numerischen  Werthen. 

26.'  Die  periodischen  Functionen  werden  in  der  Astronomie 
häufig  angewandt,  da  viele  Aufgaben  darauf  hinauskommen,  Perioden 
aufzusuchen,  in  denen  sich  einzelne  Ei*scheinungen  wiederholen,  und 
da  letztere  immer  in  gewissen  Grenzen  enthalten  sind  und  nicht 
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unendlich  werden,  so  werden  nur  solche  periodische  Functionen  in 
Betracht  kommen,  welche  Sinus  und  Cosinus  der  veränderlichen 
6r5fsen  enthalten.  Ist  daher  X  eine  solche  periodische  Function, 
so  kann  man  dafür  die  folgende  Form  annehmen: 

X  =  ao  4-  ai  cosi»  -h  oa  C082a5  •+■  os  cosSo;  +  . . . 
■+•  bi  sinrc  •+•  6a  8m2aj  •+•  bs  sinBx  4- . . . 

Der  gewöhnlich  vorkommende  Fall  ist  nun  der,  dafs  für  ge- 
wisse Werthe  von  x  die  numerischen  Werthe  von  X  gegeben  sind, 
aus  denen  die  Coefficienten  zu  bestimmen  sind  und  die  Lösung 
dieser  Aufgabe  wird  dann  besonders  bequem,  wenn  die  Peripherie 
in  eine  Anzahl  von  n  gleiche  Theile  getheilt  und  die  numerischen 

Werthe  von  X  fftr  die/ Werthe  von  a?  =  0,  x  =  — ,  a:  =  2 —  etc. 

bisa:  =  (n  — 1)—  gegeben  sind,  da  man  in  dem  Falle  einige  die 

Auflösung  erleichternde  Sätze  anwenden  kann,  die  zuerst  gegeben 
werden  sollen. 

Ist  nämlich  Ä  ein  aliquoter  Theil  der  Peripherie  oder  eines 
Vielfachen  derselben,  sodafs  n  A  =  2  A  tt  ist,  so  ist  die  Summe  der 
Reihe: 

smÄ  •+■  8in2-(4  ■+■  sinS^i  -+- +  sin  (n  —  1)  -4 

immer  gleich  Null,  und  ebenso  die  Summe  der  Reihe: 

1  4-  cosA  ■+■  co82^  +  co83ii  4- 4-  cos  (n  —  1)  -4, 

die  letztere  ausgenommen  für  den  Fall,  wo  Ä  selbst  gleich  2  n  oder 
einem  Vielfachen  von  2  tt  ist,  und  die  Summe  gleich  n  wird. 

Der  letzte  Fall  ist  an  und  für  sich  klar,  da  dann  die  Reihe 
aus  n  Gliedern  besteht,  deren  jedes  Eins  ist.  Es  sind  also  nur  noch 
die  beiden  andern  Sätze  zu  beweisen.    Setzt  man  nun: 

2hn   .    .   .      2hn       - 

cos  r h  t  sm  r =  T^  , 

n  n 

» 

n 


WO  i  =  V — 1  und  T=  e       ,   so  wird: 


r=sn — 1  r=n — 1  r=n — 1 

r=0  r=0  r=0 

Da  nun  T»*  =  cos  2  ä  w  4- 1  sin  2  ä  tt  =  1,  so  wird: 


COS  r h  *  7,  sm  r =  0, 


1 
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woraus  folgt,  dafs: 

"ylinr^J^^O  (1) 

ist,  und  zwar  ohne  Ausnahme,  weil  rechts  nichts  Imaginäres  vor- 
kommt.   Femer  wird  auch: 

r=«— 1 

2A7r 


2cosr^^-0  (2) 

n 


r=0 

im  Allgememen,  ausgenommen  wenn  r=  cos h«sm-—  sss  i 

ist,  also gleich  der  Peripherie  oder  einem  Vielfachen  derselben 

T^  —  1  0 

ist.    In  diesem  Falle  wird  y__ ,    von  der  Form  -q-    und    hat   den 

Werth  n,   wie  man  nach  den  bekannten  Regeln  der  Differential- 
rechnung sogleich  sieht.    In  diesem  Ausnahmefalle  hat  man  daher: 

rssn—l 

cosr =  n  (2a) 

r=0 

Aus  den  beiden  Gleichungen  (1)  und  (2)  in  Verbindung  mit 
(2  a)  folgen  leicht  andere,  von  denen  in  der  Folge  ebenfalls  Gre- 
brauch  gemacht  wird:    Es  ist  nämlich: 


•=«— 1  r=n— 1 

smr cosr =  i^sin2r =  0,  (8) 

r=0  r=0 

=«■— 1  r=.n—l 


2^cosr-j^j  =in-»-|2cos2r — -  =  in  im  AUgemeinen 

r=0  ^r=0  (4) 

=  n  im  Ausnahmefall, 
endlich: 

r=sn—l  r=«— 1 

I  am  r I  =  ^n  —  ^  ^  cos  2r =  -J  n  m)  Allgememen 

r=0  r=0  (5) 

=  0  im  Ausnahmefall. 
27.    Man  setze  nun: 

X  =  ap  cosjpaj  4-  bp  sinjJOJ, 
wo  für  ^  also  nach  einander  alle  positiven  ganzen  Zahlen  von  0  ab 
zu  setzen  sind.    Ist  dann  q  eine  bestimmte  Zahl,  so  hat  man: 
X  cos  qx  =  ^ap  cos  (p  -+-  q)x  4-  i  Op  cos  (p  —  g[)aj 
i  hp  sin  {p  +  g)x  4-  i  &p  sin  (i)  —  q)x. 
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Setzt  man  nun  in  dieser  Gleichung  for  x  nach  und  nach  die 
Werfhe  von  x  =  0,  sc  *=  Ä^  »  =  2Ä^  etc.   bis   zu  x  =  (n  —  1)  -1, 

2  TT 

yro  Ä=  — ,  so  wird,  wenn  man  die  einzelnen  Gleichungen  addirt, 

nach  den  Sätzen  (1)  und  (2)  auf  der  rechten  Seite  alles  Null  werden 

bis  auf  die  Summe  der  Cosinus-Glieder,  in  denen  (p-^q)Ä  =  2kK 

2n 
oder  (jp  —  q)Ä  =  2kit  ist,  die  den  Factor  n  bekommt.    Da  ii  =  — 

ff* 

ist,  so  ist  für  die  übrig  bleibenden  Glieder  p  -\-  q  =  kn  oder 
p  —  q  =  kn^  also  p=  —  q-hkn  oder  =4-gH-Ä«.  Bezeichnet 
man  also  den  dem  Werthe  rÄ  von  x  entsprechenden  Werth  von 
Xmit  XrÄ^  so  wird: 

r=ii— 1 

99. 

Da  aber  bei  X  keine  Coefficienten  mit  negativem  Index  vor- 
kommen, so  mufs  man  a-q  =  0  setzen  und  erhält: 

2  XrA  COS  qrÄ  =  y  [a^  -{-  an-q  +  ün-^q  -j-  <»2n^q  +  02«+«  ■+-••.]•     (6) 

Hier   kommen   nun   zwei   besondere  Fälle   vor.     Ist   nämlich 
3  =  0,  so  ist  a^q  =  aQ^  »11-5==  an +  9  etc.,  mithin: 

r=n — 1 

2  XrA  =  n  [ao  -h  a»  +  a2n  -h . . .].  (7) 

Ist  femer  n  eine  gerade  Zahl  und  g  =  i  w,  so  fallt  a-q  weg 
und  aq  vereinigt  sich  mit  an-q^  etc.,  sodafs  auch  für  diesen  Fall: 

r=ii— 1 

2  XrA  COS  i nrA  ==  n  [a ^  n  +  a^ «  -h  . . .].  (8) 

Da 

'X  sin  qxts^  ^ap  sin  (j)  4-  g)  35  —  j^ap  sin  (p  —  g)  aj 
+  i  ftp  cos  (p  —  g)  a?  —  i  Jip  cos  (|)  +  g)"a?, 

so  findet  man  ganz  auf  dieselbe  Weise: 

XrA  sin  gr^  =  "ö"  P'*  "~  ^  **~^  "^  ^  ""^"^  "~  ^^n— 9  +  62n4-5  —...].     (9) 
Brünnow,  sph&rische  Astronomie.    4.  Aufl.  5 
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Nimmt  man  nun,  je  nach  der  Convergenz  der  Reihe,  n  groLs 
genug  an,  sodafs  man  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichungen  (6) 
bis  (9)  alle  Glieder  bis  auf  das  erste  vemachlässigen  kann,  so  kann 
man  aus  diesen  Gleichungen  die  Cosinus -Coefficienten  von  q  =  0 
bis  q  =  kn  und  die  Sinus-Coefficienten  bis  q  =  %  w  —  1  bestimmen, 
indem  ein  gröfseres  q  nur  Wiederholungen  der  früheren  Gleichungen 
giebt.  Man  sieht  aber  auch,  dafs  je  gröfser  man  n  nimmt,  desto 
genauer  die  Werthe  der  ersten  Coefficienten  erhalten  werden,  dafe 
aber  die  letzten  nothwendig  immer  ungenau  bleiben.  So  ist  z.  B. 
für  n  =  12  und  g  =  4. 

r=ll 

X^  30ocos4r .  30®  =  6  (04  +  os  +  . . .), 

also  wird  der  Werth  von  a4  schon  um  ag  fehlerhaft;  hätte  man 
dagegen  n=24  genommen,  so  wäre  derselbe  Coefficient  erst  um 
aso  fehlerhaft  geworden. 

Aus  dem  Obigen  erhält  man  also  die  folgenden  Gleichungen: 

rssn — 1 

op  ==  —  2  ^rA  cospr -4, 

r=0 
r=n  —  1 


2 


2  ^1 


r  =  0 

mit  der  Ausnahme,   dafs  für  j?  =  0   und  p  =  in   der  Factor  — 

statt  —  wird. 
n 

Es  ist  nun  immer  vortheilhaft,   für  n  eine  durch  4  theilbare 

Zahl  zu  nehmen,  weil  dann  jeder  Quadrant  in  eine  gewisse  Anzahl 

Theile  getheilt  ist  und  sich  die  Werthe  der  Sinus  und  Cosinus  nur 

mit  wechselndem  Zeichen  wiederholen.    Da  dann  die  Cosinus  der 

Winkel,  die  einander  zu  360^  ergänzen,  dieselben  sind,  so  kann 

man  die  Summe  der  Gröfsen  bilden,  deren  Index  einander  zu  360^ 

ergänzen,  und  diese  mit  dem  Cosinus  multipliciren;  bei  den  Sinus- 

gliedern  hat  man  dagegen  die  Gröfsen,   deren  Index  einander  zu 

360^   ergänzen,    Yon   einander   abzuziehen.      Bezeichnet  man   die 

Summe   zweier   solcher  Gröfsen,   z.  B.  Z4 -H -X(n-i)ii  mit  Xa^   da- 

gegen  die  Differenz  Xa  —  Xin-i)A  mit  Xa^  so  wird: 


ap  =  -^2  ^rA  (^osprA, 


r=aO 
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6/»  =  —  2  ^rA  8"^  P^^* 
raal~ 

Bezeichnet  man  hier  wieder  die  Summe  oder  Differenz  zweier 
Cosinus-Glieder,  deren  Index  einander  zu  180^  ergänzen,  mit  XrA 

und  XrAt  und   die  Summe   oder  Differenz   zweier   Sinus  -  Glieder, 
H — 

deren   Index   einander   zu   180^    ergänzen,   mit   X-a  und  X-^,   so 
erhält  man: 


r=|-« 


ap  =«  —  ^  XrA  COS  prit,  wenn  p  gerade  ist,  (10) 

mit  den  vorher  erwähnten  zwei  Ausnahmefallen, 


r  =  \n  —  \ 


Op  =  —  ^  XrA  Qo^prAy  wenn  p  ungerade  ist, 

r  =  0. 


(11) 


hp  =  —  7,  X-^  sinpr^,  wenn  p  gerade  ist,  (12) 

r  =  l 


r^in 


2   ^1 

ftp  =  —  >,  Xrii  sinprJ.,  wenn  p  ungerade  ist.  (13) 


r=l     + 


Wäre  z.  B.  w=  12,  so  würde  man  hieraus  erhalten: 

a^  _   1   /  Xo  +  XsQ  +  Xm  +  -^90  \ 
«0-1^x4.4-      +4-      ++      4-4-/' 

«,  —  1  (Xq  +  Z»  cos  30  +  Xo  cos  60  \ 
«1  -  i  \4._     4._  4.-  /» 

«.  — .   1  /  Zo  +  So  cos  60  —  Xo  cos  60  —  Xo  \ 

etc. 

Ä.  —-  j.  /  -Xio  sin  30  +  Xso  sin  60  +  X90  \ 
Ol  —  t  \_+  _4.  _4./» 

5j  =  I  /  Xo  sin  60  +  Äo  sin  60  \  ^ 

etc. 

28.  Will  man  eine  periodische  Function  bis  zu  einem  be- 
stimmten Gliede  entwickeln,  so  müssen  so  viele  numerische  Werthe 
gegeben  sein,  als  man  Coefficienten  bestimmen  will.  Sind  die 
gegebenen  Werthe  vollkommen  richtig,  so  wird  man  dann  auch 
die  Coefficienten  so  genau  erhalten,  als  es  die  Theorie  zuläfst,  also 

5* 
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um  so  weniger  genau,  je  gröfser  der  Index  des  Coefficienten  bei 
einer  gegebenen  Anzahl  von  Werthen  ist.  Sind  aber  diese  Werthe 
der  Function  von  Beobachtungen  genommen,  so  wird  man,  um  die 
Beobachtungsfehler  zu  eliminiren,  so  viele  Beobachtungen  als  mög- 
lich anwenden,  oder  die  Peripherie  in  viel  mehr  Theile  theilen,  als 
zur  Bestimmung  der  Coefficienten  nothwendig  ist.  Die  Gleichungen 
sollten  in  diesem  Falle  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
behandelt  werden;  man  überzeugt  sich  aber  leicht,  dafs  diese  Me- 
thode genau  auf  dieselben  Gleichungen  zur  Bestinmiung  der  Coeffi- 
cienten fuhrt,  als  die  in  No.  27  gegebenen,  dafs  also  die  dort  ge- 
fundenen Werthe  in  der  That  die  wahrscheinlichsten  sind. 

Sind  nfimlich  die  n  Werthe  Xo,  Xi,  X^a  bis  X^n— ijii  aus  den 
Beobachtungen  gegeben,  so  würde  man  aus  ihnen  die  folgenden 
Gleichungen  erhalten,  wenn  man  voraussetzt,  dafs  die  Function  nur 
die  Sinus  und  Cosinus  der  einfachen  Winkel  enthält: 

0  =  — Xo  +ao-hai9 

0  =  —  Xä  -f  oo  -f-  Ol  cos  ^    +bi  sin  -4., 

0  =  —  Xqa  H-  oo  -f-  »1  cos 2-4  -|-  &i  sin  2  -4, 

■ 

0  =  —  X(n-i)Ä  -h  oo  +  ai  cos  (n  —  1)  -4  -|-  hi  sin  (n  —  1)  .4, 

und  nach  den  Regeln  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  erhielte 
man  hieraus  als  die  Gleichungen  des  Minimums  die  folgenden,  wenn 
man  mit  [cos  Ä}  die  Sunmie  aller  Cosinus  von  Äy  von  -4.  =  0  bis 
A  =  n—  1,  etc.  bezeichnet: 

noo  -|-  [cos -4]  ai        -f  [sin-4]  bi  —  [X^]  =  0, 

[cos-4]  cto  +  [cos-4^  ai         -|-  [sin-4.cos-4]  h  —  [Xa  cos-4]  =  0,      (U) 
[sin -4]  oq  -h  [cos-4  sin -4]  ai  +  [sin -4*]  bi  —  [Xa  sin -4]  =  0. 

I^immt  man  aber  auf  die  Gleichungen  (1)  bis  (5)  in  No.  26 
Rücksicht,  so  sieht  man,  dafs  dieselben  in  die  folgenden  über- 
gehen: 

ao=~[X^], 
fh 

ai  =  —  [Xa  cos  .4], 
n 

2 

&i  =  —  [Xa  sin -4], 
n 

Gleichungen,  die  mit  den  in  No.  27  gefundenen  übereinstimmen. 
Man  sieht  auch,  dafs,  was  hier  für  die  drei  ersten  Coefficienten 
gezeigt  ist,  für  eine  beliebige  Anzahl  gilt. 


r~ 
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Man  kann  nun  auch  den  wahrscheinlichen  Fehler  einer  Beob- 
achtung und  der  Ooefficienten  finden.  Ist  nämlich  [w]  die  Summe 
der  Quadrate  der  Fehler,  die  nach  der  Substitution  der  wahrschein- 
lichsten Werthe  in  die  Bedingungsgleichungen  übrig  bleiben,  so  wird 
der  wahrscheinliche  Fehler  einer  Beobachtung: 


r  =  0.67449  F-^^ , 


der  von  ao  =  T~y 


r            ri/2 
ai  = '— 


61  = 


r        _ry2 


y[sin3^       yn 

Ein  Beispiel   hierzu   findet  man  in  No.  6  des  siebenten  Ab- 
schnitts. 


Anm.     Vergl.  Encke's  Jahrbuch  für  1857  pag.  334  und  folgende. 

Leve frier  giebt  in  den  Annales  de  TObservatoire  Imperial  Tome  I. 
eine  andere  Methode  zur  Bestimmung  der  Ooefficienten  periodischer  Reihen, 
die  unabhängig  von  der  Voraussetzung  ist,  dafs  Ä  ein  aliquoter  Theil  der 
Peripherie  ist.  Encke  hat  dieselbe  im  Jahrbuch  für  1860  in  veränderter 
Form  gegeben. 


Sphärische  Astronomie. 


Erster  Abschnitt. 

Die  scheinbare  Himmelskugel  und  deren  tägliche 

Bewegung. 

In  der  sphärischen  Astronomie  betrachtet  man  die  Oerter  der 
Gestirne  an  der  scheinbaren  Himmelskugel,  indem  man  dieselben 
mittelst  sphärischer  Coordinaten  auf  gewisse  an  der  Himmelskugel 
erdachte  gröfste  Kreise  bezieht.  Die  sphärische  Astronomie  giebt 
dann  die  Mittel  an  die  Hand,  sowohl  den  Ort  der  Himmelskörper 
in  Bezug  auf  diese  gröfsten  Kreise,  als  auch  die  Lage  dieser  letz- 
teren gegen  einander  zu  bestimmen.  Man  mufs  daher  zuerst  diese 
gröfsten  Kreise,  deren  Ebenen  die  Grundebenen  der  verschiedenen 
Coordinatensysteme  sind,  kennen  lernen  und  zugleich  die  Mittel,  die 
man  anzuwenden  hat,  um  den  Ort  eines  Himmelskörpers,  der  far 
eine  dieser  Grundebenen  gegeben  ist,  auf  ein  anderes  Coordinaten- 
system  zu  reduciren. 

Einige  dieser  Coordinaten  sind  unabhängig  von  der  täglichen 
Bewegung  der  Himmelskugel,  andere  sind  dagegen  auf  Ebenen  be- 
zogen, welche  an  der  täglichen  Bewegung  nicht  Theil  nehmen.  Die 
Gestirne  werden  daher,  wenn  sie  auf  letztere  Ebenen  bezogen  wer- 
den, ihren  Ort  beständig  ändern  und  es  wird  von  Wichtigkeit  sein, 
diese  Veränderungen  und  die  dadurch  hervorgebrachten  Erscheinun- 
gen kennen  zu  lernen.  Da  die  Gestirne  aufser  dieser  allen  gemein- 
schaftlichen Bewegung  noch  andere,  wenn  auch  viel  langsamere 
zeigen,  vermöge  welcher  dieselben  ihren  Ort  auch  in  Bezug  auf  die 
von  der  täglichen  Bewegung  unabhängigen  Coordinatensysteme  ver- 
ändern, so  wird  es  nie  genügen,  den  Ort  eines  Himmelskörpers 
allein  zu  bestimmen,  sondern  man  bedarf  noch  immer  der  An- 
gabe  der  Zeit^   far   welche   dieser  Ort   gilt.    Es  ist  daher  noth- 
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wendig,  kennen  zu  lernen,  auf  welche  Weise  man  sich  der  tSg- 
lichen  Bewegung  der  Hinunelskugel  theils  allein,  tiieils  in  Verbin- 
dung mit  der  Bewegung  der  Sonne  an  derselben  als  Maafs  der 
Zeit  bedient. 


I.  Die  yerschiedenen  Systeme  von  Ebenen  nnd  Kreisen 
an  der  scheinbaren  HimmelskngeL 

1.  Die  Sterne  erscheinen  uns  an  einer  hohlen  Eugelfläche, 
der  scheinbaren  Himmelskugel,  die  wegen  der  Bewegung  der  Erde 
um  ihre  Axe  sich  in  der  entgegengesetzten  Richtung,  d.  h.  von 
Osten  nach  Westen  um  ims  zu  bewegen  scheint.  Denkt  man  sich 
an  einem  Orte  auf  der  Oberfläche  der  Erde  eine  gerade  Linie 
parallel  mit  der  Axe  der  Erde,  so  wird  dieselbe  vermöge  der  Axen- 
drehung  der  Erde  die  Oberfläche  eines  Gylinders  beschreiben,  deren 
Basis  der  Parallelkreis  des  Ortes  ist;  da  aber  die  Entfernung  der 
Sterne  im  Yerhältnifs  zum  Durchmesser  der  Erde  unendlich  grofs 
ist,  so  wird  die  sich  immer  parallel  bleibende  Linie  die  scheinbare 
Himmelskugel  in  denselben  Punkten  schneiden  wie  die  Axe  der 
Erde.  Diese  Punkte,  welche  an  der  Himmelskugel  gegen  die  Erde 
unbew^lich  erscheinen,  heifsen  die  Pole  der  Himmelskugel 
oder  Weltpole,  und  zwar  der  dem  Nordpole  der  Erde  ent- 
sprechende, also  auf  der  nördlichen  Halbkugel  der  Erde  sichtbare, 
der  nördliche  Weltpol,  der  gegenüberstehende  der  südliche  Weltpol. 
Denkt  man  sich  nun  eine  Linie  parallel  mit  dem  Erdäquator,  also 
senkrecht  auf  der  ersteren,  so  wird  diese  vermöge  der  täglichen 
Bewegung  eine  Ebene  beschreiben,  deren  Durchschnitt  wegen  der 
unendlichen  Entfernung  der  Himmelskugel  mit  dem'gröfsten  Kreis 
zusammenfällt,  dessen  Pole  die  Weltpole  sind  und  der  der  Aequator 
heifst.  Eine  gerade  Linie,  die  einen  von  90  Grad  verschiedenen 
Winkel  mit  der  Erdaxe  macht,  wird  durch  die  Umdrehung  die 
Oberfläche  eines  Doppelkegels  beschreiben,  der  die  Himmelskugel 
in  zwei  kleinen,  dem  Aequator  parallelen  Kreisen  schneidet,  deren 
Abstand  von  den  Polen  gleich  dem  Winkel  ist,  welchen  diese  Linie 
mit  der  Axe  macht.  Solche  kleine  Kreise  werden  Parallelkreise 
genannt. 

Die  Ebene,  welche  die  Oberfläche  der  Erde  an  einem  Orte 
berührt,  schneidet  die  Himmelskugel  in  einem  gröfsten  Kreise,  wel- 
cher die  sichtbare  Halbkugel  von  der  unsichtbaren  scheidet,  und  der 
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Horizont  genannt  wird.  Die  Neigung  der  Weltaxe  gegen  diese 
Ebene  ist  gleich  der  geographischen  Breite  des  Ortes.  Die  Tan- 
gente an  dem  Meridian  des  Ortes  wird  wegen  der  Umdrehung 
wieder  einen  Doppelkegel  beschreiben,  der  die  Himmelskugel  in 
zwei  Parallelkreisen  schneidet,  deren  Abstand  von  dem  nächsten 
Pole  gleich  der  Breite  des  Ortes  ist  und  da  die  Ebene  des  Hori- 
zonts so  herumgeführt  wird,  dafs  sie  den  Doppelkegel  immer  be- 
rührt, so  werden  die  beiden  Parallelkreise  zwei  Zonen  einschliefsen, 
von  denen  die  zunächst  dem  sichtbaren  Pole  gelegene  immer  über 
dem  Horizonte  des  Orts  bleibt,  während  die  andere  immer  unter 
demselben  verweilt.  Alle  übrigen  Sterne  werden  aber  auf-  und 
untergehen  und  sich  in  Parallelkreisen  in  einer  im -Allgemeinen 
schiefen  Richtung  gegen  den  Horizont  von  Ost  nach  West  herum- 
bewegen. Eine  auf  der  Ebene  des  Horizonts  senkrechte  Linie  ist 
nach  dem  höchsten  Punkte  der  sichtbaren  Hemisphäre  gerichtet, 
der  das  Zenith  genannt  wird,  während  der  gegenüberstehende 
unter  dem  Horizonte  befindliche  Punkt  das  Nadir  genannt  wird. 
Wegen  der  täglichen  Bewegung  wird  diese  Linie  die  Himmelskugel 
in  einem  kleinen  Ejreise  schneiden,  dessen  Abstand  vom  Pole  gleich 
dem  Complement  der  Breite  des  Ortes  ist;  alle  Sterne  daher,  welche 
diesen  Abstand  vom  Weltpole  haben,  werden  durch  ißs  Zenith  des 
Ortes  gehen.  Da  die  auf  dem  Horizonte  senkrechte  Linie  sowohl 
als  eine  der  Weltaxe  parallele  in  der  Ebene  des  Meridians  des 
Ortes  liegen,  so  schneidet  diese  Ebene  die  Himmelskugel  in  einem 
gröfsten  Kreise,  der  durch  die  Weltpole,  sowie  durch  Zenith  und 
Nadir  geht  und  ebenfalls  der  Meridian  genannt  wird,  und  wegen 
der  täglichen  Bewegung  kommen  alle  Sterne  während  einer  Um- 
drehung zweimal  in  die  Ebene  desselben.  Der  Theil  des  Meridians 
vom  sichtbaren  Pole  durch  das  Zenith  bis  zum  unsichtbaren  Pole 
entspricht  dem  Meridiane  des  Ortes  auf  der  Erdkugel,  während  der 
andere  Theil  dem  Meridiane  eines  Ortes  entspricht,  dessen  Länge 
um  180  Grad  oder  12  Stunden  verschieden  ist.  Kommt  ein  Stern 
in  den  ersteren  Theil  des  Meridians,  so  sagt  man,  er  ist  in  oberer 
Culmination,  dagegen  in  unterer  Culmination,  wenn  der- 
selbe den  letzteren  Theil  des  Meridians  erreicht  Nur  diejenigen 
Sterne  sind  daher  in  der  oberen  Culmination  sichtbar,  deren  Ab- 
stand vom  unsichtbaren  Pole  gröfser  als  die  Breite  ist,  während  in 
der  unteren  Culmination  nur  solche  gesehen  werden  können,  deren 
Abstand  vom  sichtbaren  Pole  kleiner  als  die  Breite  des  Ortes  ist. 
Der  Bogen  des  Meridians  zwischen  dem  Pole  und  dem  Horizont 
iBt   die  Polhöhe  und  nach   dem  Vorigen  gleich  der  Breite  des 
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Ortes,  der  Bogen  des  Meridians  zwischen  dem  Aequator  und 
dem  Horizont  die  Aeqnatorhöhe.  Beide  ergänzen  einander  zu 
90  Grad. 

2.  Um  nun  den  Ort  eines  Sterns  an  der  scheinbaren  Himmels- 
kugel  in  Bezug  auf  den  Horizont  anzugeben,  bedient  man  sich  zweier 
sphärischen  Coordinaten.  Man  denkt  sich  durch  das  Zenith  und  das 
Gestirn,  dessen  Ort  man  angeben  will,  einen  gröfsten  Kreis  gelegt, 
der  also  auf  dem  Horizonte  senkrecht  steht.  Bestimmt  man  nun 
den  Durchschnittspunkt  dieses  Kreises  mit  dem  Horizonte,  zählt 
dann  von  hier  aus  in  dem  gröfsten  Kreise  aufwärts  die  Anzahl  von 
Graden  zwischen  dem  Horizonte  und  dem  Gestirne  und  ebenso  im 
Horizonte  die  Anzahl  der  Grade  bis  zum  Meridian,  so  ist  der  Ort 
des  Gestirnes  bestimmt.  Den  durch  das  Zenith  und  das  Gestirn 
gehenden  gröfsten  Kreis  nennt  man  den  Verticalkreis  des  Sterns; 
der  Bogen  dieses  Kreises  zwischen  dem  Horizonte  und  dem  Sterne 
heilst  die  Höhe,  der  Bogen  des  Horizonts  zwischen  dem  Vertical- 
kreise  und  dem  Meridian  das  Azimut  des  Sterns.  Letzteres  zählt 
man  vom  Südpunkte  des  Meridians  durch  "Westen,  Norden  etc.  von 
0  bis  3600.  Statt  der  Höhe  braucht  man  auch  häufig  die  Zenith- 
distanz,  d.h.  den  Bogen  des  Verticalkreises  zwischen  dem  Sterne 
und  dem  Zenith,  die  also  das  Complement  der  Höhe  ist.  Kleine 
Kreise,  welche  dem  Horizonte  parallel  sind,  nennt  man  noch 
Horizontalkreise  oder  Almucantarats. 

Statt  durch  diese  sphärischen  Coordinaten  kann  man  den  Ort 
eines  Sternes  auch  durch  rechtwinklige  Coordinaten  angeben,  be- 
zogen auf  ein  Axensystem,  von  denen  die  Axe  der  z  senkrecht  auf 
der  Ebene  des  Horizontes  steht,  während  die  Axen  der  x  und  y 
in  der  Ebene  desselben  liegen  und  zwar  so,  dafs  die  Axe  der  x 
nach  dem  Anfangspunkte  der  Azimute,  die  positive  Axe  der  y 
nach  dem  Azimute  90  ^  oder  dem  Westpunkte  gerichtet  ist.  Be- 
zeichnet man  dann  das  Azimut  durch  A^  die  Höhe  durch  A,  so 
hat  man: 

X  =  cosÄ  cos  J.,   y  =  cosÄ  sin  J.,   z  =  sinÄ. 

Anm.  Um  diese  sphärischen  Coordinaten  beobachten  zu  können,  hat 
man  ein  diesem  Coordinatensystem  vollständig  entsprechendes  Instrument, 
den  Höhen-  und  Azimutalkreis.  Dieser  besteht  im  Wesentlichen  aus  einem 
horizontalen^  getheilten  Kreise,  welcher  auf  drei  Fufsschrauben  steht  und 
mittelst  einer  Wasserwage  horizontal  gestellt  werden  kann.  Dieser  Kreis  stellt 
die  Ebene  des  Horizonts  vor.  Im  Mittelpunkte  desselben  steht  eine  loth- 
rechte,  also  nach  dem  Zenith  gerichtete  Säule,  die  einen  zweiten  Kreis,  pa- 
rallel mit  der  Säule,  also  senkrecht  auf  dem  Horizonte  stehend,  trägt.  Um  • 
den  Mittelpunkt  dieses  zweiten  Kreises   bewegt   sich  ein  Femrohr,   welches 
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mit  einem  Index  verbunden  ist,  yermittelst  dessen  man  auf  dem  Kreise  die 
Richtung  des  Femrohrs  angeben  kann.  Die  yerticale  Säule,  welche  sammt 
dem  Kreise  und  Femrohr  beweglich  ist,  trägt  einen  anderen  Index,  welcher 
auf  dem  Horizontalkreis  die  Stellung  der  Säule  angiebt.  WeiTs  man  nun, 
welche  Punkte  auf  den  Kreisen  dem  Meridian  und  dem  Zenithpunkte  ent- 
sprechen, so  kann  man  durch  ein  solches  Instmment,  wenn  man  das  Fem- 
rohr auf  einen  Stern  richtet,  das  Azimut  und  die  Zenithdistanz  oder  Hohe 
desselben  finden. 

AuTserdem  hat  man  noch  andere  Instrumente,  mit  denen  man  nur  Hohen 
beobachten  kann.  Sie  heiTsen  Höheninstrumente ,  während  Instrumente,  mit 
denen  man  nur  Azimute  beobachtet,  Theodolithen  helTsen. 

3.  Das  Azimut  und  die  Höhe  eines  Sterns  ändern  sich  wegen 
der  Umdrehung  der  Erde  beständig  und  sind  auch  in  demselben 
Augenblicke  an  verschiedenen  Orten  auf  der  Erde  verschieden.  Da 
es  nun  für  gewisse  Zwecke  erforderlich  ist,  die  Oerter  der  Sterne 
durch  Coordinaten  zu  geben,  die  für  alle  Orte  dieselben  sind  und 
nicht  von  der  täglichen  Bewegung  abhängen,  so  mufs  man  die 
Sterne  auch  auf  gröfste  Kreise  beziehen,  die  an  der  Hinmielskugel 
fest  sind.  Legt  man  durch  den  Pol  und  den  Stern  einen  gröfsten 
Kreis,  so  heilst  der  Bogen  desselben,  der  zwischen  dem  Aequator 
und  dem  Sterne  enthalten  ist,  die  Abweichung  oder  Declination 
des  Sterns,  dagegen  der  Bogen  zwischen  dem  Sterne  und  dem  Pole 
die  Polardistanz  desselben.  Der  gröfste  Kreis  selbst  wird  daher 
auch  der  Declinations-  oder  Abweichungskreis  des  Sterns 
genannt.  Die  Declination  wird  positiv  genommen,  wenn  der  Stern 
in  dem  Theile  des  Declinationskreises  ist,  der  zwischen  dem  Aequator 
und  dem  Nordpole  enthalten  ist,  negativ  dagegen,  wenn  der  S^em 
sich  in  dem  Theile  zwischen  dem  Aequator  und  dem  Südpole  be- 
findet. Declination  und  Polardistanz  ergänzen  einander  zu  90  Grad 
und  entsprechen  der  Höhe  und  Zenithdistanz  im  ersten  Goordinaten- 
systeme. 

Der  Bogen  des  Aequators  zwischen  dem  Declinationskreise  des' 
Sterns  und  dem  Meridian,  oder  der  dadurch  gemessene  Winkel  am 
Pole,  heifst  der  Stundenwinkel  des  Sterns  und  kann  als  zweite 
Coordinate  benutzt  werden.  Man  zählt  denselben  vom  Meridiane 
im  Sinne  der  täglichen  Bewegung  der  Himmelskugel,  d.  h.  von  Ost 
nach  West  von  0^  bis  360^  herum. 

Die  Declinationskreise,  die  auch  Stundenkreise  genannt  werden, 
entsprechen  den  Meridianen  auf  der  Erdkugel,  und  man  siebt  so- 
gleich, dafs,  wenn  ein  Stern  im  Meridiane  ist,  derselbe  für  einen 
Ort,  dessen  östliche  Länge  k  ist,  in  demselben  Augenblicke  den 
Stundenwinkel  k  hat,  und  allgemein,  wenn  ein  Stern  an  einem  Orte 
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den  Stonden Winkel  t  hat,  derselbe  an  einem  andern  Orte,  dessen 
Länge  k  ist  (östlich  positiv,  westlich  negativ  genommen)  in  dem- 
selben Augenblicke  den  Stnndenwinkel  t-hk  hat 

Statt  durch  die  beiden  sphärischen  Coordinaten,  Declination 
und  Stundenwinkel,  kann  man  den  Ort  der  Gestirne  auch  wieder 
durch  rechtwinklige  Coordinaten  angeben,  indem  man  denselben  auf 
drei  Goordinatenaxen  bezieht,  von  denen  die  positive  Axe  der  z 
anf  dem  Aequator  senkrecht  und  nach  dem  Nordpole  gerichtet  ist, 
während  die  Axen  der  x  und  y  in  der  Ebene  des  Aequators  liegen, 
und  zwar  so,  dafs  die  positive  Axe  der  x  nach  dem  Nullpunkte,  die 
positive  Axe  der  y  dagegen  nach  dem  neunzigsten  Grade  der  Stunden- 
winkel gerichtet  ist.  Bezeichnet  man  dann  die  Declination  mit  <^, 
den  Stundenwinkel  mit  ^,  so  hat  man: 

aß'  =*  cos  d  cos  *,  y*  =  cps  ^  sin  t,  g"  =:  sin  <J. 

Anm.  Diesem  zweiten  Goordinatensysteme  der  Declinationen  und  Stun- 
denwinkel entsprechend,  hat  man  eine  zweite  Gattung  von  Instrumenten,  die 
man  parallactische  Instrumente  oder  Aequatoreale  nennt.  Bei  diesen  steht 
der  Kreis,  welcher  bei  der  ersten  Gattu\ig  von  Instrumenten  dem  Horizonte 
parallel  ist,  dem  Aequator  parallel,  sodafs  die  darauf  senkrechte  Säule  sich 
in  der  Richtung  der  Weltaze  befindet.  Dann  ist  der  Kreis,  welcher  dieser 
Säule  parallel  ist,  ein  Declinationskreis.  Kennt  man  also  die  Punkte  der 
Kreise,  welche  dem  Meridian,  als  Anfangspunkte  der  Stundenwinkel,  und  dem 
Pole  entsprechen,  so  kann  man  durch  ein  solches  Instrument  die  Stunden- 
winkel und  Polardistanzen  oder  Declinationen  der  Gestirne  finden. 

4.  In  dem  letzten  Coordinatensystem  ist  die  eine  Coordinate, 
die  Declination,  unveränderlich,  während  der  Stunden winkel  der 
Zeit  proportional  wächst  und  in  demselben  Augenblicke  an  ver- 
schiedenen Orten  auf  der  Erde  um  den  Längenunterschied  der  Orte 
verschieden  ist.  Um  nun  auch  die  zweite  Coordinate  unveränder- 
lich zu  haben,  wählt  man  anstatt  des  veränderlichen  Punktes,  in 
welchem  der  Meridian  den  Aequator  durchschneidet,  einen  festen 
Punkt  des  Aequators  als  Anfangspunkt,  und  zwar  einen  der  Punkte, 
in  welchem  der  Aequator  von  dem  gröfsten  Kreise,  den  der  Mittel- 
punkt der  Sonne,  vom  Mittelpunkte  der  Erde  gesehen,  im  Laufe 
eines  Jahres  unter  den  Sternen  von  Westen  nach  Osten  beschreibt, 
geschnitten  wird.  Diesen  gröfsten  Kreis  nennt  man  die  Ecliptic 
oder  Sonnenbahn,  und  die  Neigung  derselben  gegen  den  Aequatoi:, 
die  ungefähr  23^  Grade  beträgt,  die  Schiefe  der  Ecliptic.  Die 
Durchschnittspunkte  der  Ecliptic  mit  dem  Aequator  heifsen  der 
Frühlings-  und  der  Herbst-Tag  und  Nachtgleichenpunkt, 
weil  auf  der  ganzen  Erde  Tag  und  Nacht  gleich  sind,  wenn  die 
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Sonne  am  21sten  März  und  23sten  September  jeden  Jahres  in 
diesen  Punkten  steht*).  Die  Punkte  der  Ecliptic,  welche  90^ 
von  den  Tag-  und  Nachtgleichenpunkten  abstehen,  heifsen  die 
Sonnenwendepunkte. 

Die  neu  eingeführte  Coordinate,  die  im  Aequator  vom  Frnh- 
lings-Tag-  und  Nachtgleichenpunkte  an  gezählt  wird,  heifst  die 
gerade  Aufsteigung  oder  die  Rectascension  des  Gestirns. 
Man  zählt  dieselbe  von  0^  bis  3600  von  Westen  nach  Osten  herum, 
also  entgegengesetzt  der  täglichen  Bewegung.  Statt  der  sphärischen 
Coordinaten  der  Rectascension  und  Declination  kann  man  wieder, 
ebenso  wie  früher,  rechtwinklige  Coordinaten  einführen,  indem  man 
den  Ort  der  Sterne  auf  drei  auf  einander  senkrechte  Axen  bezieht, 
von  denen  die  positive  Axe  der  z  senkrecht  auf  dem  ^equator  und 
nach  dem  Nordpole  gerichtet  ist,  während  die  Axen  der  x  und  y 
in  der  Ebene  des  Aequators  liegen,  und  zwar  so,  dafs  die  positive 
Axe  der  x  nach  dem  Anfangspunkte,  die  positive  Axe  der  y  nach 
dem  90sten  Grade  der  Rectascensionen  gerichtet  ist.  Bezeichnet  man 
dann  die  Rectascension  mit  a,  so  hat  man: 

oj"  =  cos  ^  cos  a,   y"  =  cos  ^  sin  a,   0"  =  sin  d. 

Die  Coordinaten  a  und  ^  sind  also  für  jeden  Stern  constant; 
um  aber  daraus  den  Ort  eines  Gestirns  an  der  scheinbaren  Him- 
melskugel für  einen  bestimmten  Augenblick  zu  erhalten,  mufs  man 
noch  die  Lage  des  Frühlingspunktes  gegen  den  Meridian  für  diesen 
Augenblick  kennen,  also  den  Stundenwinkel  des  Frühlingspunktes, 
welcher  die  Sternzeit  genannt  wird.  Von  dieser  gehen  24  Stunden 
auf  die  Zeit  einer  vollen  Umdrehung  der  Himmelskugel  oder  den 
Stemtag.  Es  ist  0^  Stemzeit  an  einem  Orte,  wenn  der  Frühlings- 
punkt im  Meridian  ist,  1**  wenn  der  Stundenwinkel  des  Frühlings- 
punktes 15  0  oder  1*»  ist.  Dies  ist  der  Grund,  weshalb  der  Aequator 
aufser  in  360^  auch  noch  in  24  Stunden  getheilt  wird. 

Bezeichnet  man  die  Stemzeit  mit  ^,  so  ist  immer: 

e  —  t=^a, 
also    ^  =  0  —  a. 

Ist  also  z.  B.  die  Rectascension  eines  Sterns  190^  20',  die  Stem- 
zeit ^  =  4  \  so  ist  ^  =  2290  40'  oder  130^  20'  östlich. 

Aus  der  Gleichung  für  t  folgt,  dafs,  wenn  ^=0  ist,  d  =  a 
wird.  Jedes  Gestirn  konmit  also  in  den  Meridian  oder  culminirt 
zu  einer  Stemzeit,  welche  gleich  seiner  Rectascension  in  Zeit  aus- 

*)  Da  nämlich  die  Sonne  dann  im  Aequator  steht,  Aequator  und  Hori- 
zont aber  als  grofste  Kreise  einander  halbiren,  so  verweilt  die  Sonne  an 
diesen  Tagen  ebenso  lange  über  als  unter  dem  Horizont. 
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gedrückt  ist.  Kennt  man  daher  die  gerade  Aufsteigung  eines  Sterns, 
welcher  in  einem  bestimmten  Augenblicke  im  Meridian  ist,  so  hat 
man  dadurch  auch  die  Stemzeit  dieses  Augenblicks*). 

Es  folgt  auch  aus  dem  Vorigen,  dafs,  wenn  die  Stemzeit  an 
einem  Orte  B  ist,  in  demselben  Augenblicke  die  Stemzeit  an  einem 
andern  Orte,  dessen  L&ngenunterschied  /c  ist,  S  -^-h  sein  mufs,  wo 
Je  positiv  oder  negativ  genommen  werden  mufs,  je  nachdem  der 
zweite  Ort  östlich  oder  westlich  vom  ersten  ist. 

Anm.  Die  Goordinaten  des  dritten  Systems  kann  man  durch  Instru- 
mente der  zweiten  Qattung  finden,  wenn  man  die  Stemzeit  kennt,  in  einem 
bestimmten  Falle  lassen  sich  die  Goordinaten  auch  durch  Instrumente  der 
ersten  (Gattung  finden,  nämlich  beim  Durchgange  der  Sterne  durch  den  Me- 
ridian, da  man  die  Rectascensionen  durch  die  Beobachtung  der  Durchgangs- 
zeiten,  die  Declinationen  durch  die  Beobachtung  der  Höhen  der  Sterne  im 
Meridian  erhält,  wenn  die  Aequator-  oder  Polhöhe  des  Beobachtungsortes 
bekannt  ist.  Zu  diesen  Beobachtungen  dient  der  Meridiankreis.  Soll  das 
Instrument  nicht  zum  Höhenmessen,  sondern  blos  zur  Beobachtung  der 
Dnrchgangszeiten  der  Sterne  durch  den  Meridian  dienen,  ist  dasselbe  also  ein 
reines  Asrimutalinstrument,  welches  in  der  Ebene  des  Meridians  aufgestellt  ist, 
80  heifst  es  Passageninstrument.  Beobachtet  man  an  einem  solchen  Instrumente 
nach  einer  guten,  nach  Stemzeit  regulirten,  Uhr  die  Durchgangszeiten  der 
Sterne  durch  den  Meridian,  so  findet  man  ihre  Rectascensionsunterschiede« 
Dafs  der  Anfangspunkt  der  Rectacensionen  nicht  unmittelbar  zu  beobachten 
ist,  macht  es  etwas  schwieriger,  die  absoluten  Rectascensionen  zu  finden. 

5.  Aufser  den  vorigen  bedient  man  sich  noch  eines  vierten 
Coordinatensystems,  dessen  Grundebene  die  Ecliptic  ist.  Gröfste 
Kreise,  welche  durch  die  Pole  der  Ecliptic  gehen,  also  senkrecht 
auf  derselben  stehen,  heifsen  Breitenkreise,  und  der  Bogen  eines 


*)  Die  Verwandlung  von  Bogen  in  Zeit  und  umgekehrt  mufs  man  sehr 
häufig  machen.  Hat  man  Bogen  in  Zeit  zu  verwandeln,  so  mufs  man  mit  15 
dividiren  und  die  bei  den  Graden  und  Minuten  bleibenden  Reste  mit  4  mul- 
tipliciren,  um  dieselben  in  Zeitminuten  und  Zeitsecunden  zu  verwandeln. 

So  wird:      239»  18' 46".  75 

=  15>»,  4  X  14  +  1  Minuten,  4x3  +  3  Secunden  und  0» .  117 
=  151»  57m  15«.  117. 

Hat  man  umgekehrt  Zeit   in  Bogen   zu  verwandeln,   so  mufs  man  die 
Stunden   mit  15  multipliciren,   die  Minuten  und  Secunden  aber  mit  4  divi- 
diren, um  dieselben   in  Grade  und  Bogenminuten  zu  verwandeln,   die  übrig 
bleibenden  Reste  aber  wieder  mit  15  multipliciren. 
So  wird:       15»»  57«  15«.  117 

=  225  -h  14  Graden,  15  +  3  Minuten  und  46.75  Secunden 
=  239«  18'  46"  .  75. 
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solchen  Breitenkreises,  welcher  zwischen  der  Ecliptic  und  dem  Ge- 
stirne enthalten  ist,  heifst  die  Breite  des  Gestirns.  Dieselbe  ist 
positiv,  wenn  das  Gestirn  in  der  nördlichen  der  beiden  Von  der 
Ecliptic  gebildeten  Halbkugeln  liegt,  negativ,  wenn  das  Gestirn  auf 
der  südlichen  Halbkugel  liegt.  Die  andre  Coordiüate,  die  Länge, 
wird  in  der  Ecliptic  gezählt  und  ist  der  Bogen  zwischen  dem 
Breitenkreise  des  Gestirns  und  dem  Frühlingspunkte.  Sie  wird 
von  0^  bis  360^  herum  in  demselben  Sinne  wie  die  Rectascension 
gezählt,  also  der  täglichen  Bewegung  der  Himmelskugel  entgegen- 
gesetzt*). Der  durch  die  Nachtgleichenpunkte  gehende  Declinations- 
kreis  heifst  der  Colur  der  Nachtgleichen;  dagegen  der  durch 
die  Sonnenwendepunkte  gelegte,  der  mit  dem  entsprechenden  Breiten- 
kreise zusammenfallt,  der  Colur  der  Sonnenwenden.  Der  Bogen 
dieses  Colurs,  welcher  zwischen  dem  Aequator  und  der  Ecliptic 
enthalten  ist,  ebenso  der  Bogen  zwischen  dem  Pole  des  Aequators 
und  dem  der  Ecliptic  ist  gleich  der  Schiefe  der  Ecliptic. 

Die  Länge  wird  im  Folgenden  immer  durch  ^,  die  Breite 
durch  ß^  die  Schiefe  der  Ecliptic  durch  e  bezeichnet. 

Drückt  man  die  sphärischen  Coordinaten  ß  und  k  durch  recht- 
winklige aus,  bezogen  auf  drei  auf  einander  senkrechte  Axen,  von 
denen  die  positive  Axe  der  z  auf  der  Ecliptic  senkrecht  und  nach 
dem  Nordpole  derselben  gerichtet  ist,  während  die  Axen  der  x  und  y 
in  der  Ebene  der  Ecliptic  liegen,  und  zwar  so,  dafs  die  positive 
Axe  der  x  nach  dem  Nullpunkte,  die  positive  Axe  der  y  nach  dem 
neunzigsten  Grade  der  Länge  gerichtet  ist,  so  hat  man: 

ac'"  =  cos/9  cosii,   y  =  cos;?  sin >l,  «""  =  sin/9. 

Die  Coordinaten  der  Länge  und  Breite  werden  nie  durch  directe 
Beobachtungen,  sondern  immer  nur  durch  Rechnung  aus  den  Coor- 
dinaten der  andern  Systeme  gefunden. 

Anm.  Da  die  Bewegung  der  Sonne  nur  scheinbar  ist,  vielmehr  die 
Erde  sich  jährlich  um  die  Sonne  herum  bewegt,  so  ist  es  gut,  sich  die  Be- 
deutung der  oben  gegebenen  Kreise  auch  für  diesen  Fall  klar  zu  machen. 
Der  Mittelpunkt  der  Erde  bewegt  sdeh  in  einer  Ebene  um  die  Sonne,  die 
durch  den  Mittelpunkt  der  Sonne  geht  und  die  scheinbare  Himmelskugel  in 
einem  gröfsten  Kreise,  der  Ecliptic,  schneidet.  Die  Länge  der  Erde  von  der 
Sonne  gesehen  ist  daher  immer  180^  von  der  Länge  der  Sonne,  von  der 
Erde  gesehen,  verschieden.  Die  Axe  der  Erde  macht  einen  Winkel  von  6&f^ 
mit  dieser  Ebene  und  bleibt  während  der  Bewegung  der  Erde  um  die  Sonne 
sidh  immer  parallel,  sie  beschreibt  daher  im  Laufe  eines  Jahres  die  Fläche 

*)  Die  Längen  der  Gestirne  werden  oft  auch  in  Zeichen  angegeben, 
deren  jedes  30  Grade  enthält    So  ist  6  Zeichen  15  Grade  =  195^  Länge. 
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eines  schiefen  Gylinders,  dessen  Basis  die  Erdbahn  ist.  Wegfen  der  unend- 
lichen Entfernung  der  scheinbaren  ffimmelskugel  wird  aber  die  Aze  auch  in 
allen  diesen  verschiedenen  Lagen  die  Himmelskugel  in  denselben  Punkten, 
den  Weltpolen,  zu  durchschneiden  scheinen,  deren  Abstand  von  den  Polen 
der  Ecliptie  23^^  ist.  Ebenso  wird  der  Erdäquator  durch  die  Bewegung  der 
Erde  parallel  mit  sich  herumgeführt  und  die  Durchschnittslinie  mit  der  Ebene 
der  Erdbahn,  obwohl  sie  immer  parallel  bleibt,  ändert  doch  ihre  Lage  im 
Eaume  im  Laufe  eines  Jahres  um  den  vollen  Durchmesser  der  Erdbahn. 
Aber  wegen  der  unendlichen  Entfernung  der  Himmelskugel  fallen  die  Durch- 
schnitte aller  Ebenen,  in  die  der  Erdäquator  nach  und  nach  gebracht  wird, 
mit  dem  grofsten  Kreise  zusammen,  dessen  Pole  die  Weltpole  sind,  und  die 
Durchschnittslinien  der  beiden  Ebenen  sind  alle  nach  dem  Durchschnitts- 
punkte der  grofsten  Kreise  des  Aequators  und  der  Ecliptie  gerichtet. 


n.    Die  Verwandlung  der  verschiedenen  Systeme  von 

Coordinaten  in  einander. 

6.  Um  den  Ort  eines  Gestirns,  der  auf  das  Coordinatensystem 
der  Azimute  und  Höhen  bezogen  ist,  auf  das  Coordinatensystem  der 
Stundenwinkel  und  Declinationen  zu  reduciren,  hat  man  nur  die 
Axe  der  z  im  ersten  Systeme  in  der  Ebene  der  x  und  z  nach^Ser 
Richtung  von  der  positiven  Axe  der  x  nach  der  positiven  Axe 
der  2r  zu  um  den  Winkel  90^  —  9?  (wo  <p  die  Polhöhe  bezeichnet) 
zu  drehen,  da  die  Axen  der  y  in  beiden  Systemen  zusammenfallen, 
und  erhält  dann  nach  der  Formel  (la)  für  die  Transformation  der 
Coordinaten  oder  auch  nach  den  Formeln  der  sphärischen  Trigo- 
nometrie, wenn  man  das  Dreieck  zwischen  dem  Zenith,  dem  Pole 
und  dem  Sterne  betrachtet;*) 

sin  ^  =  sin  95  sin  h  —  cos  ^  cos  Ä  cos  A 

cos  (^  sin  ^  =  cos  A  sin  ii 

cos  ^  cos  *  =  sin  Ä  cos  ^  +  cos  Ä  sin  tp  cos  A, 

Will  man  die  Formeln  in  einer  zur  logarithmischen  Berechnung 
bequemeren  Form  haben,  so  setze  man: 

sin  A  ===  m  cos  Jtf 

cos  Ä  cos  J.  =  wsin  M.^ 

*)  Die  drei  Seiten  dieses  Dreiecks  sind  respectiye: 

90«  — Ä,  90°— <y  und  900  —  9» 
und  die  denselben  gegenüberstehenden  Winkel: 

i^  180«  —  il  und  der  Winkel  am  Stern. 
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wodurch  man  erhält: 

sin  <J  :=  m  sin  (^  —  M) 
cos  ^  sin  ^  =  cos  A  sin  ^ 
cos  ^  cos  ^  =  m  cos  (^  —  M), 

Diese  Formeln  geben  die  gesuchten  Gröfsen  ohne  alle  Zwei- 
deutigkeit. Denn  da  alle  Stücke  durch  den  Sinus  und  Cosinus 
gefanden  werden,  so  hat  man  nur  auf  die  Zeichen  gehörig  zu 
achten,  um  für  die  gesuchten  Stücke  immer  die  rechten  Quadranten 
zu  nehmen.  Die  Hülfswinkel,  welche  man  zur  Umformung  solcher 
Formeln  einführt,  haben  immer  eine  geometrische  Bedeutung^  die 
sich  in  jedem  Falle  leicht  finden  läfst.  Geometrisch  betrachtet 
beruht  nämlich  die  Einführung  der  Hülfswinkel  darauf,  dafs  man 
das  schiefwinklige  sphärische  Dreieck  entweder  in  zwei  rechtwink- 
lige Dreiecke  theilt  oder  zu  einem  rechtwinkligen  ergänzt.  Im 
gegenwärtigen  Falle  mufs  man  sich  von  dem  Stern  auf  die  gegen- 
überliegende Seite  90  —  9>  oder  deren  Verlängerung  ein  Perpen- 
dikel gefällt  denken,  und  da: 

tang  h  =  cosÄ  cotang  3f , 

so  ist  nach  der  dritten  der  Formeln  (10)  in  No.  8  der  Einleitung  M 
der  Bogen  zwischen  dem  Zenith  und  dem  FuTspunkte  des  Perpen- 
dikels; femer  ist  nach  der  ersten  der  Formeln  (10)  m  der  Cosinus 
des  Perpendikels  selbst,  da: 

sin  Ä  =  cos  P  cos  JM", 

wenn  man  das  Perpendikel  durch  P  bezeichnet. 

Es  sei  für  die  Polhöhe  ^  =  52^  30'  16"  .  0  gegeben: 

h  =  16«  11'  44"  .0     Ä  =  202«  4'  15" .  5. 

Dann  ist  die  Rechnung  die  folgende: 

cos  A  9.9669481n       m  sin  M  9.9493620n 
cos  h  9.9824139         m  cos  M  9.4454744 
sin ^  9.5749045»      ilf=— 72<'35'54".61 

sin  M  9.9796542n 

^  — 3f=  125<>6'10".61 
sin(jp  —  if)  9.9128171    cos  ^  sin  *  9.5573184»    sin  <J  9.8825249 
m  9.9697078    cos  <J  cos  ^  9.7294114»    cos  <J  9.8104999 


cos  (sp  —  M)  9.7597036»  t  =  213  56  2.22   ^  =  +  49  43  46.00 

cos«  9.9189115»  . 

7.  Bei  weitem  häufiger  wird  der  umgekehrte  Fall  angewandt, 
wo  man  einen  Ort,  der  auf  das  Coordinatensystem  der  Stunden- 
winkel und  Declinationen  bezogen  ist,  auf  das  Coordinatensystem 
der  Azimute  und  Höhen  reduciren  will.    Man  hat  dann  wieder  nach 


oder  aucb: 
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Fonnel  (1)  für  die  Transformation  der  Coordinaten  folgende  Glei- 
chungen: 

sin  A  ««  sin  fp  sin  (f  4-  cos  ^  cos  ^  cos  t 
cos  ^  sin  J.  ==  cos  ^  sin  ^ 
cos  Ä  cos  J.  =  —  cos  ^  sin  <J  -f  sin  ^  cos  d  cos  ^, 
denen  man  wieder  leicht  durch  Einfahrung  von  Hülfswinkeln  eine 
bequemere  Form  geben  kann.    Setzt  man  nämlich: 

cos  ^  cos  <  =  m  cos  Jlf 
sin  ^  :=  91»  sin  M 

80  ist: 

sin  A  =  m  cos  (^  —  M) 

cos  A  sin  ji  =s  cos  ^  sin  t 
cos  A  cos  ul  s=  m  sin  (^  —  M) 

,       cos  M  taoff  t 

.        ,  cosJ.         ^. 

*«°g*  =  t«ng»-lf)>- 
Sucht  man  die  Zenithdistanz  allein,  so  sind  die  folgenden  For- 
meln bequem.    Aus  der  ersten  Formel  für  sin  h  erh&lt  man: 

cos  üT  =s  cos  (jp — d)  —  2  cos^p  cos d  sin  \  **, 

oder: 

sin  ^  «'  =  sin  -J  (^  —  <t)'  +  cosf»  cos <J  sin  ^  ** 

Setzt  man  nun: 

n  =  sin-K^ — d) 

m  =  Vcos  ^  cos  <t , 
so  ist: 

sini««=n«(l  +  Jsinit«), 
oder,  wenn  man  setzt: 

—  sin  -1  <  =  tang  k 
.    ,  n 

sm  i  «  = :  . 

cos  X 

Ist  sin  X  gröfser  als  cos  >l,  so  ist  es  vortheilhafter,  die  Formel 

sin  i  Ä  =  -: — :  sin  *  J 
sm  X 

zu  berechnen.    Man  mufs  hier  übrigens,  wie  man  später  sehen  wird, 

für  Sterne,  welche  südlich  vom  Zenith  culminiren,  ^  —  <J,  für  Sterne 


*)  Da  das  Aximnt  immer  auf  derselben  Seite  des  Meridians  liegt  wie 
der  Stondenwii^el,  so  loinn  man  auch  bei  Anwendung  dieser  letzteren  For- 
oieln  niemals  über'  den  Quadranten  im  Zweifel  sein,  in  welchem  man  das- 
selbe zu  nehmen  hat.. 

Brannow,  sphärische  Astronomie.    4.  Aufl.  g 
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dagegen,  die  nördlich  vom  Zenith  cnlminiren,  S  —  ^  in  der  Formel 

zur  Berechnung  von  n  brauchen. 

Wendet  man  auf  das  Dreieck  zwischen  dem  Zenith,  dem  Pole 

und  dem  Sterne  die  Gaufsischen  Formeln  an,  so  erhält  man,  wenn 

man  den  Winkel  am  Sterne  mit  p  bezeichnet: 

coB  ^  e ,  sin  i  (Ä — p)  =  sin^t  .siD.^(jp  +  d) 
cos-J Ä .  cos  -J  (Ä — p)  ^  cos^  * .  cos  i  (9> — ^) 
sin  i  « .  sin  -J  (-4.  -f  p)  =  sin  ^  * .  cos  i  (?>  +  ^) 
sin  4^ « .  cos^  (-4.  -f  p)  =  cos  i  ^ .  sin  ^  (^ — d). 

Rechnet  man  das  Azimut  vom  Nordpuncte  aus,  wie  man  es  far 
den  Polarstem  wohl  thut,  so  hat  man  180  —  Ä  statt  Ä  in  diese 
Formeln  einzufuhren  und  erhält: 

cos i « .  sin  ^(p-^Ä)  =  cos^t.  cos i (ß — ^) 
cos  4^ « .  cos  ^(p  +  Ä)  =  sin  ^  < .  sin  ^  (<y  +  ^) 
sin  i  j5 .  sin  i  (p — Ä)  =  cos  ^  t .  sin  i  (et —  ^) 
sin  ^  « .  cos  i  (p — A)  ^  sin  ^  < .  cos  i  (<J  +  9?).    • 

Häufig  kommt  der  Fall  vor,  dafs  man  für  eine  bestimmte  Pol- 
höhe eine  grofse  Menge  solcher  Verwandlungen  zu  machen  hat*), 
far  welche  man  der  bequemeren  Rechnung  wegen  im  Voraus  Tafeln 
berechnen  will.  Für  diesen  Fall  ist  folgende  Transformation  be- 
sonders bequem.    Es  war: 

(a)  sin  Ä  =  sin  9?  sin  ^  -f-  cos  9?  cos  d  cos  t 

(6)        cos  Ä  sin  J.  =  cos  ^  sin  t 

(c)  cos  Ä  cos  J.  =  —  cos  ^  sin  (J  -J-  sin  ^  cos  d  cos  t. 

Bezeichnet  man  mit  äq  und  ^0  diejenigen  Werthe  von  Ä  und  <J, 
die,  wenn  man  sie  in  die  vorstehenden  Gleichungen  setzt,  Ä  =  0 
geben,  so  hat  man: 

(d)  0  =  sin  ^  sin  ^0  -)•  cos  ^  cos  Jb  cos  t 

(e)  sin  Ao  =  cos  ^0  sin  t 

(f)  cos  ^  =  —  cos  95  sin  ^0  +  sin  ^  cos  ^0  cos  t, 
Multiplicirt  man  (f)  mit  cosf>  und  subtrahirt  davon  die  Glei- 
chung (d),  nachdem  man  dieselbe  mit  siuf  multiplicirt  hat,  mul- 
tiplicirt man  femer  die  Gleichung  (f)  mit  sin^^  und  addirt  dazu 
die  Gleichung  (d)^  nachdem  man  dieselbe  mit  cos  ^  multiplicirt  hat, 
so  erhält  man: 

cos  ^  cos  ^  =  —  sin  ^0 
cos  Aosin  ^  =  cos  do  cos  t 
sin  Aq  =  cos  <Jo  sin  t. 

*)  Wenn  man  z.  B.  Sterne,  deren  Ort  durch  Rectascension  und  Decli- 
nation  gegeben  ist,  an  einem  Instrumente  einstellen  will,  an  dem  man  nur 
Höhen  und  Azimute  ablesen  kann.  Man  muTs  dann  vorher  aus  der  Rect- 
ascension und  Stemzeit  den  Stundenwinkel  berechnen. 
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Setzt  man  dann: 

sin  9?  ==  sin  ^^  cos  B 

cos  ^  cos  ^  =  sin  ^  sin  B 

cos  ^  sin  ^  =  cos  ;*, 

80  erhält  man  aus  der  Gleichung  (d): 

0  =  sin  /^  sin  (do  +  B) 

oder: 

do=—B 

und  aus  (a): 

sin  Ä  =  sin  7^  sin  (<J  +  B), 
Femer  erhält  man,  wenn  man  vom  Producte  der  Gleichungen 
(b)  und  (f)  das  Product  der  Gleichungen  (c)  und  (e)  abzieht: 
cos  h  sin  (Ä  —  Ao)  =  cos  ^  sin  t  sin  (^  —  ^o)  =  cos  ;*  sin  (<J  +  B) 
und  ebenso,  wenn  man  zum  Producte  der  Gleichungen  (c)  und  (f) 
das  Product  der  Gleichungen  (b)  und  (e)  und  das  der  Gleichungen 
(d)  und  ((0  addirt: 
cos  h  cos  (J.  —  Ao)  =  cos  ^  cos  ^o  sin  t^  +  sin  d  sin  ^o  +  cos  <J  cos  ^o  cos  <* 

=  cos  (d  —  &o)  =  cos  {d  +  J5). 
Das  System  der  Formeln  ist  also  vollständig: 

sin  ^  =  sin  7^  cos  B  \ 
cos  ^  cost  =  sin  7*  sin  JB  >  (1) 

cos  ^  sin  ^  =  cos  y  i 

sin  B  =  cos  Ao  cos  ^  ^ 


cos  J?  cos  t  =  co8Ao  sin  9?  /  (2) 

cos  B  sin  ^  =  sin  Ae  ) 


sin  Ä  =  sin  T'  sin  (^  -|-  B)\ 
cos  Ä  cos  (-4  —  Ao)  =  cos  (<J  +  jB)  >  (3). 

cos  Ä  sin  (il  —  Ao)  =  cos  7*  sin  (<J  -j-  JB)  i 

Setzt  man  D  =  sin  7^,  C  =  cos  /^  A  —  Ao=  u^  so  gehen  diese 
Formeln  in  die  folgenden  über: 

tang  J5  ==  cotg  ^  cos  t 
tang  ^0  =  sin  ^  tang  t 
sinÄ  =  Dsin(B-h<J) 
tang  u  —  C  tang  (JB  +  <J) 
-4  =  -4o  + 1* 
und  i>  und  C  sind  dann  der  Sinus  und  Cosinus  eines  Winkels  ^^ 
der  gegeben  ist  durch  die  Gleichung: 

cotang  7*  =  sin  B  tang  t  =  cotang  ^  sin  Ao*). 
Dies    sind   die   von  Gaufs    in  „Schumachers  Hülfstafeln,    neu 
herausgegeben  von  Warnstorff,  pag.  135  flP."  mitgetheilten  Formeln. 


*)  Es  ist  nämlich  nach  den  Formeln  (2): 

cotang  9?  sin  ^  =  sin  B  tang  t. 


84 

Bringt  man  nun  die  Gröfsen  D,  C,  B  und  Äo  in  Tafeln,  deren 
Argument  t  ist,  so  ist  also  die  Berechnung  der  Höhe  und  des 
Azimuts  aus  dem  Stundenwinkel  und  der  Declination  auf  die  Be- 
rechnung der  Formeln: 

sinÄ  =  Dsin(5+(J) 
tang  u=  C  tang  (ß  -f  d) 
A  =  Aq  +  u 
zurückgeführt.    In  WarnstorflF's  Hülfstafeln  findet  man  eine  solche 
Tafel  für  die  Polhöhe  der  Altonaer  Sternwarte  berechnet.    Man  tat 
übrigens  nur  nöthig,  diese  Tafeln  von  ^  =  0  bis  ^  =  6  "^  zu  berechnen. 
Denn  aus  der  Gleichung  tang  ^o  =  sin  99  tang  t  folgt,  dass  ^  und  t 
immer   in   demselben  Quadranten  liegen,    dafs  man  also  für  einen 
Stundenwinkel  =  12*^  —  t  nur  180^  —  Ä  zu  nehmen  hat.    Femer 
folgt  aus  den  Gleichungen  für  5,  dafs  dieser  Winkel  negativ  wird, 
wenn  ^>6**  oder  >  90^  ist  und  dafs  man  für  einen  Stundenwinkel 
12^  —  t  den  Werth  — B  anzuwenden  hat.    Die  Gröfsen: 

0  =  cos  5?  sin  t  und  D  =  V sin  ^^  +  cos  ^^  cos  t'^ 
werden  dagegen  gar  nicht  geändert,  wenn  man  180*^  —  t  statt  t  in 
diese  Ausdrücke  setzt.  Liegt  t  zwischen  12^  und  24*^,  so  hat  man 
nur  die  Rechnung  mit  dem  Complement  von  ^  zu  24**  durchzuführen 
und  nachher  für  das  gefundene  Ä  sein  Complement  zu  360^  zu 
nehmen. 

Es  ist  nun  leicht,  die  geometrische  Bedeutung  der  Hülfswinkel 
zu  finden.  Da  ^0  derjenige  Werth  von  ^  ist,  der,  in  die  erste  der 
ursprünglichen  Gleichungen  gesetzt,  ä  =  0  macht,  so  ist  do  die 
Declination  desjenigen  Punktes,  in  welchem  der  durch  den  Stern 
gelegte  Stundenkreis  den  Horizont   schneidet   und    ebenso  ist  Äq 

das  Azimut  dieses  Punktes.    Da  ferner 
^'^'  1-      ^  JB  =  —  <Jo,  so  ist  5  H-  (J  der  Bogen  SF 

Fig.  1*)  des  bis  zum  Horizonte  ver- 
längerten Stundenkreises.  Betrachtet 
man  dann  das  rechtwinklige  Dreieck 
FOK^  welches  vom  Horizonte,  dem 
Aequator  und  der  Seite  FK=B  ge- 
bildet wird,  so  hat  man  nach  der 
sechsten  der  Formeln  (10)  der  Ein- 
leitung, weil  der  Winkel  an  0  gleich 
900  —  ^  ist: 
sin  ^  =  cosB  sin  OFK 

*)   In  dieser  Figur  ist  P  der  Pol,   Z  das  Zenith,    OH  der  Horizont, 
OA  der  Aequator  und  8  der  Stern. 
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Da  aber  auch  sin  $?  «=  D  cos  B  ist,  so  ist  D  der  Sinus,  mithin 
C  der  Cosinus  des  Winkels  OFK,  Endlich  ist,  wie  leicht  zu  sehen, 
der  Bogen  FH=Äo  und  der  Bogen  FG^=u. 

Man  findet  also  die  vorher  gegebenen  Formeln  durch  die  Be- 
trachtung der  drei  rechtwinkligen  Dreiecke  PFH,  OFK  8F0. 
Das  erste  Dreieck  giebt: 

taug  Ao  =  tang  t  sin  ^, 
das  zweite: 

tang  B  =  cotang  fo  cos  t 
cotang  T'  =  sin  B  tang  t  =  cotg  ^  sin  Üo, 

und  endlich  das  dritte: 

sin  Ä  =  sin  7*  sin  {B  +  ^). 
tang  u  =  coay  tang  (B  +  &). 

Derselben  Hülfsgröfsen  kann  man  sich  nun  auch  fär  die  Auf- 
lösung der  umgekehrten  in  No.  6  betrachteten  Aufgabe  bedienen, 
aus  der  Höhe  und  dem  Azimute  eines  Sterns  seinen  Stundenwinkel 
und  seine  Declination  zu  berechnen.  Man  hat  nämlich  in  dem 
rechtwinkligen  Dreiecke  8KL^  wenn  man  LG  mit  B,  LK  mit  w, 
AL  mit  Äo  und  den  Cosinus  des  Winkels  SLK  mit  C,  den  Sinus 
mit  D  bezeichnet: 

C  tang  (h—B)  =  tang  u 
Dsin(Ä— JB)  =  sin<r 
und  t  =  Ao  —  «, 

wo  jetzt: 

tang  B  =  cotang  ^  cos  A 
tang  ^  =.  sin  $9  tang  4 

und  D  und  G  die  Sinus   und  Cosinus  eines  Winkels  y  sind,    der 
gegeben  ist  durch  die  Gleichung: 

cotang  ^^  =  sin  B  tang  A, 

Man  hat  also  för  die  Berechnung  der  Hülfsgröfsen  dieselben 
Formeln  wie  früher^  nur  mit  dem  Unterschiede,  dafs  überall  A 
statt  t  vorkommt,  und  man  kann  sich  daher  derselben  Hülfstafeln 
wie  vorher  bedienen,  wenn  man  nur  jetzt  als  Argument  das  in  Zeit 
verwandelte  Azimut  nimmt. 

8.  Die  Cotangente  d.es  Winkels  y,  welche  Gaufs  mit  J5  be- 
zeichnet, kann  dazu  dienen,  den  Winkel  am  Stern  in  dem  Dreiecke 
zwischen  Pol,  Zenith  und  Stern  zu  berechnen.  Dieser  von  dem 
Vertical-  und  dem  D^clinationskreise  gebildete  Winkel,  welcher  der 
parallactische  Winkel  heifst,  wird  sehr  häufig  gebraucht.  Hat 
man  die  vorher  erwähnten  Hülfstafeln,  in  denen  auch  die  Gröfse  E 
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aufgeföhrt  ist ,  so  erhält  man  diesen  Winkel,  der  mit  p  bezeichnet 
werden  soll,  durch  die  bequeme  Formel: 

wie  man  sogleich  sieht,  wenn  man  auf  das  rechtwinklige  Dreieck 
8QF  Fig.  1  die  fünfte  der  Formeln  (10)  in  No.  8  der  Einleitung 
anwendet.  Hat  man  dagegen  die  Täfeln  nicht,  so  erhält  man 
durch  die  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  aus  dem  Drei- 
ecke SFZ\ 

cos  h  sinp  =  cos  y  sin  t 

cos  h  cosj)  =  cos  (^  sin  ^  —  %md  cos  ^  cos  ^, 

oder,  wenn  man  setzt: 

cos  5P  cos  ^  =  n  sin  N 
sin  ^  =  n  cos  JT, 

für  logarithmische  Rechnung  bequemer: 

cos  Ä  sin|>  =  cos  ^  sin  t 
cos  Ä  cos  j>  =  n  cos  {d  +  N), 

Der  parallactische  Winkel  wird  unter  Anderem  gebraucht,  wenn 
man  den  Einflufs  berechnen  will,  den  eine  kleine  Aenderung  in 
dem  Azimut  und  der  Höhe  auf  den  Stundenwinkel  und  die  Decli- 
nation  hat  Man  erhält  nämlich,  wenn  man  auf  das  Dreieck  zwischen 
Pol,  Zenith  und  Stern  die  erste  und  dritte  der  Formeln  (11)  in 
No.  9  der  Einleitung  anwendet: 

dd  =  co%pdh  +  cos  td^  +  cos  h  sin j9 .  dA 
cos  ddt  =  —  smpdh  +  sin  t  ^ind ,d^  -r  cos h  cos j> . dA 
und  ebenso: 

dh^^  cxispdd — cosAd^  —  cos^sinjp.d* 
cos hdA  =  Binpdli  —  sin  A  sin Ä(2f>  +  cos  d  cos pdi. 

9.  Um  die  Coordinaten  der  Rectascension  und  Declination  in 
Coordinaten  der  Länge  und  Breite  zu  Yerwandeln,  hat  man  nur  die 
Axe  der  2:"*)  in  der  Ebene  der  y"  z**  nach  der  Richtung  von  der 
positiven  Axe  der  y"  nach  der  positiven  Axe  der  2^"  um  den  Winkel  e, 
der  gleich  der  Schiefe  der  Ecliptic  ist,  zu  drehen.  Dann  erhält  man 
nach  den  Formen  (la)  in  No.  1  der  Einleitung,  da  die  Axen  der 
x"  und  x'"  in  beiden  Systemen  zusammenfallen: 

cos  y9  cos  ^  =  cos  <^  cos  a 
cos  ß  sin  ^  =  cos  d  sin  a  cos  e  +  sin  (^  sin  £ 
sin  )9  =  —  cos  d  sin  a  sin  e  -h  sin  d  cos  e. 

*)  S.  No.  4  dieses  Abschnitts. 
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Diese  Fonneln  kann  n^an  auch  wieder  ableiten,  indem  man 
das  Dreieck  zwischen  dem  Pole  des  Aequators,  dem  Pole  der 
Ecliptic  und  dem  Sterne  betrachtet,  in  welchem  die  drei  Seiten 
900  —  d^  90®  —  ß  und  c,  die  denselben  gegenüberstehenden  Winkel 
respective  90®  —  X,  90®  H-  a  und  der  Winkel  am  Stern  sind. 

um  die  obigen  Formeln  för  logarithmische  Rechnung  bequem 
einzurichten,  führe  man  die  Hülfsgröfsen  ein: 

üf  sin  JT  =  sin  <J  .  . 

Jf  cos^=  cos^sina,  ^^ 

wodurch  die  drei  Gleichungen  in  die  folgenden  übexgehen: 

cos  ß  cos  k  =  cos  d  cos  a 

cos  ß  smA=^  M  cos  (N —  c) 
sin  )9  =  Jlf  sin  (N—  e), 

oder,  wenn  man  alle  6r6fsen  durch  Tangenten  sucht  und  für  M 

seinen  Werth 

cos  d  sma 
cos  N 
substituirt,  in  die  folgenden: 


sina 


I 


co^(2f-^  (6). 

*  cos^  *      ' 


:l 


tang  ß  =  tang  (N —  e)  sin  X 

Die  ursprünglichen  Formeln  geben  X  und  ß  ohne  alle  Zwei- 
deutigkeit; braucht  man  aber  die  Formeln  (6)  zur  Rechnung,  so 
kann  es  zweifelhaft  sein,  in  welchem  Quadranten  man  den  Winkel  X 
zu  nehmen  hat.    Aus  der  Gleichung 

cos  /9  cos  ^  =  cos  d  cos  a 

folgt  aber,  dafs  man  den  Winkel  X  immer  in  demjenigen  Quadranten 
zu  nehmen  hat,  der  einmal  dem  Zeichen  Yon  tang  X  Genüge  leistet 
und  dann  die  Bedingung  erfüllt,  dafs  cos  a  und  cos  X  dasselbe  Zeichen 
haben. 

Als  ControUe  der  Rechnung  kann  man  noch  die  Gleichung 
anwenden : 

cos  (N —  e) cos  ß  sin  X  .  . 

cos  J^  cos  (J  sin  a ' 

die  durch  Division  der  Gleichungen: 

cos  ß  8mX=^  M  cos  {N —  e) 
und 

cos  (^  sin  a  =  Jlf  cos  N 
entsteht. 
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Di6  geometrische  Bedeutung  der  Hülfsgröfsen  läfst  sich  leicht 
finden.  N  ist  der  Winkel,  welchen  der  den  Frählingspunkt  mit 
dem  Sterne  verbindende  gröfste  Kreis  mit  dem  Aequator  bildet,  und 
Jf  der  Sinus  dieses  Bogens  des  gröfsten  Kreises. 

Beispiel.    Es  sei: 

" a  =  6°  33'  29"  .30    ^  =  —  16«  22'  35"  .45 

e  =  23°  27' 31".  72, 
dann  giebt  die  Berechnung  der  Formeln  (h)  und  (c): 

cos<f    9.9820131  tanga      9.0605604 

tang^    9. 4681562«          cos(y---e)     9   02920f 7« 
®  cos  Jr  

sin  a    9  .  0577093  .1  =  359»  17'  43"  .  91 


2V  =  -  68«  45'  41"  .  88 
e  =  +  23  27  31    .72 
Ä^— e  =  — 92   13  13    .60 
C08(^— e)    8.5882086» 
cosN    9.5590069 


tang(^'— e)  1.4114653 
sm>l    8. 0897293h 
/9  =  —  17«  35'  37"  .  53 
008/9=9.9791948 


cos  /9  sin  il  =  8  .  0689241n 
cos  (J  sin  a  =  9  .  0397224 

9 .  0292017n  . 

Wendet  man  auf  das  Dreieck -zwischen  dem  Sterne,  dem  Pole 
des  Aequators  und  dem  Pole  der  Ecliptic  die  GauTsischen  Formeln 
an,  so  erhält  man,  wenn  man  den  Winkel  am  Stern  mit  90^  —  E 
bezeichnet:*) 

sin  (45«— ii^)  sin  i  (JK—  X)  =  cos  (45«  +  i«)  sin  [45«— i  (e  +  (J)] 
sin (45  —iß)  cos  i  (JE—X)  ==  sin  (45  +ia)  cos  [45  — i  (e— ^)] 
cos  (45  —iß)  sin  i (E+X)  =  sin  (45  +ia)  sin  [45  —  i (e— ^)] 
cos  (45  —\ß)  cosi(JE7+/)  =  cos  (45  4-^a)  cos  [45  — i(e  +  ^)], 

Formeln,  die  besonders  bequem  sind,  wenn  man  zugleich  mit  den 
Gröfsen  X  und  ß  auch  die  Kenntnifs  des  Winkels  90^  —  E  verlangt. 

Anm.  Encke  hat  im  Jahrbuche  fdr  1831  noch  Tafeln  gegeben,  die  für 
eine  genäherte  Berechnung  der  Länge  und  Breite  aus  der  Rectascension  und 
Declination  äufserst  bequem  sind.  Sie  beruhen  auf  der  Transformation  der 
drei  Grundgleichungen  in  No.  9,  ähnlich  der  in  No.  7  dieses  Abschnitts  far 
die  dort  erwähnten  Tafeln  benutzten. 

10.  Für  den  umgekehrten  Fall,  wenn  man  die  Coordinaten 
eines  Sternes  in  Bezug  auf  die  Ecliptic  in  Coordinaten  in  Bezug 
auf  den  Aequator  verwandeln  will,  weirden  die  Formeln  ganz  ähnlich. 
Man  erhält  dann  durch  die  Formeln  (1)  für  die  Transformation  der 


*)  Gauss  Theoria  motus  pag.  64. 
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Oöordinaten   oder   anch   aus   dem  vorher  betrachteten  sphärischen 
Dreiecke: 

cos  ^  cos  a  =  cos  /9  cos  X 
cos  ^  sin  a  =  cos  ß  sin  il  cos  e  —  sin  )9  sin  e 
sin  ^  =  cos  y9  sin  ^  sin  e  +  sin  yff  cos  e. 

Dieselben  Gleichungen  erhält  man  auch,  wenn  man  in  den  drei 
orspronglichen  Gleichungen  in  No.  9  ß  und  X  mit  ^  und  a  vertauscht 
und  den  Winkel  e  negativ  nimmt.  Auf  dieselbe  Weise  findet  man 
dann  auch  aus  den  Formeln  (b): 

^  sinx 

,  cos  {N+  e)  .        , 

^  cos^        ^ 

tang  (J  =  tang  (JV-f  e)  sin  a 

und  aus  (c)  die  Prüfungsgleichung: 

cosiN-j-e).     cos  ^  sin  g 

cos  ^  cos  /5  sin  ^ '  , 

wo  jetzt  N  den  Winkel  bedeutet ,  welchen  der  den  Stern  mit  dem 
Fröhlingspunkte  verbindende  gröfste  Kreis  mit  der  Ecliptic  macht. 

Die.Gaufsischen  Gleichungen  geben  endlich  für  diesen  Fall: 

sin  (450— ieJ)  sini(E+  a)  =  sin  (45«+i>l)  sin  [45°— i(e  +  y9)]  • 
sin  (45  — i^)  cos  i  (E+  a)  =  cos  (45  +^X)  cos  [45  -^i  (e— /?)] 
cos  (45— i<J)  sin  i(JS— «)=  cos (45  +i>l)  sin  [45  — i(e— Ä] 
cos  (45  — i^)  cosi(E— a)  =  sin  (45  +i>l)  cos  [45  —i(e +/?)]. 

Ein  Beispiel  für  diesen  Fall  anzuführen  ist  nicht  weiter  nöthig, 
da  die  Formeln  den  früheren  ganz  ähnlich  sind. 

Anm.  Für  die  Sonne,  welche  sich  in  der  Ebene  der  Ecliptic  bewegt, 
werden  diese  Ausdrücke  einfacher.  Bezeichnet  man  nämlich  die  Lange  der 
Sonne  durch  X,  ihre  Bectascension  und  Declination  durch  A  und  D,  so  er- 
halt man; 

tang  A  SS  tang  L  cos  e 
sin  D  =  sin  X  sin  e 
oder  auch: 

tang  D  =  tang  e  sin  A, 

11.  Den  Winkel  am  Sterne  in  dem  Dreiecke  zwischen  dem 
Pole  des  Aequators,  dem  Pole  der  Ecliptic  und  dem  Sterne,  wel- 
cher von  dem  Declinations-  und  Breitenkreise  gebildet  wird,  findet 
man  zugleich  mit  X  und  ß  oder  a  und  ^^  wenn  man  die  Gaufsischen 
Formeln  zur  Berechnung  dieser  Gröfsen  anwendet,  indem,  wenn 
man  diesen  Winkel  mit  ^  bezeichnet,  17  =  90  —  E  ist.   Braucht  man 
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aber    diesen  Winkel,   ohne  die  Gaufsischen  Fonneln  berechnet  au 
haben,  so  findet  man  denselben  durch  die  Oleichungen: 

'  cos  ß  BiüTj  =^  cos  a  sin  e 
cos  /ff  cos  17  =  cos  e  cos  ^  +  sin  e  sin  ^  sin  a 

oderi 

cos  (^  sin  17  =  cos  i  sin  e 

cos  d  cos  7j  =  cos  e  cos  ß  —  sin  e  sin  ß  sin  i, 
oder,  wenn  man  setzt: 

cos  e  =  m  cos  M 
sin  e  sin  a  =  m  sin  M 

oder: 

cos  e  =  n  cos  N 

sin  e  sin  ^  =  n  sin  N 
durch  die  Gleichungen: 

cos  /ff  sin  17  =  cos  a  sin  e 

cos  yff  cos  17  =  w  cos  (M —  ^) 
oder: 

cos  d  smjj  ^=  cosX  sin  e 

cos  <J  cos  jy  =  »  cos  (JV  +  yff). 
Man  braucht  diesen  Winkel  wieder,  wenn  man  den  Einflufs 
untersuchen  will,  den  kleine  Aenderungen  in  den  Gröfsen  ^,  ß  und  e 
auf  a  und  ^  und  umgekehrt  haben.  Man  erhält  nämlich,  wenn  man 
auf  das  betrachtete  Dreieck  die  erste  und  dritte  der  Formeln  (11) 
in  No.  9  der  Einleitung  anwendet: 

dß  =  cos  rjdd  —  cos  d  sin  y^ ,  da  —  sin  i(?e 
cos ßdX  =  sin  j^dd  -^  cos d  costj  .da  +  cos X  sin/ffde, 
und  umgekehrt: 

dd  ==  008  1^(2^  +  cos /ff  sin  17  .(?>l  + sin  «de 
cos  dda  =  —  sin  rjdß  +  cos  ß  cokvj  ,dA  —  cos  a  sin  ^ .  de. 
Anm.  Die  obige  Annahme,  dafs  der  Mittelpunkt  der  Sonne  sieb  immer 
in  der  Ebene  der  Ecliptic  bewegt,  ist  nicht  in  aller  Strenge  richtig,  vielmehr 
hat  die  Sonne  wegen  der  Störungen  durch  die  Planeten  in  der  Regel  eine 
kleine  ndrdliche  oder  südliche  Breite,  die  indessen  nie  eine  Bogensecunde 
übersteigt.  Man  mufs  daher  die  Rectascension  und  Declination,  wenn  die- 
selben nach  den  in  der  Anmerkung  zu  10  gegebenen  Formeln  berechnet 
sind,  noch  für  die  Breite  corrigiren.  Wird  dieselbe  aber  mit  B  bezeichnet, 
so  hat  man  noch  die  Differentialformeln: 

COS  JJ 

dD  =^      cos  17 .  J3, 

oder,  wenn  man  hier  die  Werthe  von  sin  tj  und  cos  ^  aus  den  Formeln  far 

cos  ß  sin  17  und  cos  ^  cos  17,  nachdem  man  darin  /ff  =  0  gesetzt,  substituirt: 

cos  D .  dÄ  =  —  cos  -4.  sin  e .  J5, 

■.  ^  cos  e     _. 

dD  =       -^^^ .  B, 
cos  U 
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12.  Der  Vollständigkeit  wegen  sollen  jetzt  noch  die  Formeln 
für  die  Transformation  des  ersten  Coordinatensystems  in  das  vierte 
gegeben  werden,  wiewohl  dieselbe  nicht  angewandt  wird. 

Man  hat  zuerst  in  Bezug  auf  die  Ebene  des  Horizonts: 

0*  =  cos  J.  cos  hy 
y  —  sin  -4  cos  Ä, 
z  =  sin  h. 

Dreht  man  die  Axe  der  x  in  der  Ebene  der  xz  nach  der 
positiven  Seite  der  Axe  der  z  zu  um  den  Winkel  9ö^  —  f»,  so 
erhält  man  die  neuen  Coordinaten: 

oj'  =  0!  sin  jp  +  «  cos  ^, 

e'  =  £f  sin  j?  —  X  cos  ^. 

Dreht  man  dann  die  Axe  der  a/  in  der  Ebene  der  x',  y\  die 
die  Ebene  des  Aequators  ist,  um  den  Winkel  ß,  sodafs  die  Axe 
der  x"  jetzt  mit  dem  Frühlingspunkte  zusammenfällt,  so  erhält  man, 
wenn  man  bedenkt,  dafs  die  positive  Axe  der  y"  nach  dem  neun- 
zigsten Grade  der  Kectascensionen  gerichtet  sein  muTs  und  dafs 
Stundenwinkel  und  Rectascensionen  in  entgegengesetztem  Sinne  ge- 
zählt werden: 

x"  =  x'  cos  ^  -|-  y'  sin  ^ 
—  y"  =  y'  cos  ^  —  ä'  sin  ^ 
z"  =  z'. 

Dreht  man  endlich  die  Axe  der  y"  in  der  Ebene  der  y"  z'^  nach 
der  positiven  Axe  der  z''  zu  um  den  Winkel  e,  so  erhält  man: 

a?'"  =  x" 

y*"  =  y"  COS  e  -h  ir"  sin  e 

«'"  =  —  y"  sin  e -f  «"  cos  e, 

und  da  man  aufserdem  hat: 

X*"  =  cos  ß  cos  X 
y*"  =  COS  ß  sin  A 
z'"  =  sin  A 

so  kann  man  durch  Elimination  von  x'  y'  s/  und  x",  y",  z^^  dann 
X  und  ß  unmittelbar  durch  A^  A,  ^,  B  und  e  ausdrücken. 
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m.  Die  tägliche  Bewegang  als  Maafs  der  Zeit. 

Sternzeit,  Sonuenzeit,  mittlere  Zeit. 

13.  Da*  die  tägliche  Umdrehung  der  Himmelskugel  oder  eigent- 
lich die  Umdrehung  der  Erde  um  ihre  Axe  vollkommen  gleichförmig 
vor  sich  geht,  so  dient  uns  dieselbe  als  Maafs  der  Zeit.  Die  Zeit, 
welche  die  Erde  zu  einer  einmaligen  Umdrehung  um  ihre  Axe 
braucht,  also  die  Zeit,  welche  zwischen  zwei  auf  einander  folgen- 
den Culminationen  desselben  Fixsterns  verfliefst,  nennt  man  einen 
Stern  tag.  Man  fängt  denselben  zu  zählen  an,  oder  man  sagt,  dafs 
es  0**  Sternzeit  ist,  in  dem  Augenblicke,  wo  der  Frühlings-Tag-  und 
Nachtgleichenpunkt  durch  den  Meridian  geht.  Ebenso  sagt  man, 
dafs  es  1**,  2*>,  3"*,  etc.  nach  Sternzeit  ist,  wenn  der  Stundenwinkel 
des  Frühlingspunkts  1*^,  2*,  3**,  etc.  beträgt,  d.  h.  also,  wenn  derjenige 
Punkt  des  Aequators  culminirt,  dessen  Rectascension  1\  2\  3**  etc. 
oder  15^,  30^  45^,  etc.  ist. 

Man  wird  in  der  Folge  sehen,  dafs  der  Frühlings-  und  Herbst- 
Tag-  und  Nachtgleichenpunkt  keine  festen  Punkte  sind,  sondern  dafs 
sich  dieselben  auf  der  Ecliptic  langsam  bewegen.  Diese  Bewegung 
ist  aus  zwei  andern  zusammengesetzt,  von  denen  die  eine  der  Zeit 
proportional  ist,  also  sich  mit  der  täglichen  Bewegung  der  Himmels- 
kugel verbindet,  die  andere  aber  eine  periodische  ist.  Diese  letztere 
Bewegung  bewirkt,  dafs  der  Stundenwinkel  des  Frühlingspunkties 
sich  nicht  vollkommen  gleichförmig  ändert,  dafs  also  strenge  ge- 
nommen die  Sternzeit  kein  vollkommen  gleichförmiges  Maafs  ist. 
Indessen  ist  diese  Ungleichförmigkeit  äufserst  gering,  da  die  Periode 
von  19  Jahren  nur  die  beiden  Maxima  -+■  V  und  —  V  enthält. 

14.  Wenn  die  Sonne  am  21.  März  im  Frühlings-Tag-  und 
Nachtgleichenpunkte  steht,  so  geht  sie  an  diesem  Tage  nahe  um 
0^  Sternzeit  durch  den  Meridian.  Die  Sonne  bewegt  sich  nun  aber 
in  der  Ecliptic  vorwärts  und  da  sie  am  23.  September  im  Herbst- 
Tag-  und  Nachtgleichenpunkte  steht,  also  12^  Rectascension  hat,  so 
culminirt  sie  an  diesem  Tage  nahe  um  12^  Sternzeit.  Die  Zeit  der 
Culmination  der  Sonne  durchläuft  daher  in  einem  Jahre  alle  Zeiten 
des  Stemtages  und  wegen  dieser  Unbequemlichkeit  wird  die  Stern- 
zeit im  bürgerlichen  Leben  nicht  angewendet,  sondern  die  Sonne 
selbst  als  Zeitmesser  gebraucht.  Man  nennt  den  jedesmaligen 
Stunden  Winkel  der  Sonne  die  wahre  Sonnenzeit  und  die  Zeit, 
welche  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden  Culminationen  der 
Sonne   verfliefst,    einen  wahren  Sonnentag.     Est  ist  0*  wahre 
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Zeit  an  einem  Orte,  wenn  der  Mittelpunkt  der  Sonne  durch  den 
Meridian  geht.  Da  die  Rectascension  der  Sonne  aber  sich  nicht 
gleichförmig  ändert,  so  hat  diese  wahre  Zeit  wieder  das  Unbequeme, 
dafs  sie  nicht  gleichförmig  fortgeht.  Zwei  Ursachen  bewirken  diese 
ungleichförmige  Bewegung  der  Sonne  in  Rectascension,  die  Neigung 
der  Ecliptic  gegen  den  Aequator  und  die  ungleichförmige  Bewegung 
der  Sonne  in  der  Ecliptic  selbst.  Diese  jährliche  Bewegung  der 
Sonne  ist  eine  scheinbare  und  von  der  Bewegung  der  Erde  um 
die  Sonne  erzeugt.  Nach  den  Keplerschen  Gesetzen  bewegt  sich 
nun  die  Erde  in  einer  Ellipse,  in  deren  einem  Brennpunkte  die 
Sonne  steht  und  zwar  so,  dafs  die  Linie  yom  Mittelpunkte  der 
Erde  zum  Mittelpunkte  der  Sonne  (der  Radius  vector  der  Erde)  in 
gleichen  Zeiten  gleiche  Flächenräume  beschreibt.    Da  nun  die  Fläche 

der  Ellipse  gleich  a^Tr]/!  —  e^  ist,  so  wird,  wenn  man  mit  r  die 
Länge  des  siderischen  Jahres  bezeichnet,  d.  h.  die  Zeit,  in  welcher 
die  Erde  einen  vollen  Umlauf  um  die  Sonne  vollendet,  die  Flächen- 

geschwindigkeit  F  der  Erde ,    oder   wenn    man  die  halbe 

grofse  Axe  der  Ellipse  gleich  Eins  setzt  und  statt  der  Excentricität  e 
den  Winkel  tp  einführt,  bestimmt  durch  die  Gleichung  e=  sinf?: 

j^_  3rco8f> 

T 

Nennt  man  dann  T  die  Zeit,  wann  die  Erde  der  Sonne  am 
nächsten  ist  oder  die  Zeit  des  Perihels,  so  wird  für  eine 
andere  Zeit  t  der  Sector,  welchen  der  Radius  vector  seit  der  Zeit 
des  Perihels   durchlaufen   hat   «J^C^ — T).     Dieser   Sector   wird 


w 

aber  auch  durch  das  bestimmte  Integral  ausgedrückt  ijr^dv^ 


wo  r 


der  Radius  vector,  v  aber  der  Winkel  ist,  welchen  derselbe  zur 
Zeit  t  mit  der  grofsen  Axe  macht  oder  die  wahre  Anomalie  der 
Erde.    Man  hat  daher  die  Gleichung: 


F{t—T)=  fr 


0 


Tx  i»..     1.    Till.  a(l  —  e^         acosf»^     *  ^   , 

Da  nun  far  die  Ellipse  r  =  t-i =  .    •  ,     so    wurde 

^  1  +  c  cos  V        1  +  6  cos  V  ' 

das  obige  Integral  complicirt  werden.    Man  kann  aber  für  v  einen 

anderen  Winkel  einfahren;    da  nämlich  der  Radius  vector  für  das 

Perihel  =  a  —  ae,  für  das  Aphel  =  a-\-  ae  ist,  so  kann  man  setzen 

r  =  a(l  —  ccosJB),  wo  JS?  ein  Winkel  ist,  der  mit  v  zugleich  ver- 
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schwindet.  Denn  aus  beiden  Ausdrücken  von  r  erhält  man  dann 
zur  Bestimmung  von  J^  die  Gleichung: 

^        cos  y  -f-  e 

cos  J&  =  T-\ 1 

1+ecos  V 

woraus  man  sieht,  dafs  H  immer  einen  möglichen  Werth  hat,  da 

der  Werth  der  rechten  Seite  immer  kleiner  als  =f  1   ist.    Durch 

eine  leichte  Transformation  erhält  man  noch: 

cosJ? — e  ,  cos<PsinJS7 

=  cos  V  und  - — =  =  sin  v 

1 — ecos^  1 — ecosJs 

und  durch  Differentiation  der  beiden  Ausdrücke  von  r: 

dv  a  cos  9? 

Je"     r     ' 
Führt  man  nun  die  Variable  E  in  das  obige  bestimmte  Integral 
ein,  so  erhält  man: 

E 

2F(t—T)  =  a^ cos ?>  /(l  —  c  cos  E) dE  =  a^  cos  ^  (^—  c sin  JEO, 

0 

mithin,  wenn  man  die  halbe  grofse  Axe  wieder  Eins  setzt  und  den 
vorher  gefundenen  Werth  für  F  substituirt: 

—  (t-T)  =  E-e8mE, 

T 

WO  —  die  mittlere  tägliche  siderische  Bewegung  der  Erde  ist,  d.  h. 

die  tägliche  Bewegung,  welche  die  Erde  haben  würde,  wenn  die- 
selbe den  vollen  Umkreis  um  die  Sonne  in  der  Zeit  r  mit  gleich- 
förmiger Geschwindigkeit  beschriebe.  Die  linke  Seite  der  letzteren 
Gleichung  drückt  daher  den  Winkel  aus,  den  eine  solche  fingirte 
Erde,  welche  sich  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  bewegt,  in 
der  Zeit  t  —  T  um  die  Sonne  beschrieben  haben  würde.  Man 
nennt  diesen  Winkel  die  mittlere  Anomalie,  und  wenn  man 
dieselbe  mit  M  bezeichnet,  so  kann  man  die  obige  Gleichung  auch 
schreiben: 

M  =  E—esmE, 
und  nachdem  man  aus  dieser  den  Hülfswinkel  E  bestunmt,  findet 
man  die  wahre  Anomalie  aus  der  Gleichung: 

cos  €P  sinE 

tang  V  = ^-= . 

^  cos^— c 

Bei    einer   kleinen   Excentricität   ist   es   aber   bequemer,   den 

Unterschied  der  wahren  und  mittleren  Anomalie  in  eine  Reihe  zu 

entwickeln,  wofür  man  verschiedene,  elegante  Methoden  hat,  deren 

Auseinandersetzung  hier  zu  weit  führen  würde.    Wenn  man  aber 

nur  wenige  Glieder  nöthig  hat,  wie  es  für  den  gegenwärtigen  Zweck 
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genügend  ist,  so  kann  man  dieselben  leicht  anf  folgende  Weise  finden. 
DaforesaOi^ssJf  ist,  so  hat  man: 

wo  v'o}  i^'V  etc.  den  ersten,  zweiten,  etc.  Differentialquotienten, 
Yon  V  nach  e  genommen,  bezeichnen,  nachdem  man  in  deren  Ans- 
dmcke  e  =»  0  gesetzt  hat. 

Differenzirt  man  die  Gleichung  sin  y  =  t^j- — ^  logarithmisch, 
so  erhält  man: 


cosv,         dE     C09E — e    .     da     cosJK—-« 
dv  =  -r—^'Z ^+       ^ 


sin  V  sin^   1 — ecos^      cos^   1  —  ecosE^ 


oder: 


du^-;—^-dE-\ d€p==: -dE-^ dtp. 

bulE  008^  r  cos^    ^ 

Differenzirt  man  aber  auch  die  Gleichung  für  My  indem  man 
nur  E  und  e  als  variabel  ansieht,  so  wird: 

dE=  sinvd^ 

■T-  = (2  +  c  cos  u)  und  -j-  = 5  (2  +  e  cos  v), 

d^      cos?»  de      cos^' 

Wird  hierin  e  =  0  gesetzt,  so  erhält  man:  v'q  =  2  sin  3f. 

Um   nun   auch   die   höheren  Differentialquotienten   zu  finden, 

sin  w 
«etze  man  P  = «  und  ö  =  2  4-  e  cos  v.    Dann  erhält  man  leicht, 

cos  V? 

wenn  man  auch  die  Differentialquotienten  von  P  und  Q,  nachdem 
man  darin  e  =  0  gesetzt  hat,  mit  Pq,  Q'o,  etc.  bezeichnet: 

Pjj  =  cos  3f .  V  0  =  sin  2  3f, 

ö  0  =  cos  M, 

v"o  =sinJtf.Ö'o  +  2Po  =  isin2M, 

P'o  =  cos  ikf .  v'  '0  —  sin  3f .  v'o'  +  2  sin  JJf  =  f  sin  3  Jf  +  i  sin  3f, 

e"o  =  —  2  sin  Jlf .  v'o  =  —  4  sin  Jlf*, 

v'"o  =  sin  Jf .  Q"o  +  2  g'o .  Po  +  2 P'o  =  V  sin 3 3f- 1  sinÄ 

Es  wird  somit,  wenn  man  bei  diesen  Gliedern  stehen  bleibt: 

y  =  ilf  +  e .  2  sin  3f  +  e^  4  sin  2  3f  +  e^  (^  sin  3  3f  —  i  sin  Jtf) 
=z  M  +  C2  e  —  ie^  smM  +  ^e^  am2  M  +  He^  sinSM, 

Für  die  Erdbahn  ist  für  das  Jahr  1850  e  =  0.0167712.  Sub- 
stituirt  man  diesen  Werth  und  multiplicirt  mit  206265,  um  alles  in 
Secunden  zu  erhalten,  so  wird: 

y  ==  If  +  6918"  .  37  sin  3f  +  72"  .  52  sin  2  Ä  +  1"  .  05  sin  3  JJf, 
wo  der  periodische  Theil,  den  man  zur  mittleren  Anomalie  hinzuzu- 
legen hat,  um  die  wahre  zu  erhalten,  die  Mittelpunktsgleichung 
genannt  wird. 
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Da  ntm  die  scheinbare  Winkelbewegung  der  Sonne  gleich  der 
Winkelbewegung  der  Erde  um  die  Sonne  ist,  so  erh&k  man  die 
wahre  Länge  der  Sonne,  wenn  man  zu  v  die  Länge  it  der  Sonne 
addirt,  welche  dieselbe  hat  zur  Zeit,  wenn  die  Erde  im  Perihel  ist. 
M-\-  n  wird  aber  die  Länge  sein,  welche  die  fingirte,  mittlere  Sonne, 
welche  sich  in  der  Ecliptic  gleichförmig  bewegt,  haben  wurde,  oder 
die  mittlere  Länge.  Bezeichnet  man  erstere  mit  ^  letztere  mit  Ly 
so  hat  man  also  f&r  die  wahre  Länge  der  Sonne  den  folgenden 
Ausdruck : 

>l  =  i+6918".37sinJJf +72".52sin2  3f-h  I"  .  05  sin  3  Jtf*), 

oder,  wenn  man  L  statt  M  einführt,  wie  es  für  das  Folgende  nöthig 
ist,  da  man  hat  M=  Z  —  tt  und  tt  =  280<^  21'  41"  .  0  ist: 

X  =  L+  1244'' . 31  sin L  +  6805"  . 56 cos L 

—  67    .82  sin  2  X  +      25   .  66  cos  2  L 

—  0   .54  sin  3  i  —       0   .90  cos  3  X. 

Um  nun  aus  der  Länge  der  Sonne  die  Rectascension  herzu- 
leiten, dient  die  Formel: 

tang  A  =  tang  X .  cos  e, 

oder  wenn  man  hierauf  Formel  (17)  in  No.  11  der  Einleitung  an- 
wendet: 

Ä=  X  —  tang i e* sin 2  ^  +  i tang ^ e* sin 4 ^  —  ... 

und,  wenn  man  für  s  den  Werth  e  =  230  27' 31"  .  0  einführt  und 
wieder  mit  206265  multiplicirt: 

A^X  —  8891". 56  sin 2  ^  -h  191".  65  sin 4 >l  —  5".  51  sin 6  >H-  0".  18  sin 8 .i, 
wo  der  periodische  Theil,  mit  umgekehrtem  Zeichen  genommen,  die 
Reduction  auf  die  Ecliptic  genannt  wird. 

Substituirt  man  nun  noch  in  der  letzten  Formel  die  zuletzt  ge- 
fundene Reihe  für  X  und  entwickelt  die  Sinus  der  mehrgliedrigen 
Gröfsen,  so  findet  man  nach  gehöriger  Reduction  und  Division  mit 
15,  um  alles  in  Zeit  ausgedrückt  zu  erhalten; 


A=^L+   86«.53sini 

+  4348 .  15  cos  L 

—  596  .  64  sin  2  L 

-f      1  .69  cos  2  X 

—     3  .77sin3i 

—    18  .  77  cos  3  X 

+    13  .23sin4X 

—     0  ..  19  cos  4  X 

H-     0  .  16  sin  5  i 

+      0  .  82  cos  5  X 

—      0  .36  sin  6  i 

+     0  .  02  cos  6  X 

—     0  .01  sin  7  X 

—     0  .  04  cos  7  X. 

*)  Hierzu  müssen  strenge  genommen  noch  die  Störungen  der  Länge 
durch  die  Planeten  hinzugefügt  werden,  auch  müfste  auf  die  kleinen  Bewe- 
gungen des  Punktes  der  Nachtgleichen  Rücksicht  genommen  werden. 
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15.  Da  sich  die  Rectascension  der  Sonne  ungleichförmig 
ändert,  so  ist  auch  die  wahre  Sonnenzeit,  die  gleich  dem  jedes- 
maligen Stnndenwinkel  der  Sonne  ist,  kein  gleichförmiges  Zeit- 
maafs.  Man  hat  daher  eine  andre  gleichförmige  Zeit,  die  mittlere 
Sonnenzelt  eingefohrt,  welche  durch  die  Bewegung  einer  zweiten, 
fingirten  Sonne  gegeben  ist,  die  sich  mit  derselben  gleichförmigen 
Geschwindigkeit  im  Aequator  bewegt  wie  die  vorher  eingeführte 
mittlere  Sonne  in  der  Ecliptic.  Die  Rectascension  dieser  mittleren 
Sonne  ist  also  gleich  der  Länge  der  ersten  mittleren  Sonne  L,  Es 
ist  mittlerer  Mittag  an  einem  Orte,  wenn  die  mittlere  Sonne  im 
Meridian,  wenn  also  die  Stemzeit  gleich  der  mittleren  Länge  der 
Sonne  ist,  und  der  jedesmalige  Stundenwinkel  dieser  mittleren  Sonne 
ist  die  mittlere  Zeit,  die  bei  astronomischen  Angaben  von  einem 
Mittage  zum  andern  von  0^  bis  24^  fortgezählt  wird. 

Nach  Hansen  ist  nun  die  mittlere  Rectascension  der  Sonne  L 
fBr  1850  Jan.  0  0*»  mittlere  Pariser  Zeit: 

18>>39™9».261, 

und  da  die  Länge  des  tropischen  Jahres  d.  h.  der  Zeit,  in  welcher 
die  Sonne  einen  vollen  Umlauf  in  Bezug  auf  den  Frählings-Tag- 
und  Nachtgleichenpunkt  vollendet,  365 .  2422008  Tage  ist,  so  wird 
die  mittlere  tägliche  tropische  Bewegung  der  Sonne: 

365.2^2008  =  ^^'^"-^^  *><»«'  =  ^"^«'-^^^  ^  ^*^*' 
Bewegung  in  365  Tagen  =  23»»  59»  2> .  706  =  —  578 .  294, 
Bewegung  in  366  Tagen  =  24     2  59  .  261  =  -+-  2"»  59» .  261. 

Danach  kann  man  nun  *  die  Stemzeit  für  irgend  eine  andre  Zeit 
berechnen,  um  die  Stemzeit  im  Mittage  eines  andern  Meridians 
zu  berechnen,  hat  man  far  den  mittleren  Mittag  Jan.  0  1850  die 
Stemzeit 

18h  39»  9» .  261  -4-  ^  X  S^  56« .  555, 

WO  k  den  Längenunterschied  von  Paris  in  Stunden  bezeichnet,  west- 
lich positiv,  östlich  negativ  genommen*). 

Das  Yerhältnifs  der  mittleren  Zeit  zur  wahren  Zeit  ergiebt  sich 
unmittelbar  aus  der  .obigen  Gleichung  für  Ä.  Die  mittlere  Sonne 
wird  bald  vor  der  wahren  Sonne  voraus,  bald  hinter  derselben 
zurück  sein,  je  nach  dem  Zeichen  des  periodischen  Theils  der 
Formel  für  Ä. 


*)  Hierbei  ist  wieder  noch  die  periodische  kleine  Bewegung  des  Früh- 
hngsäqninoctiums  zu  berücksichtigen,  die  noch  zu  addiren  ist. 

Brnnnow,  sphärische  Aftronomie.    4.  Aufl.  7 
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Die  Sternzeit  im  mittleren  Mittage  beträgt  nach  Encke's  Jahr^ 

buche  für  diesen  Tag 

5h  iQm  488 .  30, 

also  sind  vom  mittleren  Hittage  bis  zur  gegebenen  Zeit  9*»  5°48'» .  05 

Sternzeit  verflossen  und  diese  sind  nach  den  Hülfstafeln,  oder  wenn 

man  die  Multiplication  mit 

24h  —  3m  55s .  909 

24h 
macht,  9**  4™  18' .  63  mittlere  Zeit.    Wäre  die  mittlere  Zeit  gegeben, 
so  wurde  man  dieselbe  nach  den  Hülfstafeln  in  Sternzeit  verwan- 
deln und  diese  zu  der  Stemzeit  im  mittleren  Mittage  addiren,  um 
die  zu  der  gegebenen  mittleren  Zeit  gehörige  Stemzeit  zu  finden. 

17.  Verwandlung  der  wahren  Zeit  in  mittlere  und 
umgekehrt.  Um  wahre  Zeit  in  mittlere  Zeit  zu  verwandeln,  hat 
man  einfach  für  die  gegebene  wahre  Zeit  die  Zeitgleichung  aus  den 
Ephemeriden  zu  nehmen  und  diese  zu  der  gegebenen  Zeit  algebraisch 
hinzuzulegen.  Nach  dem  Berliner  Jahrbuche  hat  man  die  Zeit- 
gleichung im  wahren  Mittage: 

I.  Diff.       II.  Diff. 
1849  Juni  8   —l"* 20s.  73 

9        1      9  .37"^|J  •^^-t-0«.27. 
10        0    57.74      ^^  '^^ 

Ist  also  die  wahre  Zeit  9^  5™  23" .  60  für  den  9.  Juni  gegeben, 
so  findet  man  dafür  die  Zeitgleichung  —  1 "  4" .  98,  also  die  mittlere 
Zeit  9M»18».62. 

Um  mittlere  Zeit  in  wahre  zu  verwandeln,  dient  dieselbe  Zeit- 
gleichung. Da  diese  aber  in  den  Ephemeriden  für  wahre  Zeit  ge- 
geben ist,  so  müfste  man  eigentlich  schon  die  wahre  Zeit  kennen, 
um  die  Zeitgleichung  interpoliren  zu  können.  Bei  der  geringen 
täglichen  Aenderung  derselben  wird  es  aber  hinreichend  sein,  wenn 
man  die  gegebene  mittlere  Zeit  dadurch  in  wahre  verwandelt,  dafs 
man  eine  Zeitgleichung  an  die  gegebene  Zeit  anbringt,  welche  nur 
imgefähr  der  gegebenen  Zeit  entspricht.  Mit  dieser  genäherten 
wahren  Zeit  interpolirt  man  dann  die  Zeitgleichung.  Ist  z.  B.  die 
mittlere  Zeit  9**  4"^  18' .  62  gegeben,  so  nehme  man  als  Zeitgleichung 
—  1  ™.  Mit  der  wahren  Zeit  9^5"*  18^.6  findet  man  dann  die  Zeit^ 
gleichung  — 1"»4».98,  also  die  wahre  Zeit  9 »»5"  23 ».60. 

Im  Nautical  Almanac  ist  aufser  der  Zeitgleichung  für  jeden 
wahren  Mittag  auch  die  Gröfse  L  —  Ä,  die  man  zur  mittleren  Zeit 
hinzuzulegen  hat,  um  die  wahre  zu  erhalten,  für  jeden  mittleren 
Mittag  gegeben.    Dadurch  wird  die  Rechnung  in  beiden  Fällen  die- 
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selbe,  indem  man  sich  znr  Verwandlung  der  mittleren  Zeit  in  wahre 
der  zweiten  Tafel  bedient. 

18.  Verwandlung  der  wahren  Zeit  in  Sternzeit  und 
umgekehrt.  Da  die  wahre  Zeit  nichts  Anders  als  der  Stunden- 
winkel der  Sonne  ist,  so  braucht  man  nur  die  Rectascension  der 
Sonne  zu  addiren,  um  die  Stemzeit  zu  erhalten. 

Nach  dem  Encke'schen  Jahrbuche  hat  man  die  folgenden  Rect- 
ascensionen  der  Sonne  für  die  wahren  Mittage  in  Berlin: 

LDiff. 
1849  Juni  8        5b5»30-.79 

9  9    38  .75  ^l    '  •^^-{-0».27. 

10  13    46  .  98       *    ^  •  ^^ 

Soll  man  nun  9>»  5"  23« .  60  wahre  Zeit  für  Juni  9  in  Stem- 
zeit verwandeln,  so  hat  man  f&r  diese  Zeit  die  Rectascension 
der  Sonne  gleich  5^  11"  12» .  75,  also  die  Stemzeit  gleich  14*»  16" 
36*.  35. 

Um  Stemzeit  in  wahre  Zeit  zu  verwandeln,  bedarf  man  einer 
genäherten  Eenntnifs  der  wahren  Zeit  für  die  Interpolation  der 
geraden  Aufsteigung  der  Sonne.  Zieht  man  aber  von  der  gegebenen 
Sternzeit  die  Rectascension  der  Sonne  ab,  welche  für  den  Anfang 
des  Tages  gilt,  so  erhält  man  die  Anzahl  der  Stemstunden,  welche 
seitdem  verflossen  sind.  Diese  Stemstunden  müfste  man  in  wahre 
Zeit  verwandeln.  Es  reicht  aber  hin,  dieselben  in  mittlere  Zeit  zu 
verwandeln  und  für  diese  Zeit  die  Rectascension  der  Sonne  zu 
interpoliren.  Zieht  man  diese  dann  von  der  gegebenen  Stemzeit 
ab,  so  erhält  man  die  wahre  Zeit. 

Juni  9  ist  die  Rectascension  der  Sonne  zu  Anfang  des  Tages 
gleich  5^^  9"  38  «.75,  also  sind  bis  zur  Stemzeit  14»»  16"  36»  .35 
verflossen  9»»  6"  57» .  60  Stemzeit  oder  9*>  5"  28» .  00  mittlere  Zeit. 
Interpolirt  man  für  diese  Zeit  die  Rectascension  der  Sonne,  so  erhält 
man  wieder  5*>  11"  12» .  75,  also  die  wahre  Zeit  9^  5"  23» .  60. 

Man  kann  diese  Verwandlung  auch  ebenso  bequem  vornehmen, 
wenn  man  aus  der  Stemzeit  die  mittlere  Zeit  sucht  und  aus  dieser 
vermittelst  der  Zeitgleichung  die  wahre  Zeit. 

Anm.  Um  diese  Verwandlungen  für  die  Zeit  t  eines  Meridians  zu  machen, 
dessen  Längenunterschied  yon  dem  den  Ephemeriden  zum  Grunde  liegenden 
Meridiane  h  ist,  positiv  wenn  westlich,  negativ  wenn  östlich,  müssen  die  aus 
den  Ephemeriden  genommenen  Grofsen,  Stemzeit  im  mittleren  Mittage,  Zeit- 
gleichung und  Rectascension  der  Sonne  für  die  Zeit  t  -hh  interpolirt  werden. 


\ 
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IV.  Besondere  Erscheinungen  der  täglichen  Bewegung. 

19.  Vermöge  der  täglichen  Bewegung  kommt  jedes  Gestirn 
zweimal  in  den  Meridian  eines  Ortes,  nämlich  in  obere  Culmination, 
wenn  die  Stemzeit  gleich  der  Rectascension  des  Gestirns  ist,  in 
untere  Culmination,  wenn  die  Stemzeit  um  12  Stunden  gröfser  als 
die  Rectascension  ist.  Die  Zeit  der  Culmination  eines  Fixsterns 
ergiebt  sich  daher  unmittelbar.  Hat  aber  das  Gestirn  eine  eigene 
Bewegung,  so  müfste  man  eigentlich  schon  die  Zeit  der  Culmination 
kennen,  um  die  dann  stattfindende  Rectascension  berechnen  zu 
können. 

Für  die  Sonne  giebt  die  in  den  Ephemeriden  gegebene  Zeit- 
gleichung im  wahren  Mittage  die  mittlere  Zeit  der  Culmination  für 
den  bestimmten  Meridian,  für  welchen  die  Ephemeride  gilt,  und  die 
für  die  wahre  Zeit  k  interpolirte  Zeitgleichung  die  mittlere  Zeit  der 
Culmination  für  einen  andern  Meridian,  dessen  westlicher  Längen- 
unterschied A;  ist. 

Die  Oerter  des  Mondes  und  der  Planeten  werden  in  den  Ephe- 
meriden für  den  mittleren  Mittag  eines  bestimmten  Meridians  ge- 
geben. Bezeichnet  man  dann  mit  f{a)  die  Rectascension  des  Gestirns 
in  Zeit  im  Mittage,  mit  t  die  Zeit  der  Culmination,  so  wird  die 
Rectascension  des  Gestirns  2ur  Zeit  der  Culmination  nach  der 
Newton'schen  Interpolationsformel,  wenn  man  die  dritten  Differen- 
zen yemachlässigt: 


1.2 


oder  noch  etwas  genauer: 


Da  diese  nun  gleich  der  Sternzeit  in  dem  Augenblicke  sein 
mufs,  so  erhält  man,  wenn  ^o  die  Sternzeit  im  mittleren  Mittage 
und  das  Interval  der  Argumente  für  f  (a)  24  Stunden  ist,  die 
Gleichung: 

^0  -4- 1  (24h  3m  568 .  56)  =  /•(«)  +  tf  («  +  *)  +  ^^=^/"'(a-+-i), 
also: 


[24h  3m  568 .  56  _  /•'  (a  4-  ^)]  _  L^f"  («  +  ^) 
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Hier  kommt  auf  der  rechten  Seite  noch  t  vor,  da  aber  die 
•Eireiten  Differenzen  immer  klein  sind,  so  kann  man  znr  Berechnung 
der  Formel    auf  der   rechten  Seite   for  t  den  NSherungswerth  an- 

wenaen  ^^^^  ^^  ^^^ .  55  _/•»  (e,  ^.  ^)  )- 

Die  Gröfse  f(ä)  —  Bq  ist  der  östliche  Stundenwinkel  des  Ge- 
stirns für  den  Mittag  des  Meridians,  für  welchen  die  Ephemeride 
gilt;  ist  k  die  Länge  eines  anderen  Ortes,  wieder  positiv  genommen, 
wenn  westlich,  so  würde  der  östliche  Stundenwinkel  für  diesen  Ort 
/*(a)  -^  ßo-^k  sein,  also  würde  die  Culminationszeit  für  diesen 
Ort  in  Zeit  des  ersten  Meridians:  '^ 


,  ^ 


•^/ 


4,    : 


t'  = 


24h  3"  568 .  56  — /•'  (a  4-  i)  —  ^^-s-^/"'(«  +  i) 


und  die  Ortszeit  der  Culmination  t=f  —  Ä.  ^  t- 

Beispiel.    Es  seien  die  folgenden  Rectascensionen  des  Mondes 
für  mittlere  Berliner  Zeit  gegeben:  l 

fia)  '      •: 

1861  Juli  14.5        13^»    7°  58.3 


^s 


27  17  ß 
15.0        13    34  22  .9  '   ^*  ^'"^  +  41.2 

15.5        14     2  21.7      II  '^'l      43.5,  V^ 

16.0        14    31     4  . 0 

sowie  die  Stemzeit  im  mittleren  Mittage  Juli  15  ^0  =  7^33™  7" .  9. 
Man  soll  die  Culminationszeit  des  Mondes  für  Greenwich  finden. 

Da  der  Längenunterschied  von  Greenwich  Ä= -h  53°^  34«  .  9 
ist,  so  wird  der  Zähler  von  if  6**  54°^  49  ■.  9,  die  ersten  Glieder  des 
Nenners  werden  11^  33™  59' .  5,  also  der  genäherte Werth  von  f  gleich 
0.59775;  damit  wird  die  Correction  des  Nenners  -+-8*.  5  und  der 
verbesserte  Werth  von  f  gleich  0.59762  oder  7  ^10°»  17  «.0,  mithin 
die  Ortszeit  der  Culmination  6^  16™  42"  .1. 

Für  die  untere  Culmination  würde  man,  wenn  a  wieder  das 
der  unteren  Culmination  nahe  liegende  Argument  bezeichnet,  die 
Gleichung  haben: 

ft  4- *  (24h  3»  56« .  56)  =  12»»  + /•  (a)  +  «f  (a  +  i)  +  ^-^f=^  f  ^ 


*)  Wäre  das  Interval  der  Argumente  von  f(d)  12  Stunden  anstatt  24 
Stunden,  so  ^rde  in  der  obigen  Formel  das  erste  Glied  im  Neimer  12^1™ 
58*. 28  werden,  und  wenn  man  von  einem  Werthe  f{ä)  ausginge,  dessen 
Argument  die  Mittemacht  wäre,  so  würde  man  ^0+  12^1°^ 58«. 28  statt 
anwenden. 
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und  die  allgemeine  Formel  wird  daher: 


t' 


24b  3m  56» .  66  -/^'  (a  -4-  i)  -  ^^-^f'ia  4-  i) 


oder,  wenn  hier  das  Interval  der  Argumente  12  Standen  ist: 

12b-f-/'(a)— Ä)  +  Ä 


«'  = 


12Mm58».3-r(a4-i)-^^-^r(a-+-i) 


Beispiel.  Wollte  man  die  untere  Culmination  des  Mondes 
für  Greenwich  Juli  15  finden,  so  würde  man  hier  von  Juli  15.5 
ausgehen,  also  würde  der  Zähler  7^20"» 50». 4,  die  ersten  Glieder 
des  Nenners  würden  11*»  33°^  16»  .0,  mithin  der  genäherte  Werth 
von  f  gleich  0.6359  und  der  verbesserte  Werth  0.63577  oder 
7'»  37™  45»  .  1.  Die  untere  Culmination  findet  daher  statt  um 
19h 37m 45,1  Berliner  Zeit  oder  um  18»» 44°»  10» .  2  Greenwicher 
Zeit. 

20.    In  No.  7  war  die  Gleichung  gefunden: 
sin  A  =  sin  f?  sin  <^  +  cos  ^  cos  d  cos  t. 

Befindet  sich  das  Gestirn  im  Horizonte,  ist  also  ft  =  0,  so  er- 
hält man  hieraus: 

0  3=  sin  $9  sin  (^  +  cos  ^  cos  d  cos  ^0, 
also: 

cos  ^0  =  —  tang  ^  tang  ^. 

Vermittelst  dieser  Formel  findet  man  also  für  eine  bestimmte 
Polhöhe  ^  den  Stundenwinkel  eines  auf-  oder  untergehenden  Gestirns, 
dessen  Declination  ^  ist.  Den  Werth  dieses  Stundenwinkels,  absolut 
genommen,  nennt  man  den  halben  Tagbogen  des  Sterns.  Kennt 
man  die  Sternzeit,  zu  welcher  der  Stern  durch  den  Meridian  geht 
oder  seine  Rectascension,  so  kann  man  also  die  Stemzeit  des  Auf- 
oder Untergangs  berechnen,  je  nachdem  man  den  absoluten  Werth 
von  ^0  ^on  der  Rectascension  abzieht  oder  zu  derselben  hinzufügt 
Aus  der  Stemzeit  findet  man  dann  nach  dem  Vorigen  die  mitt- 
lere Zeit. 

Beispiel.  Hau  soll  berechnen,  um  welche  Zeit  der  Stern 
Arcturus  für  Berlin  auf-  und  untergeht  Für  den  Anfang  des 
Jahres  1861  hat  man  für  Arcturus: 

a  =  141» 9«  19».  3        ^  =  -f- 190  54'  29". 
Femer  ist: 

^  =  52^  30'  16". 
Damit  findet  man  den  halben  Tagbogen: 

^0  =  118'^  10'  1".  3  =  7»»  52»  40» . 
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Arcturas  geht  also  auf  um  6 >>  16 "^  39*  und  unter  um  22^  1»  59« 
Stemzeit. 

um  die  Zeit  des  Auf-  und  Untergangs  eines  beweglichen  Oe- 
stims  zu  finden,  muTs  man  die  Declination  f&r  die  Zeit  des  Auf- 
und  Untergangs  kennen  und  die  Aufgabe  muls  daher  dadurch  gelöst 
werden,  dafis  die  Rechnung  doppelt  gefuhrt  wird.  Für  die  Sonne 
wird  dies  einfach.  Nimmt  man  zuerst  einen  gen&herten  Werth  far 
die  Declination,  so  erhält  man  einen  gen&herten  Werth  des  Stunden- 
winkels der  Sonne  oder  der  wahren  Zeit  des  Auf-  und  Untergangs. 
Da  die  Declinationen  der  Sonne  in  den  Ephemeriden  für  die  wahren 
Mittage  gegeben  sind,  so  kann  man  dann  durch  Interpolation  die 
Declination  für  den  Auf-  und  Untergang  finden  und  damit  die 
Rechnung  wiederholen. 

Für  den  Mond  wird  die  Rechnung  etwas  weitläuftiger.  Be- 
rechnet man  die  mittleren  Zeiten  der  oberen  und  unteren  Gulmi- 
nation  des  Mondes,  so  kann  man  die  jedem  Stundenwinkel  des 
Mondes  entsprechende  mittlere  Zeit  finden.  Man  findet  dann  mit 
einer  genäherten  Declination  des  Mondes  den  Stundenwinkel  für 
die  Zeit  des  Auf-  und  Untergangs  und  somit  die  mittlere  Zeit  zuerst 
genähert  und  wiederholt  dann  die  Rechnung  mit  der  fär  diese  Zeit 
interpolirten  Declination.  Ein  Beispiel  findet  sich  in  No.  14  des 
dritten  Abschnitts. 

Anm.  Die  Qleichung  für  den  Stundenwinkel  des  Auf-  und  Untei^angs 
läfst  sich  noch  in  eine  andere  Fonn  bringen.  Zieht  man  nämlich  dieselbe 
Ton  Eins  ab  und  addirt  sie  auch  dazu,  so  erhält  man  durch  Division  der 
neuen  Gleichungen: 

^'  cos(^  +  <r) 

21.  Die  obige  Formel  für  cos  ^o  giebt  von  allen  Erscheinungen 
Rechenschaft,  welche  der  Auf-  und  Untergang  der  Sterne  je  nach 
ihrer  verschiedenen  Lage  gegen  den  Aequator  für  alle  Orte  auf  der 
Oberfläche  der  Erde  darbietet. 

Ist  ^  positiv,  steht  also  der  Stern  nördlich  vom  Aequator,  so 
wird  für  Orte  unter  nördlicher  Breite  cos  ^o  negativ;  dann  ist  also 
^0  gröfser  als  90^  und  der  Stern  verweilt  daher  längere  Zeit  über 
dem  Horizonte  als  unter  demselben.  Für  Sterne  mit  südliches 
Declination  wird  dagegen  ^o  kleiner  als  90^,  diese  verweilen  also 
für  Orte  auf  der  nördlichen  Halbkugel  der  Erde  kürzere  Zeit  über 
dem  Horizonte  als  unter  demselben.  Auf  der  südlichen  Halbkugel 
der  Erde,  wo  ^  negative  Werthe  hat,  verhält  es  sich  umgekehrt, 
indem  dort  der  Tagbogen  der  südlichen  Sterne  gröfser  als  12  Stunden 
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ist.  Ist  9>  =  0,  so  wird  ^o  för  jeden  Werth  von  d  gleich  90^;  nnter 
dem  Aequator  verweilen  also  alle  Sterne  gleich  lange  Zeit  Aber 
dem  Horizonte  wie  nnter  demselben.  Ist  «J  =  0,  so  wird  far  jeden 
Werth  von  f>  ebenfalls  ^o  =  90^.  Für  Aeqnatorsteme  ist  also  die 
Zeit,  während  welcher  sie  über  dem  Horizonte  sind,  für  alle  Orte 
der  Erde  gleich  der  Zeit,  während  welcher  sie  nnter  demselben  sind. 

Steht  also  die  Sonne  nördlich  vom  Aeqnator,  so  sind  anf  der 
nördlichen  Halbkugel  der  Erde  die  Tage  länger  als  die  Nächte,  nnd 
umgekehrt,  wenn  sie  südlich  steht.  Ist  aber  die  Sonne  im  Aequator, 
so  ist  für  alle  Orte  der  Erde  Tag  und  Nacht  gleich.  Unter  dem 
Aequator  selbst  ist  dies  immer  der  Fall. 

Der  Werth  von  ifo  ^^^  übrigens  nur  so  lange  möglich  sein 
als  tang  ^  tang  <^  <  1  ist.  Soll  also  ein  Gestirn  für  einen  Ort, 
dessen  Polhöhe  9  ist,  noch  untergehen,  so  mufs  tang  d  <  cotang  ^ 
oder  ^<  900  —  9»  sein.  Ist  ^==900—^,  so  wird  ^=  180^  und 
das  Gestirn  berührt  dann  nur  in  der  unteren  Culmination  den 
Horizont.  Ist  <J>90  —  59,  so  geht  das  Gestirn  nie  unter,  ist  da^ 
gegen  die  südliche  Declination  gröfser  als  90^  —  59,  so  kommt  das 
Gestirn  gar  nicht  mehr  über  den  Horizont. 

Da  die  Declination  der  Sonne  immer  zwischen  den  Grenzen 

—  e  und  -+-  e  liegt,  so  haben  diejenigen  Orte  der  Erde,  für  welche 
die  Sonne  auch  nur  einen  Tag  im  Jahre  nicht  auf-  oder  untergeht, 
eine  nördliche  oder  südliche  Polhöhe  gleich  90  ^  —  e  oder  66^^^ 
Diese  Orte  liegen  in  den  beiden  Polarkreisen.  Die  den  Polen  der 
Erde  noch  näher  liegenden  Orte  haben  die  Sonne  im  Sommer  desto 
längere  Zeit  ununterbrochen  über  dem  Horizonte  und  im  Winter 
unter  demselben,  je  näher  sie  selbst  den  Polen  liegen. 

Anm.  Ein  Punkt  des  Aequators  geht  auf,  wenn  sein  Stundenwinkel 
6^  ist.  Ist  also  die  Rectascenslon  dieses  Punktes  a,  so  erhält  man  die  Sterne, 
welche  zu  gleicher  Zeit  aufgehen,  wenn  man  einen  gröfsten  Kreis  durch 
diesen  Punkt  des  Aequators  und  durch  die  Punkte  der  Sphäre  legt,  deren 
Rectascensionen   a  —  6^   und   a  -h  6**   und   deren  Declinationen   beziehlich 

—  (90®  —  9)  und  +90°  — f>  sind.  Ebenso  erhält  man  die  Sterne,  welche 
mit  diesem  Punkte  des  Aequators  untergehen,  wenn  man  einen  gröfsten 
Kreis  durch  die  Punkte  legt,  deren  Rectascensionen  a  +  6^  und  a  —  6^  und 
deren  Declinationen  beziehlich  —  (90®  —  9)  und  90®  —  9  sind.  Der  Punkt, 
welcher  beim  Aufgange  des  Punktes  a  im  Horizonte  in  der  unteren  Culmi- 
nation war,  wird  also  jetzt  in  oberer  Culmination  f>  Grade  über  dem  Pole 
oder  in  der  Höhe  2  9  über  dem  nordlichen  Horizonte  sein.  Unter  der  Pol- 
hohe 45®  machen  daher  alle  Sternbilder  eine  Drehung  von  90®  yom  Aufgange 
zum  Untergänge,  da  der  halbe  grofste  Kreis,  der  mit  einem  Punkte  des 
Aequators  zu  gleicher  Zeit  aufging,  beim  Untergange  desselben  Punktes  des 
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Aequators  senkrecht  auf  dem  Horizonte  steht.    Unter  dem  Aequator  gehen 
aber  alle  Sterne,  die  zu  gleicher  Zeit  aufgehen,  auch  zu  gleicher  Zeit  unter. 

y  22.  um  den  Punkt  des  Horizonts  zu  finden,  wo  ein  Stern 
auf-  und  untergeht,  hat  man  nur  in  der  in  No.  6  gefundenen  Glei- 
chung: 

sin  <t  >=s  sin  ^  sin  ^  —  cos  ^  cos  A  cos  Äy 
A  =  0  zu  setzen,  wodurch  man  erhält: 

.  sin  ä  ,,  V 

cos  -40  = (o). 

cos  j? 

Der  negative  Werth  von  Äo  ist  das  Azimut  des  Sterns  bei 
seinem  Aufgange,  der  positive  Werth  das  Azimut  bei  seinem  Unter- 
gange. Die  Entfernung  des  Sterns  vom  wahren  Ost-  oder  West- 
pnnkte  nennt  man  die  Morgen-  oder  Abendweite  des  Sterns.  Be- 
zeichnet man  diese  durch  Ä^  so  ist: 


im  einen  Falle  und 
im  anderen,  also: 


Jo  =  90  +  -4, 


.     .         sind  , . 

sm  A,  = (c), 

cos  $P  ' 


wo  Äf  positiv  ist,  wenn  der  Punkt  des  Auf-  oder  Untergangs  vom 
Oslr  oder  Westpunkte  nach  Norden  liegt,  negativ,  wenn  derselbe 
nach  Süden  liegt. 

Der  Formel  (c)   für   die  Morgen-  und  Abendweite  kann  man 
auch  wieder  eine  andere  Gestalt  geben,  wenn  man  schreibt: 

1  4-  sin Äf sinjMhsm^ 

1  —  sin  Ä,       sin  ^  —  sin  ^ ' 
wo  0  =  90  —  ^  ist.    Daraus  erhält  man  dann : 

/         Ä\^     ^»     2~ 
tang(45-f)=— ^,. 

tang^ 

Für  Arcturus   erhält  man   danach  mit  den  vorher  gegebenen 
Werthen  von  d  und  ^: 

A,  =  340  0'.  9. 

23.    Setzt  man  in  der  Gleichung: 

sin  h  =  sin  ^  sin  ^  +  cos  ^  cos  d  cos  t 
1  —  2  8in^^^  far  cos  f,  so  erhält  man: 

sin  A  =  cos  {p  —  ^)  —  2  cos  j?  cos  rf  sin  i  t^. 
Daraus  sieht  man  zuerst,  dafs  zu  gleichen  Werthen  von  t  zu 
beiden  Seiten  des  Meridians  auch  gleiche  Höhen  gehören.    Femer 
wird,   weil   das  zweite  Glied  immer  negativ  ist,   h  far  t^=^0  ein 
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Maximum  und  dies  Maximum  selbst,  oder  die  Zenithdistanz  des 
Sterns  bei  seiner  oberen  Culmination,  ergiebt  sich  aus  der  G-lei- 
chung: 

cos  8  =  COS  (f>  —  d)  (d), 

nämlich: 

K  =  5?  —  d  oder  =  eJ  —  jp. 

Nimmt  man  also  allgemein: 

so  muTs  man  südliche  Zenithdistanzen  negativ  nehmen,  weil  for 
Sterne,  die  auf  der  Südseite  des  Zeniths  culminiren,  <^  <  ^  ist. 

Für  die  untere  Culmination  oder  für  ^  =  180^  wird  dagegen  h 
ein  Minimum,  wie  man  am  leichtesten  sieht,  wenn  man  180  +  f 
für  t  einführt,  wo  also  (  von  dem  Theile  des  Meridians  unter  dem 
Pole  ab  gerechnet  ist.    Dann  wird  nämlich: 

sin  Ä  =  sin  9?  sin  ^  —  cos  9?  cos  d  cos  t', 
oder  wenn  man  wieder  1  — 2  sm  ^t'^  im  co^  t  setzt: 
sin  Ä  ^=  cos  [180^  qz  (^  -i-  ^)]  4-  2  cos  ^  cos  ^ sin -J- ^'*. 

Da  das  zweite  Glied  der  rechten  Seite  immer  positiv  ist,  so 
wird  h  ein  Minimum,  wenn  ( ^=0  ist,  d.  h.  in  der  unteren  Culmi- 
nation und  zwar: 

cos  z  =  cos  [180®  =F  (?» +  <^)]- 

Da  z  immer  kleiner  als  90^  sein  mufs,  wenn  der  Stern  in  der 
unteren  Culmination  sichtbar  ist,  so  gilt  das  obere  Zeichen,  wenn  ^ 
also  auch  d  positiv  ist,  das  untere  Zeichen  für  Orte  auf  der  süd- 
lichen Halbkugel,  und  man  hat  daher  nach  dem  Vorigen: 

0=  1800  —  (^ -f.  <r), 
für  Orte  auf  der  nördlichen  Erdhalbkugel,  und: 

«  =  — (1800  +  ^  +  <r) 
für  Orte  auf  der  südlichen  Halbkugel  zu  nehmen. 

Die  Declination  von  a  Lyrae  ist  38^39',  also  ist  für  die  Pol- 
höhe von  Berlin  ^  —  s^  =  — 13^^51'.  Der  Stern  a  Lyrae  geht  also 
bei  seiner  oberen  Culmination  für  Berlin  südlich  vom  Zenith  in 
einer  Entfernung  von  13^  51'  durch  den  Meridian.  Femer  ist 
180®  —  f>  —  d  oder  die  Zenithdistanz  bei  der  unteren  Culmination 
gleich  880  51'. 

24.  Die  gröfste  Höhe  eines  Gestirns  findet  nur  dann  im  Meri- 
dian statt,  wenn  die  Declination  desselben  während  der  Zeit  seines 
Verweilens  über  dem  Horizonte  sich  nicht  ändert.  Ist  die  Declination 
dagegen  veränderlich,  so  erreicht  das  Gestirn  aufserhalb  des  Meri- 
dians seine  gröfste  Höhe.    Differenzirt  man  die  Formel: 

cos  f  =  süi  99  sin  ^  +  cos  ^  cos  d  cos  t^ 
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indem  man  z^  d  und  t  als  veränderlich  ansieht,  so  erhält  man: 
—  sin  zdz  =  [sin  $p  cos  ^  —  cos  $9  sin  ^  cos  ^]  d(^  —  cos  ^  cos  d  sin  tdt 
und  hieraus  für  den  Fall,  dals  z  ein  Minimum  oder  dz^=^0  ist: 

sin  ^  =  TT-  [tang  ^  — -  tang  ^  cos  t\. 

Aus   dieser  Gleichung  findet  man  den  Stundenwinkel  des  6e- 

dd 
stirns  zur  Zeit  seiner  gröfsten  H6he.     -ir:   ist   das   Verhältnifs    der 

Aenderung  der  Declination  zur  Aenderung  des  Stundenwinkels,  so- 
dafs,  wenn  z.  B.  dt  eine  Bogensecunde  bedeutet,  -^  die  Aenderung 

der  Declination  in  3^  einer  Zeitsecunde  ist.  Da  dies  Verhältnifs 
bei  allen  Gestirnen  klein  ist,  so  wird  man  sin  t  mit  dem  Bogen 
vertauschen  und  cos  t  gleich  Eins  setzen  können  und  erhält  dann 
far  den  Stundenwinkel  der  gröfsten  Höhe: 

^      dd^^  ,      >i  206265  ..  '^ 

äl*-^^""^  •'~15r  ^^' 

wo  T-T  die  Aenderung  der  Declination  in  einer  Zeitsecunde  ist  und  t 

in  Zeitsecunden  gefunden  wird.  Diesen  Stundenwinkel  t  hat  man 
dann  immer  zu  der  Zeit  der  Culmination  algebraisch  zu  addiren, 
um  die  Zeit  der  gröfsten  Höhe  zu  erhalten. 

Gulminirt  das  Gestirn  südlich  vom  Zenith  und  nähert  sich  das 

dii 
Gestirn  dem  Nordpole,  ist  also  jr  positiv,  so  findet,  wenn  ^  positiv 

ist,  die  gröfste  Höhe  nach  der  Gulndnation  statt,  nimmt  dagegen 
die  Declination  ab,  so  tritt  die  gröfste  Höhe  vor  der  Culmination 
ein.  Das  Umgekehrte  findet  statt,  wenn  das  Gestirn  zwischen  dem 
Pole  und  Zenith  culminirt. 

25.     Differenzirt  man  die  Formeln: 

cos  A  sin  ^  =  cos  (^  sin  ^ 

cos  Ä  cos  ^  =  —  cos  5?  sin  <H-  sin  ^  cos  ^  cos  ty 

so  erhält  man: 

sin  Ä  ^  =  cos  ^  [sin  5?  cos  J.  sin  *  —  cos  ^  sin  ^], 


oder: 


cos  Ä  ^  =  cos  d  [cos^  cos  *  +  sin  5?  sin  t  sin  ^], 

37  =  —  cos  a  smp  =  —  cos  jp  sin  A^ 

^*  (Ä) 

COS  Ä  -^  =  +  COS  d  COS|). 
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Häufig   braucht   man  noch  die   zweiten  Differentialquotienten. 

Es  ist  aber: 

<r»Ä  .    dA 

cos  ^  cos  d  cos  A  cosp 
cos  Ä 


w 


Ebenso  hat  man: 


— -  =  cos  ^  sinp  =  cos  ^  sin  -4, 
dt 


(*) 


d^z      cos  ^  cos  d  cos  A  cosp 
di^  cos  Ä 

Ferner  findet  man  aus  der  zweiten  der  Formeln  (Ä): 

,^cPA  y^       ^  .      dp  ,         .  ,    ,dh 

cosÄ* -^TTj  =  —  cosÄ co8<T smp  jT  +  cos  tf  cosp  sm n -jr. 

Man  erhält  aber  durch  die  Differentiation  der  Formel: 
sin  ^  =  sin  Ä  sin  <H-  cos  h  cos  d  cosp, 

cosÄ  cos  d  sin  p  -3?  =  [cos  A  sin  ^  —  sin  h  cos  ^  cosp]  -tt« 

Folglich  wird  auch: 

d^A 

cos  Ä'  -TÄ  =  "+"  [cos  Ä  sin  ^  —  2  cos  <J  sin  h  cosp]  cos  ^  sinp, 
at 

oder  auch,  wenn  man  A  statt  p  einfuhrt: 

cos  Ä'  -TTä-  =  —  cos  ^  sin  A  [cos  Ä  sin  <J  +  2  cos  5?  cos  il]. 

26.    Da  man  hat: 

dh  .     . 

■TT  =  —  COS  9?  sm  A^ 

so  wird^  =  0,    also    %    ein    Maximum    oder    Minimum,    wenn 
sin  -i  =  0,  also  der  Stern  im  Meridian  ist. 

Ferner  wird^  ein  Maximum   sein,   wenn    sinii=dbl,   also 

A  =  900  oder  ==  270^  ist. 

Die  Höhe  eines  Sterns  ändert  sich  also  am  schnellsten  in  dem 
Augenblicke,  wo  derselbe  durch  den  Verticalkreis  geht,  dessen 
Azimut  90^  oder  270^  ist.  Diesen  Verticalkreis  nennt  man  den 
ersten  Vertical. 

Um  die  Zeit  des  Durchgangs  der  Sterne  durch  diesen  ersten 
Vertical,  so  wie  ihre  Höhe  in  demselben  zu  finden,  hat  man  nur 
in  den  Formeln  in  No.  6  dieses  Abschnitts  A^=^^  zu  setzen  oder 
das  in  diesem  Falle  rechtwinklige  Dreieck  zwischen  Stern,  Zenith 
und  Pol  zu  betrachten  und  erhält: 


Endlich  wird: 
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cost  =  ^ 
tang^ 

.   ,       sin  d 
8mÄ=  -: — 


cos  €p 
8inp=  — ^. 
cos  d 


w. 


Ist  <^>s^,  so  wird  cos  ^  unmöglich,  also  kommt  dann  der 
Stern  gar  nicht  mehr  in  den  ersten  Vertical,  sondern  cuhninirt 
zwischen  Zenith  und  Pol.  Ist  ^  negativ,  so  wird  cos  ^  negativ;  da 
aber  unter  nördlichen  Polhöhen  die  Stundenwinkel  der  südlichen 
Sterne  immer  kleiner  als  90^  sind,  so  lange  sich  dieselben  über  dem 
Horizonte  befinden,  so  kommen  dieselben  auch  nicht  in  den  sicht- 
baren Theil  des  ersten  Verticals. 

Für  Arcturus  und  die  Polhöhe  von  Berlin  erhält  man: 

t  =  730  52M  =  4h  55«  288 
h  =  250  24' .  9. 

Arcturus  kommt  also  für  Berlin  in  den  ersten  Vertical  vor  der 
Gulmination  um  9^13*"  51*  und  nach  derselben  um  19**  4™  47*. 

Ist  der  Stundenwinkel  nahe  bei  0,  so  findet  man  t  durch  den 
Cosinus  und  h  durch  den  Sinus  sehr  ungenau.  Man  erhält  aber 
dann  aus  der  Formel  für  cos  t  auf  dieselbe  Weise  wie  früher: 


a  _  sin  (y  —  <>) 


**°«**^  =  sin  (?  +  «») 
nnd  nimmt  dann  für  die  Berechnung  der  Höhe  die  folgende  Formel: 

cotang  h  =  tang  t  cos  ^. 

27.    Da  man  hat: 

dÄ cos  d  cos  j) 

dt  cosh     ' 

so  sieht  man,  dafs  dieser  Differentialquotient  gleich  Null  wird,  dafs 
also  ein  Stern  nur  seine  Höhe  für  einen  Augenblick  ändert,  wenn 
eo8p  =  o  wird,  also  der  Verticalkreis  des  Sterns  auf  dem  Decli- 
nationskreise  senkrecht  ist.    Da  aber: 

sin  €p  —  sin  Ä  sin  <J 

cos  p  =  — - — 7 T 

cos  h  cos  ö 

ist,  so  sieht  man,  dafs  dies  statt  findet,  wenn  sin  h  =  -: — 1  ist. 
'  '  '  sin  tf 

Ein  solcher  Fall  findet  also  nur  statt  für  diejenigen  Circum- 

polarsteme,  deren  Declination  gröfser  als  die  Polhöhe  ist  und  zwar 

da,  wo  der  Verticalkreis  den  Parallelkreis  berührt.     Der  Stern  ist 


112 

dann  in  seiner  gröfsten  Digression  und  das  Azimut  zu  der  Zeit  ist 
gegeben  durch  die  Gleichung: 

.     ,       cos  d 

smA  = 

cos  ^ 

und  der  Stunden winkel  durch  die  Gleichung: 

tanircp 
cos  t  = ,    ^\ . 
tang  d 

Für  den  Polarstem,  dessen  Declination  für  1861  gleich  SS^  34'  6" 

und  für  die  Polhöhe  von  Berlin  findet  man: 

t  =  ±  88»  8'  0"  =  5h  52»  328 , 

-4  =  2^  21'  9"  vom  Nordpunkte  gerechnet,  Ä  =  52^  31' .  7. 

28.  Zum  Schlüsse  soll  noch  die  Zeit  bestimmt  werden,  in 
welcher  die  Scheiben  der  Sonne  und  des  Mondes  sich  durch  einen 
gegebenen  gröfsten  Kreis  bewegen. 

Ist  Aa  die  Zunahme  der  Rectascension  des  Gestirns  in  Zeit- 
secunden  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden  Culminationen,  so 
erhält  man  die  Zeit  a?,  in  welcher  sich  dasselbe  durch  einen  gewissen 
Stundenwinkel  t  bewegt,  in  Stemzeit,  da  für  die  hier  zu  betrach- 
tenden kleinen  Zeiten  die  Bewegung  der  Sonne  und  des  Mondes 
als  gleichförmig  angenommen  werden  kann,  aus  der  Proportion: 

x:t  =  86400  4-  A« :  86400 
also: 

1 


x  =  t 


1-     ^^ 


86400  -h  A« 

oder  wenn  man  das  zweite  Glied  des  Nenners,  welches  gleich  der 
Zunahme  der  Rectascension  des  Gestirns  in  Zeit  in  einer  SeCunde 
Stemzeit  ist,  mit  A  bezeichnet: 

Ist  nun  der  westliche  Rand  des  Gestirns  im  Meridian,  so  ist  der 
östliche  Stundenwinkel  des  Mittelpunkts,  wenn  man  den  scheinbaren 
Halbmesser  mit  B  bezeichnet,  gegeben  durch  die  Gleichung: 

cos  B  =  sin  (P  -h  cos  fi  cos  t 
oder: 

sin  ^  12  =  cos  (^  sin  ^  ^. 
Man  hat  daher,  da  t  klein  ist,  für  diesen  Stundenwinkel  in  Zeit: 

15  cos  d 
und  die  Zeit,  in  der  sich  die  Scheibe  durch  den  Meridian  bewegt: 

2E  1 


x  = 


15 .  cos  ^   1  —  X' 
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Ist  der  obere  Rand  des  Gestirns  im  Horizonte,  so  ist  der  nntere 
Rand  um  2  R  unter  dem  Horizonte,  und  da  ^  =  cos  <J  sin  j?,    so 

wird  der  unterschied  der  Stundenwinkel  des  oberen  und  unteren 
Randes  in  Zeit: 

15.  cos  ^  sin  p 

und  mithin  die  Dauer  des  Auf-  oder  Untergangs  des  Gestirns  in 

Stemzeit  gleich: 

2JB  1 


15  .cos<J8in|)*  1  —  X^ 

wo  p  durch  die  Gleichung  gegeben  ist: 

sino 
C08p  =  — ^. 
cos  J 

Legt  man  einen  Verticalkreis  an  den  Mittelpunkt  und  Rand 
des  Gestirns,  so  findet  man  den  Unterschied  der  Azimute  derselben 
aus  der  Gleichung: 

sin  ^  12  ^  cos  A  sin  i  a 

oder,  da  a  klein  ist,  aus: 

B  =  cos  h.a. 

Da  aber  dt  =  — z ,   so   erhält  man  fnr  die  Stemzeit,   in 

cos  <J  cosp ' 

welcher  das  Gestirn  durch  einen  Höhenkreis  geht: 

2B 1_ 

15  cos  d .  cosp  '1  —  ^ ' 

cos  ^  sin  o  —  sin  (T  cos  w  cos  t 

wo  cosp  = 7 • 

COSÄ 


Brünnow,  sphärische  Astronomie.    4.  Aufl.  8 


Zweiter  Abschnitt. 

Von  den  Veränderungen  der  Fundamental -Ebenen, 
auf  welche  difi  Oerter  der  Sterne  bezogen  werden. 

Da  die  Pole  ihre  Lage  auf  der  Oberfläche  der  Erde  nicht 
ändern,  so  ist  der  "Winkel  zwischen  der  Ebene  des  Horizonts  eines 
Ortes  und  der  Erdaxe  sowie  der  Ebene  des  Erdäquators  constant. 
Dasselbe  ist  daher  der  Fall  mit  der  Lage  des  Poles  und  des 
Aequators  der  scheinbaren  Himmelskugel  gegen  den  gröfsten  Ejreis 
des  Horizonts.  Da  aber  die  Lage  der  Weltaxe  im  Räume  durch 
die  Anziehung  der  Sonne  und  des  Mondes  geändert  wird,  so  fällt 
der  ideale  gröfste  Kreis  des  Aequators  sowie  der  ideale  Pol  zu 
Terschiedenen  Zeiten  mit  verschiedenen  Sternen  zusammen  oder  die 
Sterne  scheinen  ihre  Lage  gegen  den  Aequator  zu  ändern.  Femer 
bewirken  die  Anziehungen  der  Planeten  eine  Aenderung  der  Lage 
der  Ebene  der  Erdbahn  im  Eaume;  die  Bahn,  welche  der  Mittel- 
punkt der  Sonne  im  Laufe  eines  Jahres  zu  beschreiben  scheint, 
fällt  daher  im  Laufe  der  Zeit  ebenfalls  mit  verschiedenen  Sternen 
zusammen.  Durch  die  Bewegungen  beider  Ebenen  entsteht  daher 
sowohl  eine  Aenderung  der  gegenseitigen  Neigung  oder  der  Schiefe 
der  Ecliptic  als  auch  eine  Aenderung  der  Durchschnittspunkte  der 
denselben  entsprechenden  gröfsten  Kreise.  Die  Längen  und  Breiten 
der  Sterne  sowie  die  Rectascensionen  und  Declinationen  der  Sterne 
sind  daher  ebenfalls  veränderlich  und  es  ist  vor  Allem  wichtig,  die 
Aenderungen  dieser  Gröfsen  kennen  zu  lernen. 

Um  sich  einen  deutlichen  Begriff  von  den  gegenseitigen  Be- 
wegungen des  Aequators  und  der  Ecliptic  zu  machen,  mufs  man 
dieselben  auf  eine  feste  Ebene  beziehen,  wofür  nach  Laplace  der- 
jenige gröfste  Kreis  genommen  wird,  mit  welchem  die  Ebene  der 
Ecliptic  zu  Anfang  des  Jahres  1750  zusammenfiel.  Die  physische 
Astronomie  lehrt  nun,  dafs  die  Anziehung  der  Sonne  und  des 
Mondes  auf  das  Erdsphäroid  eine  Bewegung  der  Exdaxe  und  somit 
des  Aequators  gegen  die  feste  Ecliptic  erzeugt,  vermöge  welcher 
die  Durchschnittspunkte  eine  langsame,  ruckgängige  Bewegung  auf 
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der  festen  Ebene  haben  und  zugleich  eine  periodische,  die  von  den 
Oertern  der  Sonne  und  des  Mondes  und  der  Lage  der  Hondknoten 
abhängig  ist.  Die  erstere  heifst  die  Luni-Solar-Präcession, 
die  zweite,  periodische  Bewegung  die  Luni-Solar-Nutation  in 
Länge.  Aufserdem  erzeugt  diese  Anziehung  eine  periodische,  von 
denselben  Gröfsen  abhängige  Aenderung  der  Neigung  des  Aequators 
gegen  die  feste  Ebene,  welche  die  Luni-Solar-Nutation  der 
Schiefe  heifst. 

Da  femer  die  gegenseitigen  Anziehungen  der  Planeten  Aen- 
derungen  in  den  Neigungen  und  der  Lage  der  Durchschnittslinien 
der  Planetenbahnen  mit  der  festen  Ecliptic  erzeugen,  so  ändert  auch 
die  Ebene  der  Erdbahn  ihre  Lage  gegen  die  feste  Ecliptic,  mit  der 
dieselbe  im  Jahre  1750  zusammenfiel.  Dadurch  entsteht  also  eine 
Aenderung  der  Neigung  der  wahren  Ecliptic  gegen  den  Aequator, 
welche  die  Säcularänderung  der  Schiefe  heifst;  femer  ist  die 
Bewegung  der  Durchschnittspunkte  des  Aequators  und  der  wahren 
Ecliptic  auf  letzterer,  welche  die  allgemeine  Präcession  ge- 
nannt wird,  verschieden  von  der  Bewegung  des  Aequators  auf  der 
festen  Ecliptic,  der  Luni-Solar-Präcession*). 

Diese  Aendemng  der  Ebene  der  Erdbahn  hat  aber  noch  eine 
andere  Wirkung.  Da  sich  nämlich  vermöge  derselben  die  Lage 
der  Bahnen  der  Sonne  und  des  Mondes  gegen  den  Erdäquator, 
obwohl  sehr  langsam,  ändert,  so  mufs  daher  eine  der  Nutation 
ähnliche  Bewegung  des  Aequators  nur  von  sehr  langer  Periode 
entstehen,  durch  die  sowohl  die  Neigung  des  Aequators  gegen  die 
Ecliptic  als  auch  die  Lage  der  Durchschnittspunkte  geändert  wird. 
Wegen  der  sehr  langen  Periode  dieser  Aenderangen  werden  die- 
selben aber  mit  der  Säcularänderung  der  Schiefe  und  der  Präcession 
zusammengenommen.  Die  durch  die  Stömngen  der  Planeten  indirect 
erzeugte  Bewegung  des  Aequators  ändert  daher  ein  wenig  die  Luni- 
Solar-  und  die  allgemeine  Präcession,  ebenso  die  Winkel,  welche 
die  feste  und  bewegliche  Ecliptic  mit  dem  Aequator  machen**). 


*)  Die  periodischen  Glieder,  die  Nutation,  bleiben  für  die  feste  und 
bewegliche  Ecliptic  dieselben. 

**)  In  den  in  Reihen  entwickelten  Ausdrücken  nur  die  von  t^  abhän- 
gigen Glieder. 
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I.    Die  Präcession. 

1.  Laplace  giebt  in  §.  44  des  sechsten  Buches  der  Mecanique 
Celeste  die  Ausdrücke  für  die  verschiedenen  langsamen  Bewegungen 
des  Aequators  und  der  Ecliptic,  welche  sich  auf  Zeiträume  von 
etwa  1200  Jahren  vor  und  nach  der  Epoche  von  1750  anwenden 
lassen,  indem  die  Säcularstörungen  der  Erdbahn  so  weit  berück- 
sichtigt sind,  dafs  sie  für  so  lange  Zeiträume  ausreichen.  Bessel 
hat  hieraus  diese  Aenderungen  nach  Potenzen  der  Zeit  entwickelt 
und  giebt  in  der  Vorrede  zu  seinen  Tabulae  Regiomontanae  die 
Ausdrücke  derselben  bis  auf  die  zweite  Potenz  der  Zeit,  die  für 
mehrere  Jahrhunderte  vor  oder  nach  der  Epoche  ausreichen.  Da^ 
nach  ist  die  jährliche  Luni-Solar-Präcession  für  die  Zeit  1750  -+- 1: 

dl 

4r  =  50".37572  —  0".000243589  * 
at 

oder  die  Aenderung  selbst  in  dem  Zeiträume  von  1750  bis  1750  -+-  U 

l=t.  50".37572  —  P  0".0001217945, 
und  dies  ist  also  der  Bogen  der  festen  Ecliptic  zwischen  den  Durch- 
schnittspunkten derselben  mit  dem  Aequator  zu  Anfang  der  Jahre 
1750  und  1750  -+-  t 

Femer  ist  die  jährliche  allgemeine  Präcession: 

~  =  50".21129  -f-  0".0002442966  * 
dt 

und  die  Aenderung  selbst  in  dem  Zeiträume  von  1750  bis  1750  -+- 1: 

l  =  1 50".21129  +  *2  0".0001221483, 
und  dies  ist  der  Bogen  der  wahren  Ecliptic  zwischen  den  Durch- 
schnittspunkten derselben  mit  dem  Aequator  zu  Anfang  der  Jahre 
1750  und  1750-+-^. 

Femer  ist  der  Winkel  zwischen  dem  Aequator  und  der  festen 
Ecliptic  für  1750  -+-  U 

eo  ==  230  28'  18".0  -f-  P  0".0000098423 
und  der  Winkel  zwischen  dem  Aequator  und  der  wahren  Ecliptic, 
welcher  die  mittlere  Schiefe  der  Ecliptic  genannt  wird: 
e  =  230  28'  18".0  —  1 0".48368  —  t^  0".00000272295*), 


•)  Bessel  hat  die  numerischen  Werthe  der  in  der  Mecanique  Celeste 
gegebenen  Ausdrucke  etwas  geändert,  indem  er  die  Säcularstörungen  der 
Erde  mit  einer  verbesserten  Venusmasse  berechnet  und  das  in  t  multiplicirte 
Glied  der  Luni-Solar-Präcession  Z^  aus  neueren  Beobachtungen  bestimmt  hat. 
Die  jährliche  Abnahme  der  Schiefe  der  Ecliptic,  wie  dieselbe  nach  den  neueren 
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sodafs  man  noch  hat: 

dsQ 

IT 

de 


=  +  0".00001968466  ^ 

=  —  0".48368  —  0".0000054459 1, 


dt 

Es  sei  nun  Fig.  2  ÄÄq  der  Aequator  und  EEq  die  Ecliptic, 
beide  für  das  Jahr  1750,  ferner  bezeichne  Ä'Ä"  und  EE'  den 
Aequator  und  die  Ecliptic  für  1750  -+- 1,   so  ist  das  Stück  BD  der 

Fig.  2. 


Bestimmungen  aus  den  Beobachtungen  folgt,  ist  von  der  im  Texte  gegebenen 
etwas  verschieden,  nämlich  0".4645.  Es  ist  aber  der  obige  Werth  für  die 
im  Folgenden  zu  gebende  Berechnung  der  Gröfsen  tt  und  77,  welche  die 
Lage  der  wahren  Ecliptic  gegen  die  feste  bestimmen,  beibehalten,  wie  dies 
von  Bessel  geschehen  und  auch  richtiger  ist,    da  diese  Werthe  mit  den  auf 

dl 

denselben  Massen  beruhenden  Werthen  von  -7-:  für  die  Bestimmung  von  tt 

et  t 

und  17  verbunden  werden.  Die  in  t^  multiplicirten  Glieder,  die  von  den 
durch  die  Planeten  erzeugten  Störungen  abhängen,  beruhen  auf  den  von 
Laplace  angewandten  Massen  und  bedürfen  einer  genaueren  Bestimmung. 

Peters  giebt  in  seiner  Schrift:    Numerus  constans  nutationis,   mit  den 
neuesten  Planetenmassen  die  folgenden  Werthe,  die  auf  das  Jahr  1750  und 
auf  die  Besselsche  Constante  der  Luni-Solar-Präcession  reducirt  sind: 
l,  =  *  50".37572  —  t^  0".0001084 
l  =  1 50".21484  + 1^  0".0001134 
eo  =  230  28'  17".9  +  0".00000735  «^ 
e  =  230  28'  17".9  —  0".4738 1  —  0".00000l40 1\ 
Foerster  hat  im  Anhange  zum  Berliner  Jahrbuche   für    1869    eine  kri- 
tische Zusammenstellung   der  verschiedenen  häufiger  angewandten  Angaben 
veröffentlicht. 
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festen  Ecliptic,  um  welches  der  Aequator  auf  derselben  sich  rück- 
wärts bewegt  hat,  die  Lunisolarpräcession  in  t  Jahren  gleich  l^. 
Femer  sind  Ä'BE  und  BCE  beziehlich  die  Neigung  der  festen 
und  der  wahren  Ecliptic  gegen  den  Aequator  gleich  bq  und  e.  Ist 
dann  8  irgend  ein  Stern,  so  ist,  wenn  SL  und  8L'  senkrecht  auf 
die  feste  und  die  wahre  Ecliptic  gezogen  sind,  DL  die  Länge  des 
Sterns  for  1750,  dagegen  CV  die  Länge  des  Sterns  für  1750  -h  t. 
Bezeichnet  man  durch  D'  denselben  Punkt  der  beweglichen  Ecliptic, 
welcher  in  der  festen  mit  D  bezeichnet  wurde,  so  ist  der  Bogen  GD\ 
d.  h.  also  der  Bogen  der  wahren  Ecliptic  zwischen  dem  Aequinoctium 
von  1750  und  dem  von  1750  4-  f  die  allgemeine  Präcession.  Dieser 
Theil  der  Präcession  in  Länge  ist  far  alle  Sterne  gleich.  Um  daraus 
die  vollständige  Präcession  in  Länge  für  einen  Stern  zu  erhalten, 
hat  man  zu  der  allgemeinen  Präcession  nur  noch  D'ü'  —  DL  hin- 
zuzufagen.  Dieser  Theil  ist  aber  wegen  der  langsamen  Aenderung 
der  Schiefe  bedeutend  kleiner  als  der  erstere.  Um  denselben  zu 
berechnen,  bedarf  man  der  Lage  der  wahren  Ecliptic  gegen  die 
feste,  die  durch  die  Säcularstörungen  der  Erde  gegeben  ist,  die 
man  aber  auch  aus  den  obigen  Ausdrücken  herleiten  kann.  Nennt 
man  nämlich  n  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  der  wahren 
Ecliptic  auf  der  festen  (d.  h.  denjenigen  Durchschnittspunkt  beider 
gröfsten  Kreise,  von  welchem  ab  die  wahre  Ecliptic  eine  nördliche 
Breite  über  der  festen  erhält)  und  zählt  diesen  Winkel  vom  festen 
Aequinoctium  des  Jahres  1750  ab,  so  hat  man,  weil  die  Längen  in 
der  Richtung  von  B  nach  D  gezählt  werden  und  E  der  nieder- 
steigende Knoten  der  wahren  Ecliptic  auf  der  festen,  also  DE  = 
1800  — /Z  ist,  BE=lSO^  —  n—l^  und  CE=zlSO^—n—L 
Nennt  man  die  Neigung  der  wahren  Ecliptic  gegen  die  feste  w,  hier 
also  den  Winkel  BECy  so  hat  man  nach  den  Napierschen  Analogien: 

ff-f-  eo 


tang  ^  TT .  sm  <  // +  -^-r —  >  =  sm  -^ —  tang 
tang  i  w .  cos  <  // 4-  -^-^ —  >  =  cos  -=-r —  tang 


2 

e  —  CO 


2 

Da  S  der  Punkt  des  Aequators  ist,  welcher  im  Jahre  1750 
in  D  war,  so  ist  BG  das  Stück  des  Aequators,  um  welches  sich 
der  Durchschnittspunkt  der  Ecliptic  während  der  Zeit  t  auf  dem 
Aequator  vorwärts  bewegt  hat.  Bezeichnet  man  diesen  Bogen,  der 
die  Präcession  durch  die  Planeten  während  der  Zeit  ^  genannt 
wird,  mit  a,  so  erhält  man  aus  demselben  Dreiecke: 

tang ia.  cos  — r —  =  tang ^ (?,  —  J)  cos — r — . 
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Aus  diesen  Oleichimgen  kann  man  ntin  a,  ic  nnd  U  in  Reihen 
entwickeln,  die  nach  Potenzen  der  Zeit  t  fortschreiten.  Die  letzte 
Gleichung  giebt,  wenn  man: 

«0  4-  i  (e  —  eo)  statt  — z — 

einführt  nnd  die  Sinns  und  Tangenten  der  kleinen  Winkel  l^  —  2, 
a  und  e  —  £o  mit  dem  Bogen  vertauscht: 

coseo  cos  eo'  206265 

oder  wenn  man  für  l^^  l  und  t  —  eo  ihre  Ausdrücke  setzt»  die  die 
Formen  X^t-^-X^t^  Xt-\-}!t^  und  ly^-hV^^  haben,  so  wird: 

cos  eo  (  cos  eo  206265     cos  eo^  j 

und,  wenn  man  die  numerischen  Werthe  einsetzt: 

a^t. 0'M7926  —  P  0".0002660393, 

da 


Femer  ist: 


^^  =     0'M7926  —  t ,  O".O0O532O786. 
dt 


sm 


und 


cos 


.        1     .        /.       h-^^  ,        e-f-eo«  ^  ^        e-eoM 

tangi  TT«  =  <tang  ^ —  tang ^ ^  ^^^ — 2 — j  """  ~2  ^  ' 

oder  auf  dieselbe  Weise  wie  oben: 

r«      , /•    .   *\1       asineo   ,  -Ja coseo 
tang  {/?+ i  (J,  +  D)  =  ^^3^^  +  ägögggg- 

^.   .    g»  sin «0  coseo  («—«o) 
»»  =  a»  sm  eo»  4- (.  -  .o)«  + 2Ö6265 ' 

Setzt  man  auch  hier  fttr  e  — eo  und  a  die  Ausdracke  iji+ij'** 
und  at-\-at'^,  so  ist: 

n+  i  (1+ J,)  =  arctang  ?^^£^ 

_^J«',smeo-aVsineo  gogggj  ^  ^«coseo)  cosiP 

^^-T— : :; ::       t^  i       i   .        q    .         f   .   ia*'^  sineocos  eo\ 

7r  =  *  V  a*  smeo^  ^-ly^H <  aa' sineo* +iyiy' H 206265 V 
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oder,  wenn  man  die  numerischen  Werthe  substituirt: 

17=  171^36' 10"  — *.  5".  21 

TT  =  * .  0".  48892  —  t^  0".  0000030715 

^  =  0".  48892  —  t .  0".  0000061430. 
dt 

2.  Nachdem  man  nun  die  gegenseitigen  Aenderungen  der 
Ebenen,  auf  welche  die  Oerter  der  Sterne  bezogen  werden,  kennt, 
ist  es  leicht,  die  dadurch  hervorgebrachten  Aenderungen  der  Oerter 
der  Sterne  selbst  zu  bestinmien.  Bezeichnet  ^  und  ß  die  Länge 
und  Breite  eines  Sterns,  bezogen  auf  die  wahre  Ecliptic  zur  Zeit 
1750  -h  f ,  so  sind  die  Coordinaten  des  Sterns  in  Bezug  auf 
diese  Grundebene,  wenn  man  als  Anfangspunkt  der  Zählung  der 
Längen  den  aufsteigenden  Knoten  der  wahren  Ecliptic  auf  der 
festen  nimmt: 

cos  ^  cos  (^  —  77 —  l),  cos  /9  sin  (A  —  17 —  ?),  sin  ß. 

Ist  dann  L  und  B  die  Länge  und  Breite  des  Sterns,  bezogen 
auf  die  feste  Ecliptic  für  1750,  so  sind  die  drei  Coordinaten  in 
Bezug  auf  diese  Grundebene  und  von  demselben  Anfangspunkte 
gerechnet:    ' 

cos  B  cos  (L  —  77),  cos  B  sin  (L  —  77),  sin  B, 

Da  nun  die  Grundebenen  beider  Goordinatensysteme  den  "Win- 
kel TT  mit  einander  bilden,  so  erhält  man  durch  die  Formeln  (la) 
in  No.  1  der  Einleitung: 

cos  ß  cos  (^  —  77—  l)  =      cos  -B  cos  {L  —  77) 

cos  y9  sin  (^  —  77  —  Q  =       cos  5  sin  (L  —  77)  cos  tt  +  sin  J5  sin  tt        (ä) 

sin  /?  =  —  cos  J?  sin  (ü  —  77)  sin  n-h  sinB  cos  tt. 

Differenzirt  man  diese  Gleichungen,  indem  man  L  und  B  als 
constant  ansieht,  so  erhält  man  durch  die  Differentialformeln  (11) 
in  No.  9  der  Einleitung,  da  hier  a  =  900— /9,  &  =  900— J5,  c  =  tt, 
^  =  900  +  1,-77,  jB=900— (;  — 77— Q: 

d(X—  77—  1)  =  —  dll-h  n  tang ß  sin  (;i  —  77—  l)dn 

-f-  tang  ß  cos  {X  —  77—  T)  dn 

dß  =  -\-T:  cos {X  —  77—  T)dn—%m{X'-  77—  T) dn. 

dir 
Daraus  erhält  man  aber,  wenn  man  durch  dt  dividirt  und  t  ^ 

statt  n  im  Coefficienten  von  du  setzt,  für  die  jährlichen  Aenderungen 
der  Längen  und  Breiten  der  Sterne  die  folgenden  Formeln: 


dX      dl       ^       o        /  )       TT      1      ^n.\  di: 
-=--^i^ngßcos[X-n^l--^t)^ 

dß  .    /,       jj      j      dn.\d7r 


^^=-sin(;-77-Z-^^)^^ 
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oder,  da  77+ -^*  =  17lo36' 10"  —  f .  10".42  ist,   wenn  man  setzt: 
n  +  t^-h  l  =  1710  36'  10"  -+- 1 39"  .  79  =  M, 


dt 

dX      dl  ^        .        ■MM\^^ 

-  =  -  +  t^ßcos(X-M)^ 


(ß) 


■w^9  dw  d  7c 

wo  die  numerischen  Werthe  für  jr  und  -^   in   der    vorigen  Num- 
mer gegeben  sind. 

Bezeichnen  wieder  L  und  B  die  Länge  und  Breite  eines  Sterns, 
bezogen  auf  die  feste  Ecliptic  und  das  Aequinoctium  für  1750,  so 
wird  diese  Länge,  vom  Durchschnittspunkte  des  Aequators  für  die 
Zeit  1750  -h  t  mit  der  festen  Ecliptic  für  1750  gezählt,  gleich  L-hl, 
sein,  wo  l,  der  Betrag  der  Lunisolarpräcession  in  dem  Zeiträume 
von  1750  bis  1750  H-  t  ist.  Die  Coordinaten  des  Sterns  in  Bezug 
auf  die  Ebene  der  Ecliptic  für  1750  und  den  eben  angenommenen 
Durchschnittspunkt  werden  also  sein: 

cos  B  cos  (If  -f- 1,\  cos  B  sin  (L  -+•  0  ^^^  sin  B, 

Bezeichnen  dann  a  und  ^  die  Rectascension  und  Declination 
des  Sterns,  bezogen  auf  den  Aequator  und  das  wahre  Aequinoctium 
für  die  Zeit  1750  H-^,  so  wird  die  Rectascension  von  dem  vorher 
angenommenen  Durchschnittspunkt  gezählt,  a-{-  a  sein.  Man  hat 
also  für  die  Coordinaten  des  Sterns  in  Bezug  auf  die  Ebene  des 
wahren  Aequators  und  den  angenommenen  Durchschnittspunkt: 

cos  d  cos  (a  +  a),  cos  d  sin  (a  +  ä)  und  sin  <J. 

Da  beide  Coordinatenebenen  den  Winkel  eo  mit  einander  bilden, 
so  erhält  man  nach  den  Formeln  (1)  der  Einleitung: 

cos  d  cos  (a-ha)  =  cos  B  cos  (L  -f-  0 

cos  <J  sin  (a  -h  a)  =  cos  B  sin  (L  -+•  0  cos  eo  —  sin  J5  sin  eo  (C) 

sin  d  =  cos  B  sin  (L  -h  l,)  sin  eo  +  sin  B  cos  eo. 

Differenzirt  man  diese  Formeln  wieder,  indem  man  L  und  B 
als  constant  betrachtet,  so  erhält  man  durch  die  Differentialformeln 
(11)  der  Einleitung,  da  hier  im  Dreiecke  zwischen  dem  Pole 
der  Ecliptic,  depi  des  Aequators  und  dem  Sterne  a  =  900 — ^, 
fe  =  900  — J5,  c  =  eo,  Ä  =  90^  —  (L-hl,),  5  =  90-h(a-f-a): 

^  (a  -t-  a)  =  [cos  eo  H-  sin  eo  tang  d  sin  (a  +  a)]  dl,  —  cos  (a  -f-  ä)  tang  ddeo 
dd  =  cos  (a  H-  a)  sin  eo  dl,  H-  sin  (a  -f-  a)  deo. 
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Man  hat  also  für  die  jährlichen  Aenderungen  der  Rectascen- 
sionen  und  Declinationen  der  Sterne  die  Formeln: 

■^T  =  —  -r-'-f-  [cos  eo  +  Sin  eo  tang  dsmaj-jj^ 
at  dt  dt 

{dl,      deo\  Q 

asineo-i-;^  —  -^  Mangel  cos a,         ' 

dd  dl,       f     .        dl,      deo\   . 

-TT  =  cos  a  sin  so  -n < a  sineo  -rr tt  /  sm  a, 

dt  dt        K  dt        dt  ) 

oder  mit  Vernachlässigung  des  nach  den  obigen  Werthen  sehr  kleinen 

letzten  Gliedes  jeder  Gleichung*): 

da       •    da  ,  j.  ,.        ,        ^  •      i  ^h 

-^rr  = ^T  -+-  [cos  eo  +  sm  eo  tang  &  sm  a]  -rr  ? 

dt  dt  ^  -^  dt  \ 

dd  dl, 


,  .  —  cüö  a  a 

dt 

dt 

Setzt  man  hier: 

dl,      da 

dl, 

rhält  man  einfach: 

•w 

—  =  m-hn  tang d  sin a, 

dd 

^^-»cosa, 

(I>) 


und  für   die  numerischen  Werthe  von  m  und  n,  wenn  man  die 
Werthe  von  eo,  ^  und  -jr  substituirt: 

m  =  46".  02824  -i-  0".  0003086450 1 
n  =  20".  06442  —  0".  0000970204  *. 

Um  nun  den  Betrag  der  Präcession  in  Länge  und  Breite  oder 
in  Rectascension  und  Declination  in  dem  Zeitraum  von  1750  4- 1 
bis  1750  H-  ^  zu  erhalten,  müfste  man  die  Integrale  der  Gleichungen 
(B)  oder  (D)  zwischen  den  Grenzen  t  und  f  nehmen.  Man  kann 
indessen  diesen  Betrag  auch  bis  auf  die  Glieder  zweiter  Ordnung 

t  -ht' 

inclusive  aus  dem  Differentialquotienten  für  die  Zeit  — ö""  ^^^  ^^^ 


dl,      dso 
*)  Der  numerische  Werth  des  Coefficienten  a  sin  eo  -tt rr    ißt  mit 

den  im  Texte  gegebenen  Werthen  —  0.0000022471 1  Der  Theorie  nach 
soll  derselbe  eigentlich  gleich  Null  sein,  und  der  Grund  dieser  Abweichung 
liegt  in  der  Anwendung  verschiedener  Massenwerthe  bei  der  Berechnung  der 
Glieder  erster  und  zweiter  Ordnung. 
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Zwischenzeit  finden.  Sind  nämlich  f{t)  und  f(1l)  zwei  Functionen, 
deren  Differenz  f(j!)  —  f{t)  man  sucht,  für  diesen  Fall  also  den 
Betrag  der  Präcession  in  der  Zeit  f  —  t^  so  setze  man: 

Dann  ist  bis  auf  Glieder  der  zweiten  Ordnung: 

f{t^  =  f(x  -f-  A«)  =  /  W  +  tixf  (x)  +  i  Aa?«  r  («), 
wo  /*'  (a;)  und  /"  (a?)  die  ersten  und  zweiten  Differentialquotienten 
von  f(x)  bezeichnen.    Daraus  erhält  man  aber: 

Um  also  die  Präcession  für  einen  Zeitraum  f  —  ^  zu  erhalten, 
hat  man  nur  nöthig,  den  für  das  arithmetische  Mittel  der  Zeiten 
geltenden  Differentialquotienten  zu  berechnen  und  diesen  mit  der 
Zwischenzeit  zu  multipliciren.  Dadurch  sind  dann  auch  die  Glieder 
zweiter  Ordnung  berücksichtigt. 

Sucht  man  nun  z.  B.  den  Betrag  der  Präcession  in  Länge  und 
Breite  in  der  Zeit  ^on  1750  bis  1850  für  einen  Stern,  dessen  Ort 
für  1750: 

X  =  210«  0',  /9  =  +  340  0' 

ist,  so  hat  man  die  Werthe  von  j;,   -ri  und  M  für  1800: 

^  =  50".  22350,  ^  =  0".  48861,  M  =  172«  9'  20". 
dt  dt 

Femer  erhält  man,  wenn  man  die  Präcession  von  1750  bis 

1800  annähernd  berechnet,  für  1800: 

X  =r  2100  42'.  1,  /?  =  4-  330  59'.  8 

und  damit  nach  den  Formeln  (B)  für  1800: 

^  =  +  50".  48122 ,    ^  =  -  0".  30447, 
dt  ^     dt 

also  für  den  Betrag  der  Präcession  von  1750  bis  1850: 

in  Länge  +  !<>  24'  8".  12  und  in  Breite  —  30".  45. 

Will  man  ebenso  den  Betrag  der  Präcession  in  Rectascension 
und  Declination  für  1750  bis  1850  für  einen  Stern  wissen,  dessen 
Rectascension  und  Declination  für  1750: 

a  =  220«  1'  24",  <^=  -f-  20<»  21'  15" 
ist,  so  hat  man  für  1800: 

m  =  46".  04367,  n  =  20".  05957, 
femer  den  genäherten  Ort  des  Sterns  für  diese  Zeit: 

a  =  220«  35'.  8,  cJ  =  -f-  20«  8'.  6 
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und  erhält  damit  nach  den  Formeln  (D): 

tang  d  9  .  56444         n  tang  ^  sin  a  =  —   4 .  78806 
sin  a  9  .  81340/t  m  =  4-  46  .  04367 

tang  <J sin  a  =  9  .  37784n  -j^=  -+-  41 .  25561 


w  =  1 .  30232 


dt 


/7  Jfr 

cos  «  =  9  .  88042»  —  =  —  15  .  2314, 

dt 

also  den  Betrag  der  Präcession  von  1750  bis  1850: 

in  Rectascension  +  1^8' 45".  56  und  in  Declination  —25' 23".  14. 

In  den  Verzeichnissen  der  Sternörter  ist  gewöhnlich  schon 
neben  jedem  Sterne  die  jährliche  Präcession  in  Rectascension  und 
Declination  (variatio  annua)  fnr  die  Epoche  des  Catalogs  und  aufser- 
dem  noch  die  Veränderung  derselben  in  hundert  Jahren  (variatio 
saecularis)  angeführt.  Ist  dann  ^o  die  Epoche  des  Catalogs,  so 
ist  die  Präcession  des  Sterns  während  der  Zeit  t  —  ^o?  iiach  dem 
Vorigen  gleich: 

l  variatio  annua. H — -^^  variatio  saecularis  \(f  —  ^o)- 

Differenzirt  man  die  Formeln: 

da 

-r-  =:  w  +  w  tang  d  sina, 

dd 

-ir:  =  n  cos  a, 
dt 

indem  man  alle  Gröfsen  als  variabel  betrachtet  und  bezeichnet  die 

jährlichen  Aenderungen  von  m  und  n  mit  m'  und  n\  so  erhält  man: 

d^  üL      tt'  mn 

-j7^  =  — ■  sin  2  a  [^  +  tang  d^]  -\ tang  <J  cos  a  -+•  w'  +  n'  tang  ^  sin  a, 

d^  d        •  n*    .      3  .        .      mn  .        ,     , 

-TT^  = sin  a^  tang  d sin  a-^n  cos  a, 

at^  w  ^  w 

wo  w  die  Zahl  206265  bezeichnet,  und  durch  Multiplication  mit 
100  ergiebt  sich  hieraus  die  variatio  saecularis  in  Rectascension 
und  Declination.  Für  das  obige  Beispiel  findet  man  hiernach  die 
variatio  saecularis: 

in  Rectascension  =  +  0".  0286, 
\^  in  Declination      =  +  0".  2654. 

3.  Die  eben  gegebenen  Differentialformeln  reichen  nicht  aus, 
wenn  man  die  Präcession  für  Sterne  berechnen  will,  die  dem  Pole 
sehr  nahe  stehen.  In  diesem  Falle  mufs  man  sich  der  strengen 
Formeln  bedienen. 

Es  sei  die  Länge  und  Breite  ^  und  ß  eines  Sterns,  bezogen 
auf  die  Ecliptic  und  das  Aequinoctium  zur  Zeit  1750  H-  f,  gegeben. 
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so  erhält  man  daraus  die  Länge  und  Breite  L  und  5,  bezogen 
auf  die  feste  Ecliptic  von  1750  durch  die  folgenden  Gleichungen, 
welche  unmittelbar  aus  den  in  No.  2  gegebenen  Gleichungen  (J.) 
folgen : 

cos  B  cos  (L  —  n)  =  cos  ß  cos(X—  n—l) 
cos  B  «in  (Jw  n)  =  cos  /5  sin  W  —  /7—  i)  cos  tt  —  sin  ß  sin  ;r 
sin  B  =  cos /?  sin  (A  —  11— l)  sin  tt -f- sin /?  cos  tt. 

Sucht  man  dann  die  Länge  und  Breite  k*  und  ß\  bezogen  auf 
die  Ecliptic  und  das  Aequinoctium  zur  Zeit  1750  -I-  ^,  so  erhält 
man  diese  aus  L  und  B  durch  die  folgenden  Gleichungen,  wenn 
man  die  far  die  Zeit  l!  geltenden  Werthe  von  /7,  tt  und  l  durch 
n\  Tt*  und  V  bezeichnet: 

cos  ff  cos  (^'  —  77'  —  V)  =  cos  B  cos  (X  —  17') 

cos  ß'  sin  (A'  —  77'  — «')  =  cos  B  sin  (L  —  77')  cos  tt'  +  sin  JB  sin  tt' 

sin yj'  =  —  cos B sin (i  —  77')sin tt'  -h  sin  JB cos  tt'. 

Eliminirt  man  B  und  i>  aus  diesen  Gleichungen,  so  erhält  man 
A'  und  ß*  unmittelbar  durch  ^  und  ß  und  durch  die  Werthe  von 
Z,  77  und  TT,  zu  den  Zeiten  t  und  <*,  ausgedrückt. 

Für  die  Rectascension  und  Declination  werden  die  strengen 
Gleichungen  ganz  ähnlich.  Ist  die  Rectascension  und  Declination 
a  und  d  eines  Sterns  für  die  Zeit  1750  -h  t  gegeben,  so  erhält  man 
daraus  die  Länge  und  Breite  L  und  B,  bezogen  auf  die  feste  Ecliptic 
von  1750  durch  die  Gleichungen*): 

cos  B  cos  (Jj  -h  l)  =  cos  d  cos  (a  4-  a) 

cos  B  sin  (i  +  0  =  cos  d  sin  (a  -f-  a)  cos  e^  -4-  sin  <J  sin  e^ 

sin  B  =  —  cos  d  sin  (a  -f-  a)  sin  «o  +  si^^  <^  cos  e^. 

Sucht   man  nun  die  Rectascension  und  Declination  J  und  (^ 
für  die  Zeit  1 750  -h  ^,    so  erhält  man  diese  aus  L  und  J5,   wenn 
man  die  Werthe  von  Z^  a  und  eo  für  die  Zeit  i!  durch  Z',  a'  und  c'o 
bezeichnet,  durch  die  folgenden  Gleichungen: 
cos  d^  cos  (a'  4-  a')  =  cod  B  cos  (I*  -h  i',) 
cos  <>'  sin  (a'  -f-  o')  =  cos  P  sin  (X  +  J',)  cos  e'o  —  sin  B  sin  e'^ 
sin  <J'  =  cos  B  sin  (Z»  -f-  V^  sin  e'o  +  sin  B  cos  e'o. 
Eliminirt  man  aus  beiden  Systemen  von  Gleichungen  die  Gröfsen 
B  und  jL,  so  erhält  man,  da: 

cos  JB  sin  X  =  —  cos  d  cos  (a  +  a)  sin  I,  4-  cos  d  sin  (a  -f-  a)  cos  eo  cos  Zj 

-f-  sin  d  sin  «o  cos  l, 
cos  J3  cos  i  =  cos  d  cos  (a  -f-  a)  cos  ^  +  cos  (J  sin  (a  4-  a)  cos  Sq  sin  Zj 

4-  sin  d  sin  £o  sin  ^ 
sin  JB  =  —  cos  i  sin  (a  +  a)  sin  e©  +  sii^  «^  cos  «o» 

*)  Man  findet  diese  Gleichungen  aus  den  Oleichnngen  (C)  in  No.  2. 
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wie  man  leicht  sieht,  die  folgenden  Gleichungen: 

cos  <J'  cos  (a'  4-  aO  =  cos  d  cos  (a  -f-  o)  cos  Q\  —  0 

—  cos  d  sin  (a  +  a)  sin  (l\  —  0  cos  Sq 

—  sin  d  sin  (}\  —  l,)  sin  «o 

cos  d'  ^n  (a'  -f-  a')  =  cos  <J  cos  (a  +  a)  sin  (^^  —  l,)  cos  e'o 

4-  cos  d  sin  (a-f-a)  [cos(/', — l,)  cos  Sq  cos  e'^+sin  ^oSin  e'o] 
-f-  sin  d  [cos  {l\  —  l,)  sin  Sq  cos  e'o  —  cos  e©  sin  e'o] 
sin  ^'  =  cos  <y  cos  (a  +  a)  sin  (^^  -- 1,)  sin  e'o 

+  cos  d  sin  (a4-a)  [cos  (V, — l,)  cos  Cq  sin  e'o — sin  e©  cos  e'©] 
-f-sin<J[cos(Z'< — 1^)  sin  eo  sin  e'o  4- cos  eo  cos  e'o]. 

Denkt  man  sich  ein  sphärisches  Dreieck,  dessen  drei  Seiten 
l\  —  Z^,  90^  —  z  und  90^  4-  z^  und  dessen  den  drei  Seiten  gegen- 
überliegende Winkel  beziehlich  ^,  e'o  und  180o  —  eo  sind,  so  lassen 
sich  die  Coefficienten  der  vorigen  Gleichungen,  welche  l\  —  Z^, 
eo  und  e'o  enthalten,  durch  0,  z  und  z'  ausdrucken  und  man  findet 
dann: 

cos  d'  cos  («'  4-  a')  =  cos  d  cos  (a  4-  a)  [cos  ^  cos  z  cos  «'  —  sin  z  sin  x;'] 

—  cos  <J  sin  (a  4-  a)  [cos  ^  sin  5?  cos  «'  4-  cos  ;5  sin  «'] 

—  sin  <J  sin  ß  cos  0' 

cos  <^'  sin  (a'  4-  «')  =  cos  d  cos  (a  4-  o)  [cos  ^  cos  z  sin  0'  4-  sin  «  cos  «'] 

—  cos  3  sin  (a  4-  a)  [cos  ö  sin  z  sin  fr'  —  cos«  cos  z^ 

—  sin  d  sin  ß  sin  jet' 

sin  d'  =  cos  ^  cos  (a  4-  a)  sin  ^  cos  Z 

—  cos  d  sin  {a  4-  a)  sin  ß  sin  0 
4-  sin  <J  cos  ^. 

Multiplicirt  man  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  sin  z\  die 
zweite  mit  cos  z'  und  subtrahirt  erstere,  multiplicirt  dann  die 
erste  mit  cos  z\  die  zweite  mit  sin  z^  und  addirt  die  Producte,  so 
erhält  man: 

cos  <J'  sin  (a^4-  a'  —  z^)  =  cos  <J  sin  (a  4-  a  4-  z) 

cos  d'  cos  (a  4-  a'  —  z')  =  cos  <J  cos  (a  4-  a  4-  z)  cos  ^  —  sin  <J  sin  ö       (a). 

sin  (J'  =  cos  ^  cos  (a  4-  a  4-  z)  sin  ö  4-  sin  ^  cos  ß 

Diese  Formeln  geben  unmittelbar  a'  und  ^  durch  «,  <?,  a,  a' 
und  die  Hülfsgröfsen  Zy  z^  und  ß  ausgedrückt.  Letztere  findet  man 
aber,  wenn  man  auf  das  eben  betrachtete  sphärische  Dreieck  die 
Gaufsischen  Formeln  anwendet.    Dann  ist  nämlich: 

sin  I  ^  cos  i  (z'  —z)  =  sin  i  (l\  —  l,)  sin  ^  (e'o  4-  eo) 
sin  i  ß8mi(z'  —  z)  =  cos  i  (l\  —  l,)  sin  i  (e'o  —  fio) 
cos  i  ^  sin  -j^  (z*  4-  £f)  =  sin  i  (^^  —  1,)  cos  ^  (e'o  4-  eo) 
cos  ^  ßcosi  (z'  4-  «)  =  cos  i  {l\  —  l)  cos  i  (e'o  —  «o)» 


127 

Hier  wird  es  nun  inuner  erlaubt  sein,  sin  ^  (/  —  z)  und 
sin  ^  (e'o  —  «o)  mit  dem  Bogen  zu  vertauschen  und  die  ent- 
sprechenden Cosinus  gleich  Eins  zu  setzen,  sodafs  man  für  die  Be- 
rechnung der  drei  Hülfsgröfsen  die  einfachen  Formeln  erhält: 

tang  i  (z'  4-  i»)  =  cos  i  (e'o  +  «o)  tang  i  (l\  - 1,) 

tang  i  ^  =  tang  i  (e'o  +  «o)  »in  i  («'  +  g). 
Die  Formeln  (a)  kann  man  durch  Einführung  eines  Hülfs- 
winkels  für  die  Rechnung  bequemer  einrichten  oder  auch  statt 
derselben  ein  anderes  System  von  Gleichungen  benutzen,  welches 
man  ebenfalls  durch  die  GauTsischen  Gleichungen  erhält.  Man 
findet  nämlich  die  Formeln  (a),  wenn  man  die  drei  Grundgleichun- 
gen der  sphärischen  Trigonometrie  auf  ein  sphärisches  Dreieck 
anwendet,  dessen  drei  Seiten  90®  —  «J*,  90®  —  ^  und  9  sind 
und  wo  den  beiden  ersteren  Seiten  die  Winkel  a  -{-  a-h  z  und 
180®  —  a'  —  d  -\-z^  gegenüberstehen.  Wendet  man  statt  dessen 
die  Gaufsischen  Formeln  an,  so  erhält  man,  wenn  man  den  dritten 
Winkel  mit  c  bezeichnet  und  der  Kürze  wegen  a  H-  a  -I-  ^  =  A 
und  a'  -h  a'  —  2r'  =  AI  setzt: 

cos  \  (90«  -f-  ^)  cos  \  {Ä  -h  c)  =  cos  \  [900  -|.  ^  +  ^]  cos  \A 
cos i (90  +  <J')  sin i U' +  c)  =  cos i [90    -i-^— ^]sini^      ... 
sini(90  -f- <J')  cos  i  (^' —  c)  =  sin  i  [90   -h  «^4- ^]cosi^     ^^ 
sini(90  +^')siniU'  — c)=slni[90   H-^— ^]siniA 

Genauer  verfährt  man  noch,  wenn  man  nicht  die  Gröfse  AI 
selbst,  sondern  nur  den  unterschied  AI  —  A  sucht.  Man  erhält 
aber,  wenn  man  die  erste  der  Gleichungen  (a)  mit  cos  A,  die 
zweite  mit  sin  A  multiplicirt  und  beide  von  einander  abzieht,  und 
wenn  man  ferner  die  erste  Gleichung  mit  sin  A,  die  zweite  mit 
cos  A  multiplicirt  und  die  Producte  addirt: 

cos  <J'  sin  {AI  —  J.)  =  cos  d  sin  A  sin  B  [tang  d  +  tang  \  9  cos  A] 
cos  ^  cos  {A!  —  ^)  =  cos  <J  —  cos  d  cos  A  sin  0  [tang  d  +  tang  ^  0  cos  A\ 

also: 

.  ., .. sin  A  sin  0  [tang  d  +  tang  \  0  cos  A] 

1  —  cos  ui  sin  ^  [tang  eJ-i- tang  i  ^  cos  A] 

und  durch  die  Gaufsischen  Formeln  findet  man: 

cos  i  c .  sin  i  (^'  —  ^)  =  sin  ^  ^  cos  \  (A  -+•  A) 
cos  i  c .  cos  i  (<J'  —  <J)  =  cos  i  ^  cos  ^  (J.'  —  A), 

Setzt  man  also: 

j)  =  sin  ^[täng<>4-tang-J^cos-4]  (J5), 


so  wird: 
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p  sin  J. 


**''«(^'-^)  =  rfT^i  ) 


und:  [        (C), 

Die  strenge  Berechnung  der  Rectascension  und  Declination 
eines  Sterns  für  die  Zeit  1750  -f-  f  aus  der  Rectascension  und 
Declination  desselben  für  die  Zeit  1750  4- 1^  ist  somit  auf  die  Be- 
rechnung der  Formeln  (-4),  (B)  und  (C)  zurückgeführt. 

Beispiel.  Die  Rectascension  und  Declination  des  Polarsterns 
für  den  Anfang  des  Jahres  1755  ist: 

a  =  100  55' 44".  955 
und: 

<j=  870  59' 41".  12. 
Soll  man  nun  hieraus  den  Ort,  bezogen  auf  den  Aequator  und 
das  Aequinoctium  von  1850,  berechnen,  so  hat  man: 

l,  =  4'  11". 8756  l\  =  V  23'  56".  3541 

a  =  0".8897  a'=15".2656 

£0=  230  28'  18".  0002  e'o=  23^  28'  18" .  0984. 

Damit  erhält  man  aus  den  Formeln  (Ä): 

I  (e'  -+- «)  =  00  36'  34".  314  i  («'  —  z)  =  10".  6286 

also : 

z  =00  36' 23".  685 
if'==00  36'44".943 
und: 

^  =  00^31' 45".  600 
mithin : 

^  =  a  4-  a  -+- «  =  110  32'  9".  530. 
Berechnet  man  dann  nach  den  Formeln  (JB)  und  (C)  die  Werthe 
von  Ä'  —  Ä  und  <J'  —  ^,  so  findet  man: 

logjp  =  9.4214471 
und: 

^'  —  ^  =  40  4'  17" .  710,      i  (<J'  —  (J)  =  00  15'  26".  780 
also: 

^'  =  150  36' 27".  240 
und  daraus  endlich: 

«'  =  160  12' 56".  917 
^'  =  88  30  34  .  680. 

4.  Da  der  Durchschnittspunkt  des  Aequators  mit  der  Ecliptic 
auf  letzterer  jährlich  um  etwa  50" .  2  zurückgeht,  so  wird  der  Pol 
des  Aequators  um  den  Pol  der  Ecliptic  im  Laufe  der  Zeit  einen 
Kreis  beschreiben,  dessen  Halbmesser  gleich  der  Schiefe  der  Ecliptic 


r 
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ist*).  Der  Pol  des  Aequators  wird  daher  immer  mit  anderen 
Punkten  der  scheinbaren  Himmelskugel  zusammentreffen,  oder  es 
werden  zu  verschiedenen  Zeiten  auch  verschiedene  Sterne  in  der 
Nähe  desselben  stehen.  In  unsem  Zeiten  ist  der  letzte  Stern  im 
Schwänze  des  kleinen  Bären  (a  ürsae  minoris)  der  nächste  am 
nördlichen  Weltpole  und  heilst  daher  auch  der  Polarstem.  Dieser 
Stern,  dessen  Declination  jetzt  88^^  beträgt,  wird  sich  dem  Pole 
noch  immer  mehr  nähern,  bis  seine  Rectascension  (jetzt  18^)  gleich 
90®  geworden  ist.  Dann  wird  die  Declination  ihr  Maximum,  näm-  7 
lieh  89®  32',  erreicht  haben  und  von  da  wieder  abnehmen,  weil  die  ' 
Präcession  in  Declination  für  Sterne,  deren  Rectascension  im  zwei- 
ten Quadranten  liegt,  negativ  ist. 

Um  nun  den  Ort  des  Weltpoles  für  jede  Zeit  t  finden  zu  kön- 
nen, betrachte  man  das  sphärische  Dreieck  zwischen  dem  Pole  der 
Ecliptic  für  eine  bestimmte  Zeit  ^o  und  den  Polen  des  Aequators  zu 
den  Zeiten  to  und  t,  P  und  P*.  Bezeichnet  man  dann  die  Rect- 
ascension und  Declination  des  Weltpoles  zur  Zeit  t  in  Bezug  auf 
den  Aequator  und  das  Aequinoctium  zur  Zeit  ^o  mit  a  und  ^,  die 
Schiefe  der  Ecliptic  zur  Zeit  ^o  und  t  mit  eo  und  e,  so  ist  die  Seite 
PF  =  900  — ^,  EP=so,  J57P'  =  e,  der  Winkel  an  P=900-l-a 
und  der  Winkel  an  E  gleich  der  allgemeinen  Präcession  in  dem 
Zeitraum  t  —  ^o  und  man  hat  daher  nach  den  drei  Grundgleichungen 
der  sphärischen  Trigonometrie: 

cos  ^  sin  a  =  sin  e  cos  Sq  cos  l  —  cos  e  sin  eo 
cos  dco&a=  sin  e  sin  l 

sin  <J  =  sin  e  sin  Gq  cos  Z  -|-  cos  e  cos  Sq. 

Da  diese  Berechnung  keine  grofse  Genauigkeit  erfordert,  son- 
dern der  Ort  des  Poles  immer  nur  beiläufig  gesucht  wird,  überdies 
auch  die  Abnahme  der  Schiefe  nur  in  kurzen  Zeiträumen  als  der 
Zeit  proportional  angesehen  werden  kann,  da  sie  eigentlich  eine 
Periode  von  freilich  sehr  langer  Dauer  hat,  so  kann  man  sich  er- 
lauben e  =  eo  zu  setzen  und  erhält  dann  einfach: 

tang  a  =  —  cos  e©  tang  ^  l 

und: 

^     sin  eo  sin  { 

cos  S = . 

cos  a  » 

Wiewohl  hier  a  durch  die  Tangente  gefunden  wird,  so  erhält 
man  doch  den  Werth  von  a  ohne  alle  Zweideutigkeit,  da  derselbe 

*)  Genau  genommen  ist  dieser  Halbmesser  nicht  constant,  sondern  gleich 
der  jedesmaligen  Schiefe  der  Ecliptic. 

Briinno-w,  sphärische  Astronomie.    4.  Aufl.  9 
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zugleich  die  Bedingung  erfüllen  mufs,  dafs  cos  a  und  sin  l  dasselbe 
Zeichen  haben. 

Wollte  man  z.  B.  den  Ort  des  Weltpoles  für  das  Jahr  14000 
kennen  und  zwar  bezogen  auf  das  Aequinoctium  von  1850,  so  hat 
man  die  allgemeine  Präcession  während  der  12150  Jahre  etwa 
gleich  174^,  also  wird: 

a  =  2730  16'  und  <J  =  4-  43<>  7'. 

Dies  ist  sehr  nahe  der  Ort  von  a  Lyrae,  dessen  Rectascension 
und  Declination  für  1850: 

a  =  2770  58'  und  (r=  -f-  SS«  39' 
ist.    Im  Jahre  14000  wird  also  dieser  Stern  auf  den  Namen  des 
Polarsterns  Anspruch  machen  können. 

Wegen  der  Veränderung  der  Declination  der  Sterne  durch 
die  Präcession  werden  auch  im  Laufe  der  Zeiten  Sterne  über  den 
Horizont  eines  Ortes  kommen,  welche  früher  daselbst  nie  sichtbar 
waren,  andere  Sterne,  welche  jetzt  z.  B.  an  einem  Orte  auf  der 
nördlichen  Halbkugel  der  Erde  sichtbar  sind,  werden  dagegen  eine 
so  südliche  Declination  erhalten,  dafs  sie  für  diesen  Ort  nie  mehr 
aufgehen.  Auf  gleiche  Weise  werden  Sterne,  welche  jetzt  für  diesen 
Ort  immer  über  dem  Horizonte  verweilen,  anfangen  auf- und  unter- 
zugehen, während  wiederum  andere  Sterne  eine  so  nördliche  Decli- 
nation erreichen,  dafs  sie  auch  in  ihrer  unteren.  Culmination  über 
dem  Horizonte  bleiben.  Der  Anblick  der  Himmelskugel  an  einem 
Orte  der  Erde  wird  also  durch  die  Präcession  nach  grofsen  Zeit- 
räumen beträchtlich  verändert. 

In  den  neuesten  Sonnentafeln  ist  das  siderische  Jahr  oder  die 
siderische  Umlaufszeit  der  Sonne,  d.  h.  die  Zeit,  welche  die  Sonne 
braucht,  um  an  der  scheinbaren  Himmelskugel  volle  360^  zu  durch- 
laufen, oder  die  Zeit,  in  welcher  sie  wieder  zu  demselben  Fixsterne 
zurückkehrt,  zu  365  Tagen  6  Stunden  9  Minuten  und  9" .  35  oder 
zu  365 .  2563582  mittleren  Tagen  angegeben.  Da  nun  die  Aequi- 
noctialpunkte  sich  rückwärts,  d.  h.  der  Sonne  entgegen  bewegen,  so 
wird  das  tropische  Jahr  oder  die  Zeit,  welche  die  Sonne  braucht, 
um  wieder  zu  demselben  Aequinoctium  zurückzukehren,  kürzer  als 
das  siderische  Jahr  sein  und  zwar  um  die  Zeit,  in  welcher  die 
Sonne  den  kleinen  Bogen,  der  gleich  der  jährlichen  Präcession  ist, 
durchläuft.  Es  ist  aber  für  das  Jahr  1800  l  =  50"  .  2235,  und  da 
die  mittlere  Bewegung  der  Sonne  59'  8" .  33  beträgt,  so  erhält  man 
für  diese  Zeit  0 .  014154  Tage,  mithin  für  die  Länge  des  tropischen 
Jahres  365 .  242204  Tage.  Da  nun  aber  die  Präcession  veränderlich 
ist  und  die  jährliche  Zunahme  derselben  0" .  0002442966  beträgt. 
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so  ist  auch  das  tropische  Jahr  veränderlich  und  die  jährliche  Ver- 
änderung derselben  gleich  0 .  000(XXX)68848  Tagen.  Druckt  man 
die  Decimaltheile  in  Stunden,  Hinuten  und  Secunden  aus,  so  erhält 
man  also  für  die  Länge  des  tropischen  Jahres: 

365  Tage  5»»  48™  46«  .  42  —  0»  .  00595  (t  —  1800). 


n.    Die  Nutation. 

5.  Bisher  ist  die  periodische  Aenderung  des  Aequators  gegen 
die  Ecliptic  unberücksichtigt  geblieben,  die,  wie  vorher  erwähnt,  in 
einer  periodischen  Bewegung  der  Durchschnittspunkte  des  Aequators 
und  der  Ecliptic  auf  letzterer  und  in  einer  periodischen  Aenderung 
der  Schiefe  besteht.  Die  erstere  wird  die  Nutation  in  Länge,  die 
andre  die  Nutation  der  Schiefe  genannt.  Der  Punkt,  in  welchem 
der  Aequator  und  die  Ecliptic  einander  schneiden  würden,  wenn 
die  Nutation  nicht  vorhanden  wäre,  sondern  nur  die  vorher  be- 
trachteten langsamen  Aenderungen  stattfänden,  heist  das  mittlere 
Aequinoctium,  die  Schiefe  der  Ecliptic,  die  dann  stattfinden 
würde,  die  mittlere  Schiefe  der  Ecliptic.  Dagegen  heifst  der 
Punkt,  in  welchem  der  Aequator  die  Ecliptic  wirklich  durchschnei- 
det, das  wahre  Aequinoctium,  und  die  in  Folge  der  Nutation 
stattfindende  Schiefe  die  wahre  Schiefe  der  Ecliptic. 

Die  Ausdrücke  für  die  Nutation  in  Länge  und  Schiefe  sind 
nun  nach  den  Bestimmungen  von  Peters  in  seinem  Werke  „Numerus 
constans  nutationis**: 

AX  =.  —  ir .  2405  sinfL  -f-  0" .  2073  sin  2ft 
—   1".  2692  sin  20  — 0''.  2041  sin  2([ 
-f-  0" .  1279  sin  (©  —  P)  —  0" .  0213  sin  (Q-i-P) 
-f-  0".  0677  sin  (Cl—P)  (Ä) 

Ae  =  -f-  9".2231cosrL— 0".0897cos2rt 
-+-  0". 5509 cos 20-1-0". 0886 cos 2(1 
+  0".  0093  cos  (0-hP), 
wo  f\  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  der  Mondbahn  auf  der 
Ecliptic,  0  und  (L  die  Längen  der  Sonne  und  des  Mondes,  Pund  P' 
die  Längen  des  Perihels  der  Sonne  und  des  Perigeums  der  Mond- 
bahn  bezeichnen.     Die    obigen   Ausdrücke   gelten    für    1800,   die 
GoefScienten  der  einzelnen  Glieder  sind  aber  mit  der  Zeit  ein  wenig 
veränderlich,  und  man  hat  für  1900: 

9* 
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A/l=— 17".  2577  sin  ft+O".  2073 sin  20. 
—   I".26938in2©— 0".2041sin2(I 
+  0".  1275  sin  (0— P)  — 0".  0213  sin  (©  +  P) 
H-  0".  0677  sin  (a— PO  UO 

Ae  =  +  9".  2240  cos  Ö.—0"- 0896  cos  2 Q. 
0" .  5506  cos  2©  -i-  0" .  0885  cos  2  (L 
0".  0092  cos  (©-i-P). 


Um  nun  die  hieraus  entstehenden  Aenderungen  der  Rectascen- 
sionen  und  Declinationen  der  Sterne  zu  finden,  hat  man: 

und:  (ö) 

Man  hat  aber  nach  den  Differentialformeln  in  No.  11  des  ersten 
Abschnitts,  wenn  man  für  cos  ß  sin  r^  und  cos  ß  cos  ^  die  dort 
gefundenen  Ausdrücke  durch  a,  d  und  e  setzt:  ^ 

0       -^T  =  cos  e  +  sm  e  tang  <J  sm  a  -5-r  =  cos  a  sin  e     \ 

dX  dX 

da  .  dd 

-_  =  —  cos  a  tang  o  3-  =  sm  a, 

dt  de 

woraus  man  durch  weitere  Differentiation  erhält: 


c)     r^2" )  =  sin  e^  [^  sin  2a  +  cotang  e  cos  a  tang  ^+  sin  2a  tang  cJ*] 
^  Uj  ^   )  =  —  sin  e  [cos  a^  —  cotang  e  tang  <J  sin  a H-tang  d'^  cos  2a] 
(^^—^1  =  —  [^  sin  2a  +  sin  2a  tang  ^2] 
l/TTä")  ^^  —  sin  e^  sin  a  [cotang  e  H-  tang  ^  sin  a] 
( -.    ,   1  =  sin  e  cos  a  [cotang  e  -f-  sin  a  tang  d'\ 

I -T-j- 1  =  —  COS  a^  tang  d, 

Substituirt  man  diese  Ausdrücke  in  die  Gleichungen  (a)  und 
setzt  für  A'l  und  A«  die  vorher  gegebenen  Werthe  aus  den  Glei- 
chungen {Ä)  und  für  e  die  mittlere  Schiefe  der  Ecliptic  für  den 
Anfang  des  Jahres  1800  =  23^  27'  54"  .  2,  so  werden  die  Glieder 
erster  Ordnung: 


J 
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a'-a=  — 15".8148  sinft— [6".8650sin(\sina4-9".2231  cosftcosa]tang<r 
4-  0".  1902sm2n.-+-[0".08258in2n.8ina-+-0".0897co82n_cosa]tang<J 

—  1'  M642  sin2©  — [0".5054  sin20  sina+0".5509cos  2©  cosa]  tsnga 

—  0".18728in2(i:  — [0".0813sin2(I  8maH-0".0886cos2(i  cosa]tang<J 

—  O".0l95sin(©+P) 

—  [0".0085sm(©-+-P)8iiia+0".0093co8(©-hP)cosa]teng(f       (B) 
+  [0".  062 14-0".  0270  8m  a  tang  fl  8in  ((i—P) 

+  [0".  1 1734-0".  0509  8in  a  tang  d]  sin  (©— P), 

^-d=—  6".8650sm(\cosa4-9".2231cosf\8ina     ' 

4-  0".08258m2f\cosa— 0".0897co82(\siiia 

—  0".5054sin2©cosa4-0".5509co8  2©8ina  (0) 

—  0".08138in2(I  cos o4-0". 0886 cos 2(1   sina 

—  0".  0085  sin  (©4-P)  cos  «4-0".  0093  cos  (©4-P)  sin  a 
4-  0". 0270 cos« sin ((L—P) 

4-  0".  0509  cosa  sin  (©—P). 

Diese  Ausdrücke  gelten    für  1800;   far  1900  ändern  sich  die- 
selben ein  wenig,  doch  ist  die  Aenderung  nur  bei  den  ersten  von  (\- 
abhängigen  Gliedern  von  einiger  Bedeutung.     Diese  werden: 
ina'— «:— 15".8321sin(\— [6".8683sinftsina4-9".2240cos(\cosa]tang<J 
in(J'  — ^:—   6".8683sin(\cosa4-9".2240cosf\siiia. 

Von  den  Gliedern  der  zweiten  Ordnung  können  nur  diejenigen 
von  einiger  Bedeutung  sein,  welche  aus  dem  gröfsten  Gliede  in 
A^  und  Ae  entstehen.     Setzt  man  zur  Abkürzung: 

Ae=9".2231  cos(\=«cos(\ 
und      —  sine  AA=6". 8650  sin(\=^8inj\» 

so  geben  diese  Glieder  in  Rectascension : 

2)2 ^3  5  a 

a!—a=^  — - —  sin 2 a [tang <J^  4- i] 4-  -r  tang  d  cos  a  cotang  e 

4-[i— cotang  ssina  tang  <J4-tang  d^  cos  2a4-i  co82a]—  sin2(\ 

— ; — j — tang <J2  sin 2 «4--^  tang ^  cos a  cotg  e 4 ^ — sin2a  /Cos2n. 

und  in  Declination: 

a  — <J=— : — 1 — cos2a  >tangtf -|-sina cotang e 

\       ö  8  )  4 

—  [tang  <y  sin  2  a  4-  2  cotang  e  cos  a]  —  sin  2(\ 

—  <l  — 1 — cos2a  )tang<y ^sin a cotang e/ cos 5:Jl- 

Von  diesen  Gliedern  verändern  die  von  ft  unabhängigen  nur 
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den  mittleren  Ort   der  Sterae   und   können  deshalb  vernachlässigt 
werden.    Ein  andrer  Theil,  nämlich: 

—  8in2ft—  (  ^ cotang e sin a  sin 2ft H— T-cotangfi cos «008  2 ftj  tang^ 
und: 

^  cotange  sin  2J\cosa-f-  -^^  cotangesina  cos2f\ 

verbindet  sich  mit  den  ähnlichen,  in  sin  2  ft  ^^^  cos  2  fi  multi- 
plicirten  Gliedern  der  ersten  Ordnung,  sodafs  diese  werden: 

in  Rectascension 

H-0".  1902 sin 2(\+[0". 0822  sin 20. sin a+0". 0896  cos2ftcosa]  tang^ 
und  in  Declination  (fi) 

+  0''.  0822  sin  2n.  cos  a  —  0".  0890  cos  2ft  sin  a. 

Die  dann  noch  übrigen  Glieder  der  zweiten  Ordnung  sind  die 
folgenden : 

in  Rectascension 

-h  0".  0001535  [tang  d^  +  i]  sin  2  H.  cos  2  a 

—  0".  000160   [tang  d^  +  i]  cos  2ft  sin  2 « 

und  in  Declination  (B) 

—  0".  0000768  tang  (?  sin  2  a  sin  2ft 

— [0".OOO023  +  0".000080  cos  2  a]  tang  (J cos  2fL- 

Da  aber  die  ersteren  Glieder  erst  für  die  Declination  88^  10' 
den  Werth  0^ .  Ol  in  Zeit,  die  andern  erst  für  die  Declination  89^  26' 
den  Werth  0" .  Ol  in  Bogen  erhalten,  so  haben  dieselben  selbst  in 
unmittelbarer  Nähe  am  Pole  geringen  Einflufs  und  sind  daher 
aufser  für  solche  Sterne  in  der  Nähe  des  Pols  immer  zu  vernach- 
lässigen. 

6.  Im  Folgenden  werden  die  Aenderungen  gebraucht,  die  in 
den  Ausdrücken  {B)  und  (C)  durch  eine  Aenderung  der  Nutations- 
constante,  d.  h.  des  Coefficienten  von  cos  f\  in  der  Nutation  der 
Schiefe  verursacht  werden  und  die  für  die  Glieder  der  Lunar-  und 
der  Solarnutation  verschieden  sind.  In  der  durch  die  Theorie  ge- 
gebenen Formel  für  die  Nutation  sind  nämlich  alle  Glieder  der 
Lunamutation  in  einen  Factor  N^  multiplicirt,  der  von  den  Träg- 
heitsmomenten der  Erde,  sowie  der  Masse  und  der  mittleren  Be- 
wegung des  Mondes  abhängt,  während  die  Glieder  der  Solarnutation 
in  einen  ähnlichen  Factor  N  multiplicirt  sind,  der  dieselbe  Function 
der  Trägheitsmomente  der  Erde,  der  Masse  und  mittleren  Bewegung 
der  Sonne  ist.  Da  es  nicht  möglich  ist,  die  Trägheitsmomente  der 
Erde  zu  berechnen,  so  müssen  die  numerischen  Werthe  von  ^  und  ^ 
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aus  den  Beobachtungen  bestimmt  werden.  Der  Coefficient  des  in 
cos  ft  multiplicirten  Gliedes  der  Nutation  der  Schiefe  ist  gleich 
0.765428  N\  Setzt  man  dies  gleich  9".  2231  (l-ht),  wo  9".  2231 
der  aus  den  Beobachtungen  folgende  Werth  der  Nutationsconstante, 
9". 2231  i  die  mögliche  Verbesserung  desselben  ist,  so  ist  also: 

0.765428  N'  =  9".  2231  (IH- 1). 
Die   Lunisolarpräcession   hängt   aber   von    denselben    Gröfsen 
N  und  N^  ab  und  der  aus  den  Beobachtungen  bestinmite  Werth 
derselben  (50".  36354  für  1800)  giebt  die  folgende  Gleichung  zwischen 
^und  N': 

17.469345  =  JV-f-  0.991988  N\ 
woraus  in  Verbindung  mit  der  vorigen  Gleichung  folgt: 

N=  5.516287  (1  —  2.16687 »). 

Setzt  man  daher  die  Nutationsconstante  gleich  9". 2231  (1  -h  i)i 
so  müssen  alle  Glieder  der  Lunarnutation  mit  1  -f-  ^,  dagegen  alle 
Glieder  der  Solamutation  mit  1  —  2.16687  i  multiplicirt  werden,  und 
wenn  man  9".2231i  =  c?v  setzt,  so  wird: 

_f— 1.8702  siii(\+  0.0225  sin  2ft—  0.0221  sin  2(1+0.0073  sin  ((L— P')\^^ 
^       \-f-0.2981  sin  20— 0.0300  sin  (0-P) +0.0050  sin  (O  4- P)  / 

dAe=[cosfL— 0.0097  cos2fL+0.0096cos2(L  — 0.1294  cos20 

—  0.0022  cos  (0+P)]d>/ 

und  hieraus    erhält   man   leicht   auf   demselben  Wege  wie  in  der 
vorigen  Nummer: 

^(«'  — «)^_l7^5g  sind— [0.7445  sinfLsüi  aH- 1.0000 cos fL cos  a]  tang^ 
av 

+ 0.0206  sin2ft.H-[0.0090  sin2(\8in  «  4-  0.0097  cos2rtcosa]  lang  d 

—  0.0203  sin  2  (L  —  [0.0088  sin  2  d  sin  a  4-  0.0096  cos  2  d  cos  a]  tang  ^ 
+  0.0067  sin  (C  —  P)  4-  [0.0029  sin  (d— P)  sin  a  ]  tang  (J 
+ 0.2735  sin  204-[O.1187  sin  20  sina+0.1294  cos  20  cos  a]  tang  S 

—  0.0275 sin (0-P)  — [0.0119  sin(0— P)  sina  ]  tangeJ 
H-  0.0046  sin  (0+P)  4-  [0.0020  sin  (0  4-  P)  sin  a  4- 

4-  0.0022  cos  (0 + P)  cos  a]  tang  d 

d  (d'  —  d)  ^ _  ^  ,^^^.  g.^  ft  cos  a  4- 1.0000  cos  ft  sin  a 
d  V 

H- 0.0090  sin  2  fL  cos  a  —  0.0097  cos  2  fL  sii^ « 

—0.0088  sin  2  (L  cos  a  4-  0.0096  cos  2  d  sin  a 

4-0.0029  sin  (d— P)  cos  a 

+0.1187  sin  20  cos  a— 0.1294  cos  2  0  sin  a 

—  O.O119  8in(0— P)cosa 

+  0.0020  sin  (0 + P)  sin  a  —  0.0022  cos  (0  +  P)  sin  a. 

7.     Für  die  Berechnung   der  Nutation   in  Rectascension  und 
Declination  ist  es  am  bequemsten,  nach  den  Formeln  (Ä)  und  (^i) 
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^X  und  Ae  und  die  numerischen  Werthe  der  DiflPerentialquotienten 

^,  -j^i  etc.  zu  berechnen.    Man  hat  aber  auch  für  die  Formeln 
a X    de 

(B)  und  (C)  Tafeln  eingerichtet,  wodurch  deren  Berechnung   sehr 
erleichtert  wird.    Zuerst  hat  man  die  Glieder: 

—  15".82  8infL  =  cund  —  1".  16  sin  2©  =  51 
in  Tafeln  gebracht,  deren  Argumente  J\  und  2  ©  sind. 

Die  einzelnen  in  tang  ^  multiplicirten  Glieder  für  Rectascension 
haben  nun  die  Form: 

a  cos  ß  cos  a-\-b  sin  ß  sin  a  =Ä  [h  cos  ß  cos  a-h  sinß  sin  a]. 
Einem   jeden   Ausdrucke    von    dieser   Form   kann    man    aber 
immer  die  folgende  Gestalt  geben,  nämlich: 

rc  cos  [/?  —  a  +  y], 
wenn  man  nur  die  Gröfsen  x  und  y  gehörig  bestimmt.    Entwickelt 
man   aber   den    letzteren  Ausdruck  und  vergleicht  denselben   mit 
dem  vorigen,  so  erhält  man  für  die  Bestimmung  von  x  und  y  die 
Gleichungen: 

Ähcos  ß  =  x  [cos  ßcosy  —  sin  ß  sin  y]        ,, . 
J. sin y9  =  05  [sin  ßcosy  -h  cos ß sin y] 
woraus  man  für  x  und  y  die  Werthe  erhält: 

x^  =Ä^  \_l  —  {l  —  h^)  cos  ß^] 
und: 

(1  —  Ä)siniffcos/5 
fa>'^gy=l_(l_A)eos-^' 
WO  der  Ausdruck  für  x  immer  möglich  ist,  solange,  wie  es  hier  der 
Fall  ist,  1  —  Ä^  <  1  ist.    Bringt  man  dann  die  Gröfsen  x  und  y  in 
Tafeln,  deren  Argument  ß  ist,  so  erhält  man  das  von  ß  abhängige, 
in  tangcJ  multiplicirte  Glied  der  Nutation  in  Rectascension  aus: 

xcoslß-hy  —  a] 
während:  (c), 

xsmlß-i-y  —  a] 

das  von  ß  abhängige  Glied  der  Nutation  in  Declination  giebt.    Die 

Glieder  der  Declination  haben  nämlich  die  Form: 

Ä  [ —  h  cos  ßsina-h  sin  ß  cos  a] , 

woraus  man,  wenn  man  dies  gleich  x  sin  [ß-i-y  —  a]  setzt,  zur 

Bestimmung  von  x  und  y  dieselben  Gleichungen  (b)  erhält. 

Solche  Tafeln  sind  von  Nicolai  berechnet  und  in  Warnstorff's 

Hülfstafeln   gegeben.     Man   findet   dort   aufser  dem  Gliede  c   die 

Gröfsen  log  b  und  B  mit  dem  Argumente  ft  und  erhält  daraus 

die  von  sin  f\  und  cos  fj,  abhängigen  Glieder,  die  für  Rectascension : 

o  —  b  tang  d  cos  (f\  -\-  B  —  a) 

und  für  Declination:  (d) 

—  6sin(rL-f-J?-a) 
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sind.  Dieser  Theil  der  Nutation  nebst  den  kleinen  von  2  (\,  2  ^ 
und  (d  —  P')  abhängigen  Gliedern,  ist  die  Lunar nutation. 

Eine  zweite  Tafel  giebt  mit  dem  Argumente  2  0  die  Gröfsen  g^ 
log  /"und  F^  womit  man  die  von  2  ©  abhängigen  Glieder  findet,  die 
for  Rectascension : 

g  — /'tang  ^cos  [20  -{-F—al 

und  für  Declination: 

— /'sin[20-f-jP— a] 

sind.  Dieser  Theil  der  Nutation  nebst  den  kleinen  von  0  +  P 
und  0  —  P  abhängigen  Gliedern,  ist  die  Solarnutation. 

Für  die  kleinen  von  2  ([,  2  (\  und  0  +  P  abhängigen  Glieder 
sind  keine  besonderen  Tafeln  berechnet;  es  ergeben  sich  dieselben 
aus  den  Tafeln  für  die  Solarnutation,  wenn  man  in  dieselben  statt 
mit  2  0  nach  einander  mit  2  c:,  180^ -h  2  (\  (weil  diese  Glieder 
das  entgegengesetzte  Zeichen  haben)  und  0  -f-  P  eingeht  und  die 
damit  nach  den  Gleichungen  (c)  erhaltenen  Werthe  für  die  beiden 
ersten  Argumente  mit  ^,  oder  genauer  •^,  multiplicirt,  für  das  dritte 
mit  ^,  da  diese  Zahlen  genähert  das  Verhältnifs  der  Coefficienten 
dieser  Glieder  zu  dem  der  Solarnutation  ausdrücken. 

Die  in  (t  —  F  und  0  —  P  multiplicirten  Glieder  haben  eine 
von  der  vorigen  verschiedene,  aber  den  Ausdrücken  für  die  jähr- 
liche Präcession  in  Rectascension  und  Declination  analoge  Form, 
imd  man  erhält  dieselben,  wenn  man  diese  jährliche  Präcession  mit 
^  sin  (d  =  P)  und  yfy  sin  (0  —  P)  multiplicirt« 

8.  Berücksichtigt  man  nur  das  erste,  beträchtlichste  Glied  der 
Nutation,  so  kann  man  sich  einen  anschaulichen  Begriff  von  der 
Wirkung  derselben  machen.    Man  hat  dann: 

A>1  =  — n".25sin(li 

Ae  =  -f-    9". 22  cos ft, 

oder  eigentlich  der  Theorie  nach: 

sin  e  A>1  =lh  10".05  cos  2e .  sinft., 
Ae  = —  10".05  cos  e .  cosf)_. 

Vermöge  der  Lunisolarpräcession  beschreibt  nun  der  Pol  des 
Aequators  einen  kleinen  Kreis,  dessen  Radius  e  ist,  um  den  Pol 
der  Ecliptic.  Denkt  man  sich  nun  an  dem  für  eine  Zeit  geltenden 
mittleren  Pole  eine  tangirende  Ebene  und  in  derselben  ein  recht- 
winkliges Axenkreuz,  von  dem  die  Axe  der  x  eine  Tangente  an 
dem  Breitenkreise  ist,  so  hat  man,  wenn  man  die  Coordinaten  des 
wahren  (mit  Nutation   behafteten)  Pols   mit  x  und  y  bezeichnet. 
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y  =  sineA'l,  x  =  Aä  und  daher  nach  den  obigen  Ausdrücken  für 
diese  Coordinaten: 

y^  =  CK  cos  2e2  -^^^aj^  wo  0=  10".  05. 

^  cos  e«       ' 

Der  wahre  Pol  beschreibt  daher  eine  Ellipse  um  den  mittleren 
Pol,  deren  halbe  grofse  Axe  Ccos  e  =  9".  22,  und  deren  halbe  kleine 
Axe  Ccos2«=6".  86  ist.  Diese  Ellipse  heilst  die  Nutations- 
Ellipse.  Um  die  Lage  des  Pols  auf  dem  Umfange  dieser  Ellipse 
zu  erhalten,  denke  man  sich  in  der  Ebene  der  Ellipse  um  das 
Centrum  einen  Kreis  mit  der  grofsen  Axe  als  Durchmesser  be- 
schrieben. Dann  ist  klar,  dafs  ein  Radius  dieses  Kreises  ihn 
während  der  Periode  des  Mondsknotens  mit  gleichförmiger  und 
rückgängiger  Bewegung  durchlaufen  mufs*),  dergestalt,  dafs  der- 
selbe mit  der  der  Ecliptic  am  nächsten  liegenden  Seite  der  halben 
grofsen  Axe  zusammenfallt,  so  oft  der  mittlere  aufsteigende  Mond- 
knoten mit  der  Frühlings -Nachtgleiche  zusammenfällt.  Fällt  man 
von  dem  Endpunkte  dieses  Radius  ein  Loth  auf  die  grofse  Axe 
der  Ellipse,  so  liegt  in  dem  Punkte,  wo  dieses  Loth  den  Umfang 
der  Ellipse  schneidet,  der  wahre  Ort  des  Pols. 


*)  Da  die  Bewegung  der  Mondknoten  retograd  ist. 


r 
I 


Dritter  Abschnitt, 

CorrectioDeD    der   Beobachtungen,   welche   durch    den 

Standpunkt  des  Beobachters    auf  der  Oberfläche   der 

Erde  und  durch  die  Eigenschaften  des  Lichts 

bedingt  werden! 

Die  astronomischen  Tafeln  und  Ephemeriden  geben  inuner  die 
Oerter  der  Gestirne,  wie  sie  vom  Mittelpunkte  der  Erde  aus  er- 
scheinen. Für  unendlich  weit  entfernte  Gestirne  ist  dieser  Ort 
gleich  dem,  welchen  man  von  beliebigen  Punkten  der  Oberfläche 
der  Erde  beobachtet.  Hat  aber  die  Entfernung  des  Gestirns  ein 
angebbares  Verhältnifs  zum  Halbmesser  der  Erde,  so  wird  der  Ort 
des  Gestirns,  vom  Mittelpunkte  der  Erde  gesehen,  verschieden  sein 
von  dem  Orte,  welchen  man  von  irgend  einem  Punkte  der  Ober- 
fläche der  Erde  aus  beobachtet.  Will  man  daher  den  Ort  eines 
solchen  Gestirns  mit  den  Tafeln  vergleichen,  so  mufs  man  Mittel 
haben,  durch  welche  man  den  vom  Mittelpunkte  der  Erde  gesehenen 
Ort  aus  dem  beobachteten  berechnen  kann.  Will  man  umgekehrt 
aus  dem  beobachteten  Orte  eines  solchen  Gestirns  gegen  den  Horizont 
des  Beobachters  z.  B.  in  Verbindung  mit  seiner  bekannten  Position 
in  Bezug  auf  den  Aequator  andre  Gröfsen  berechnen,  so  mufs  man 
dazu  die  scheinbare  Position*  wie  sie  vom  Beobachtungsorte  ge- 
sehen erscheint,  anwenden  und  mufs  also  die  vom  Mittelpunkte 
gesehene,  welche  die  Ephemeriden  geben,  in  die  scheinbare  ver- 
wandeln. 

Der  Winkel  ajn  Gestirne,  welcher  durch  die  beiden  Gesichts- 
linien vom  Mittelpunkte  der  Erde  und  von  dem  Orte  auf  der  Ober- 
fläche nach  demselben  gebildet  wird,  heifst  die  Parallaxe.  Man 
mufs  also  Mittel  haben,  die  Parallaxen  der  Gestirne  für  beliebige 
Zeiten  und  beliebige  Orte  auf  der  Oberfläche  der  Erde  berechnen 
zu  können. 

Unsere  Erde  ist  femer  von  einer  Atmosphäre  umgeben,  welche 
die  Eigenschaft  hat,  das  Licht  zu  brechen.  Man  sieht  daher  die 
Gestirne  nicht  an  ihrem  wahren  Orte,    sondern  in  der  Richtung, 
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welche  der  in  der  Atmosphäre  gebrochene  Lichtstrahl  in  dein 
Augenblicke  hat,  wo  derselbe  das  Auge  des  Beobachters  triflFt. 
Der  Unterschied  der  Gesichtslinie  von  derjenigen,  in  welcher  man 
den  Stern  sehen  würde,  wenn  keine  Atmosphäre  vorhanden  wäre, 
heilst  die  Refraction.  Um  also  aus  den  Beobachtungen  der  Ge- 
stirne ihre  wahren  Oerter  kennen  zu  lernen,  mufs  man  Mittel  be- 
sitzen, um  die  Refraction  für  jeden  Punkt  des  Himmels  und  für 
jeden  Zustand  des  Atmosphäre  zu  bestimmen. 

Hätte  die  Erde  keine  eigne  Bewegung  oder  wäre  die  Geschwin- 
digkeit des  Lichts  unendlich  mal  gröfser  als  die  Geschwindigkeit  der 
Erde,  so  würde  diese  Bewegung  keinen  Einflufs  auf  den  scheinbaren 
Ort  der  Sterne  haben.  Da  aber  die  Geschwindigkeit  des  Lichts  zu 
der  Geschwindigkeit  der  Erde  ein  angebbares  Verhältnifs  hat,  so 
sieht  ein  Beobachter  auf  der  Erde  alle  Sterne  um  einen  kleinen 
"Winkel,  welcher  von  diesem  Verhältnifs  abhängig  ist,  nach  der- 
jenigen Richtung  vorgerückt,  nach  welcher  sich  die  Erde  bewegt. 
Dieser  kleine  Winkel,  um  welchen  man  die  Oerter  der  Sterne  ver- 
möge der  Bewegung  der  Erde  und  des  Lichts  geändert  sieht,  heifst 
die  Aberration.  Um  also  die  wahren  Oerter  der  Sterne  aus  den 
Beobachtungen  zu  erhalten,  mufs  man  Mittel  haben,  um  die  beob- 
achteten scheinbaren  Oerter  von  dieser  Aberration  zu  befreien. 


I.   Die  Parallaxe. 

1.  Unsere  Erde  ist  keine  vollkommene  Kugel,  sondern  ein 
abgeplattetes  Sphäroid  d.  h.  ein  solches,  welches  durch  Umdrehung 
einer  Ellipse  um  ihre  kleine  Axe  entstanden  ist.  Bezeichnet  a  die 
halbe  grofse,  h  die  halbe  kleine  Axe  eines  solchen  Sphäroids  und 
a  die  Abplattung  in  Theilen  der  halben  grofsen  Axe,  so  ist: 

a  a' 

Ist  ferner  e  die  Excentricität  der  Erzeugungsellipse,  d.  h.  also 
derjenigen  Ellipse,  in  welcher  eine  durch  die  halbe  kleine  Axe 
gelegte  Ebene  die  Oberfläche  des  Sphäroids  schneidet,  so  ist, 
wenn  man  dieselbe  ebenfalls  in  Theilen  der  halben  grofsen  Axe 
ausdrückt: 


£2  =  1  — 


a3 
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also  auch: 

h 


a 

ferner : 


=  v^r^ 


£ 


3 


und: 


e=^Y2a  —  a^. 

Das   Verhältuifs  —  ist  nun  nach  Bessers  Untersuchungen  bei 

der  Erde: 

298  .  1528 

299  .  1528 
oder  es  ist: 

1 


a 


299 .  1528 

und  in  Toisen  ausgedrückt  ist: 

a  =  3272077  .14    log  a  =  6  .  5U8235 
h  =  3261139  .33    log  6  =  6  .  5133693. 

oder  in  Metern: 

a  =  6377398«  .  04  log  a  =  6  .  8046436 
5  =  6356079» .  84  log  &  =  6 .  8031894 

In  der  Astronomie  braucht  man  aber  nicht  die  Toise,  sondern 
die  halbe  grofse  Axe  der  Erdbahn  als  Einheit.  Bezeichnet  man 
mit  7c  den  Winkel,  unter  welchem  der  Aequatorealhalbmesser  der 
Erde  oder  die  halbe  grofse  Axe  des  Erdsphäroids  von  der  Sonne 
aus  erscheint  und  ist  R  die  halbe  grofse  Axe  der  Erdbahn  oder 
die  mittlere  Entfernung  der  Erde  von  der  Sonne,  so  ist: 

a  =  U  sin  TT 
oder: 

^   B.n 
^  ~  206265' 

Der  Winkel  n  oder  die  Aequatoreal- Horizontalparallaxe  der 
Sonne,  d.  h.  also  der  Winkel,  unter  welchem  der  Halbmesser  eines 
Punktes  des  Erdaequators  von  der  Sonne  aus  gesehen  wird,  wenn 
die  Sonne  für  diesen  Ort  im  Horizonte  steht,  war  von  Encke  aus 
der  Berechnung  der  Venusdurchgänge  von  1761  und  1769  gleich 

8". 57116 
gefunden.  Dieser  Werth  ist  indessen  nach  neueren  Untersuchungen 
beträchtlich  zu  klein  und  obwohl  dieselben  noch  nicht  zu  einem 
bestimmten  Abschlüsse  gekommen  sind,  kann  man  doch  mit  ziem- 
licher Wahrscheinlichkeit  annehmen,  dafs  der  wahre  Werth  nicht 
weit  von  8".80  verschieden  ist. 
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2.  um  nun  die  Parallaxe  eines  Gestirns  für  jeden  Ort  auf 
der  Oberfläche  berechnen  zu  können  mufs  man  jeden  Punkt  auf 
der  sphäroidischen  Erde  durch  Coordinaten  auf  den  Mittelpunkt 
beziehen  können.  Als  erste  Coordinate  nimmt  man  nun  die  Stem- 
zeit  d.  h.  den  Winkel,  welchen  eine  durch  den  Beobachtungsort  und 
die  halbe  kleine  Axe   gelegte  Ebene*)  mit  der  Ebene  durch  die 

halbe  kleine  Axe  und  den 
^*8  3  Frühlings  -  Tag-  und  Nacht- 

gleicheupunkt  macht.  Ist 
dann  OAC  Fig. 3 die  Ebene 
durch  den  Beobachtungs- 
ort A  und  durch  die  halbe 
kleine  Axe,  so  mufs  man, 
um  die  Lage  des  Ortes  A 
anzugeben,  noch  die  Ent- 
fernung AO^=^p  vom  Mit- 
telpunkt der  Erde  und  den 
Winkel  AOG^  den  man  die 
verbesserte  Polhöhe 
nennt,  kennen. 
Diese  Gröfsen  kann  man  aber  immer  aus  der  Polhöhe  ANG 
(nämlich  dem  Winkel,  den  der  Horizont  von  A  mit  der  Weltaxe 
oder  den  die  Normale  AN  an  der  Oberfläche  in  A  mit  dem 
Aequator  macht)  und  den  beiden  Axen  des  Erdsphäroids  be- 
rechnen. 

Sind  nämlich  x  und  y  die  Coordinaten  des  Punktes  A  in  Bezug 
auf  den  Mittelpunkt  0,  wenn  man  00  als  Axe  der  Abscissen,  OB 
als  Axe  der  Ordinaten  ansieht,  so  hat  man,  weil  A  ein  Punkt  einer 
Ellipse  ist,  deren  halbe  grofse  und  halbe  kleine  Axen  a  und  h  sind, 
die  Gleichung: 

Da  nun,  wenn  man  die  verbesserte  Polhöhe  mit  ^'  bezeichnet: 


tang  ^'  = 


_  y 


X 


ist,  da  man  ferner 


tang  ^  =  — 


dx 
dy 


hat,  indem  die  Polhöhe  ^  der  Winkel  ist,  welchen  die.  Normale 


*)  Da  diese  Ebene  durch  die  Weltpole  und  durch  das  Zenith  des  Beob- 
achtungsortes geht,  so  ist  sie  die  Ebene  des  Meridians. 
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an  Ä  mit  der  Axe  der  Abscissen  macht,  so  erhält  man,  weil  die 
Differentialgleichung  der  Ellipse 

X  ~       a^  dy 
giebt,  zwischen  den  Gröfsen  ^  und  ^'  die  folgende  Gleichung: 

tang  9*  =—i  tang  5?  (a). 

Um  p  zu  berechnen,  hat  man: 

X 


=  Yx^  +  y»  = 


COSf? 

Da  nun  aus  der  Gleichung  für  die  Ellipse 

a  a 


x  = 


1/1  j-  ^'  ion»  ^'2       ^'^^  4-  tang  9? .  tang  9»' 


folgt,  so  erhält  man: 


asecö'  1/  cosc?  ,,v 

Vl-f- tang  ^  tang  ^'  cos^cos(^— 0 

Durch  diese  beiden  Formeln  kann  man  also  für  jeden  Ort  auf 
der  Oberfläche  der  Erde,  dessen  Polhöhe  ^  bökannt  ist,  die  ver- 
besserte Polhöhe  ^'  und  den  Radius  p  berechnen. 

Für  die  Coordinaten  x  und  y  erhält  man  noch  die  folgenden 
Formeln,  die  auch  in  der  Folge  gebraucht  werden: 

acos$7 


x  = 


V^cos  f?'  -f-  (1  —  e^)  sin^p* 
a  cos  ^ 


Vi  —  e'  sin^' 


(c) 


und 
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y  =  x  tang  ^'  =  x  —  tang  ^  =  a?  (1  ~  e')  tang  ^ 


a  (1  —  e^)  sin  ^ 
Vi  —  e^  sin  ^2 


W. 


Aus  der  Formel  (a)  kann  man  ^'   in  eine  Reihe  entwickeln, 

welche  nach  den  Sinus  der  Vielfachen  von  ^  fortschreitet.    Man 

erhält  nämlich  nach  Formel  (16)  in  No.  11  der  Einleitung: 

ß2 ja  /^a 5a\2 

oder,  wenn  man 

a —  b 


a-hb 
setzt: 


=  n 


y'  =  y  —  ^  ^^y^2  s^^^  ^  "^  ^  (1  -^n^ )    ^^^^^~®*^-  ^^) 
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Berechnet  man  die  numerischen  Werthe  der  Coefficienten  far 
die  oben  gegebene  Abplattung  und  multiplicirt  dieselbe  mit  206265, 
um  sie  in  Secunden  zu  erhalten,  so  bekommt  man: 

^'  =  ^  —  11'  30".  65  sin  2  ^  +  1".  16  sin  4  ^  —  . . .  (C), 

woraus  man  z.  B.  für  die  Polhöhe  von  Berlin  52^  30'  16".  0  findet 

p'  =^  52°  19'  8".  3. 

Wiewohl  p  selbst  sich  nicht  in  eine  so  elegante  Reihe  wie  ^' 
entwickeln  läTst,  so  kann  man  doch  für  log  p  eine  solche  finden*). 
Die  Formel  (Jb)  giebt  nämlich: 

^2=- 


COS ^'2   M  +  ~2  t^gf'* 

Setzt  man  hierin  für  cos  ^'2  seinen  Werth: 


a' 


a*  +  &*  tang  ^^ 
so  erhält  man: 

.       a*  cos  c>2%+  &*  sin  cp^ 

p    =^ — 

^        a*  cos  ^2  +  b^  sin  ^^ 

_  g*  -4-  &*  +  (g*  —  fe*)  cos  2  y> 

"~  g2  4-  6*  4-  (g2  —  &«)  cos  2  ^ 

^  (gg  4-  b^y  4-  (g^  —  &^)^  4-  2  (g^  +  b^)  (g^  —  fe^)  cos  2  y 

(g  4-  by  4-  (g  —  6)^  +  2  (g  H-  5)  (g  —  &)  cos  2  f> 


also: 


(g2  +  b^) 
p  = 


L'+c-fi)'-^:-^»-'-]* 


Schreibt  man  die  Formel  logarithmisch  und  entwickelt  die 
Logarithmen  der  Quadratwurzeln  nach  Formel  (15)  in  No.  11  der 
Einleitung  in  Reihen,  die  nach  den  Cosinus  der  Vielfachen  von  2  ?> 
fortschreiten,  so  erhält  man: 

IV.     g2+63      /g2-33      a-b\       ^ 
loghyp^  =  loghyp-:py4-(^^:^-^^)cos2,. 


^,(fa^-b^Y      fa  —  bYx       ^ 


(!>} 


—  etc. 


*)  Encke,  Jahrbuch  für  1852  pag.  326,   wo  auch  Tafeln  gegeben  sind» 
aus  denen  man  für  jede  Polhöhe  ^'  und  log/o  findet. 
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oder  far  Briggische  Logarithmen,  wenn  man  wieder 

a  —  h 

mit  n  bezeichnet: 

log/>  =  log(ai±^)+Jtf{(y^-n)cos2s. 

—   etc.>, 

wo  M  den  Modulus  der  Briggischen  Logarithmen  bedeutet  und 

log  M  =  9.6377843 
ist.    Berechnet  man  wieder  die  numerischen  Werthe  der  Coefficien- 
ten,  so  erhält  man,  wenn  man  a=l  nimmt: 

\ogp  =  9.9992747  H-  0.0007271  cos  2  ^  —  0.0000018  cos  4  f>        (F) 

und  daraus  z.  B.  für  die  Polhöhe  von  Berlin: 

log  p  =  9.9990880. 
Kennt  man  also  die  Polhöhe  eines  Orts,  so  kann  man  durch 
die  Reihen  (C)  und  {¥)  die  verbesserte  Polhöhe  und  die  Entfernung 
des  Orts  vom  Mittelpunkte  der  Erde  berechnen  und  durch  diese 
Gröfsen  in  Verbindung  mit  der  Stemzeit  die  Lage  des  Orts  gegen 
den  Mittelpunkt  der  Erde  in  jedem  Augenblicke  angeben.  Denkt 
man  sich  durch  den  Mittelpunkt  der  Erde  ein  rechtwinkliges  Coordi- 
natensystem  gelegt,  dessen  Axe  der  z  senkrecht  auf  der  Ebene  des 
Aequators  steht,  während  die  Axen  der  x  und  y  in  der  Ebene 
des  Aequators  liegen  und  zwar  so,  dafs  die  positive  Axe  der  x 
nach  dem  Frühlingspunkte,  die  positive  Axe  der  y  nach  dem 
90.  Grade  der  Rectascensionen  gerichtet  ist,  so  kann  man  auch  die 
Lage  des  Ortes  auf  der  Oberfläche  gegen  den  Mittelpunkt  durch 
die  drei  rechtwinkligen  Coordinaten  ausdrücken: 

o;  =  ^  cos  fp'  cos  Ö 

y  =  /o  cos  5?'  sin  Ö  {G) 

e  =  p  sin  a> 

3.  Die  Ebene,  in  welcher  die  Gesichtslinien  vom  Mittelpunkte 
der  Erde  und  vom  Beobachtungsorte  nach  dem  Gestirne  liegen, 
geht,  wenn  man  sich  die  Erde  als  sphärisch  denkt,  nothwendiger 
Weise  durch  das  Zenith  des  Beobachtungsortes  und  schneidet  also 
die  scheinbare  Himmelskugel  in  einem  Verticalkreise.  Daraus  folgt, 
dafs  die  Parallaxe  nur  die  Höhe  der  Gestirne  ändert,  das  Azimut 
dagegen  ungeändert  läfst.    Ist  nun  A  Fig.  3  der  Beobachtungsort 

Brunn OW)  sphärisch«  Astronomie.    4.  Aufl.  20 


146 

Z  sein  Zenith,  8  das  Gestirn  und  0  der  Mittelpunkt  der  Erde,  so 
ist  Z08  die  wahre,  vom  Mittelpunkte  der  Erde  gesehene  Zenith- 
distanz  z^  dagegen  ZAS  die  scheinbare,  von  dem  Orte  A  auf  der 
Oberfläche  beobachtete  Zenithdistanz  z\  Bezeichnet  man  dann  die 
Parallaxe  d.  h.  den  Winkel  an  ^=2:'  —  z  mit  y,  so  ist: 

8m|)'  =  -^sin«', 

wo  A  die  Entfernung  des  Gestirns  von  der  Erde  bedeutet,  und 
da  %l  aufser  beim  Monde  immer  nur  ein  sehr  kleiner  Winkel  ist, 
so  ist  es  erlaubt,  den  Sinus  mit  dem  Bogen  zu  vertauschen  und 
zu  setzen: 

|,'  =  ^  sin«'.  206265. 

Die  Parallaxe  ist  also  dem  Sinus  der  scheinbaren  Zenithdistanz 
proportional.  Sie  ist  im  Zenith  Null,  erreicht  im  Horizonte  ihr 
Maximum  und  bewirkt,  dafs  man  die  Höhen  aller  Gestirne  zu 
niedrig  sieht.     Der  Maximumwerth  für  z^  =  9C^ 

p  =  -f  206265 
A 

heifst  die  Horizontalparallaxe  und  der  Werth 

2>  =  -|-  206265, 

wo  a  der  Halbmesser  des  Erdäquators  ist,  die  Horizontal- 
Aequatorealparallaxe. 

Hier  ist  die  Erde  als  sphärisch  vorausgesetzt;  da  indessen  die 
Erde  ein  Sphäroid  ist,  so  geht  die  Ebene,  in  welcher  die  Gesichts- 
linien vom  Mittelpunkte  der  Erde  und  vom  Beobachtungsorte  nach 
dem  Gestirne  liegen,  nicht  durch  das  Zenith  des  Beobachtungsortes, 
sondern  durch  den  Punkt,  in  welchem  die  Linie  vom  Mittelpunkte 
der  Erde  nach  dem  Beobachtungsorte  die  scheinbare  Himmelskugel 
triflFt.  Es  wird  daher  auch  das  Azimut  der  Gestirne  durch  die 
Parallaxe  geändert  und  zugleich  wird  der  strenge  Ausdruck  far 
die  Höhenparallaxe  ein  anderer  sein  als  der  eben  gegebene. 

Denkt  man  sich  drei  auf  einander  senkrechte  Goordinatenaxen, 
von  denen  die  positive  Axe  der  z  nach  dem  Zenith  des  Beobach- 
tungsortes gerichtet  ist,  während  die  Axen  der  z  und  y  in  der 
Ebene  des  Horizonts  liegen  und  zwar  so,  dafs  die  positive  Axe 
der  X  nach  Süden,  die  positive  Axe  der  y  nach  Westen  gerichtet 
ist,  so  sind  die  Goordinaten  eines  Gestirns  in  Bezug  auf  diese 
Axen: 

A'  sin«'  cosii',  A'  sin«'  sin^'  und  A'  cos«', 


147 

wo  A'  die  Entfernimg  des  Gestirns  vom  Beobachtungsorte,  z^  tu&d  A! 
vom  Beobachtungsorte  gesehene  Zenithdistanz  und  Azimut  be- 
zeichnen. 

Femer  sind  die  Coordinaten  des  Gestirns  in  Bezug  auf  ein 
Axensystem,  welches  dem  vorigen  parallel  ist,  aber  durch  den 
Mittelpunkt  der  Erde  geht: 

A  sin  £^  cos  ji,  A  sin  t  sin  A  und  A  cos  iE, 

wenn  man  mit  A  die  Entfernung  des  Gestirns  vom  Mittelpunkte 
der  Erde  und  mit  z  und  A  die  vom  Mittelpunkte  der  Erde  ge- 
sehene Zenithdistanz  und  das  Azimut  bezeichnet.  Da  nun  die 
Coordinaten  des  Mittelpunktes  der  Erde  in  Bezug  auf  das  erstere 
System  respective: 

—  /osin(9? — 9?')>  0  und  — /o  cos  (f? — ^') 

sind,  so  hat  man  die  drei  Gleichungen: 

■ 

A'  sin  «'  cos  -ä'  =  A  sin  i?  cos  -4  —  p  sin  (^ — fp') 

A'  sin  jp'  sin  -4.'  =  A  sin  z  sin  A 

A'  cos  1^  =  A  cos  «f  —  p  cos  (^ — $?')> 

oder: 

A'  sin  «'  sin  {A — A)  =  p  sin  (<p — ^')  sin  A 

A'  sin  z^  cos  {A—A)  =  A  sin «?  —  />  sin  (f>— f>0  cos  J.  (a) 

A'  cos  jEf'  =  A  cos  «  —  p  cos  (f>  —  f>')" 

Multiplicirt  man  die  erste  Gleichung  mit  sin^(i!l' — A)^  die 
zweite  mit  cos^(il' — A)  und  addirt  die  Producte,  so  erhält  man: 

A/    •      «       *    •  •    /  <.  cosi(^'-+--ä) 

A' sin  .' =  A  sm  ^  -  ^  sin  (v^-^ )  3^^^^2;33^ 

A'  cos  Äi'  =  A  cos  «  —  p  cos  (9? — 9?0« 
Setzt  man  dann: 


so  wird: 


oder: 


cos  4- (-4' -h -4)         .  ,. 

A'  sin  0*  =  A  sin  «  —  p  cos  (^— ??')  tang  y 
A'  cos  «'  =  A  cos  ;8  —  p  cos  (f) — f»')? 

A  sm  {z'—i)  =  p  cos  {9  —  0)  — ^^ — 

A  cos  {z-'Z)  =  A  —  />  cos  {9—9) ^^— ^ 

^       ^^     ^ '     cos  y 


(6) 


(c) 


und  auch  noch,  wenn  man  die  erste  Gleichung  mit  sin-J-C^'— ^)?  die 
zweite  mit  cos^C;?' — z)  multiplicirt  und  die  Producte  addirt: 


cos  (y>— yO  cos  [j  (g^-f-g)  —  y\ 

i 


A'  =  A  — /> r-r-^-i 

10* 
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Dividirt  man  die  Gleichungen  (a)  durch  A  sin  z  und  die  Glei- 
chungen (c)  durch  A,  nimmt  man  femer  den  Halbmesser  des  Erd- 
äquators als  Einheit  an,  und  setzt: 

1 

-—  =  smi), 

wo  jp  also  die  Horizontal- Aequatorealparallaxe.  bezeichnet,  so  erhält 
man  nach  den  Formeln  (12)  und  (13)  in  No.  11  der  Einleitung: 

smi»  V  siüä;  J 

^        ^  =  cos  J.  ($?— - s^')  —  sin  A  tang  \  {A!—  A)  isp—^p^) 
,    ,  sin^sin^^cosJCui'  +  ui),^  3 

^* cosi(A'-^)3 (^"^)  ••••  ) 

^_^^^sin|>cos(y-yO^^ 

cos  ^^ 

V  cos  7"  /  ' 

/>  sin  p  cos  («J — »')        ,        ^ 

log  hyp  A'  =  log  hyp  A  -  «^ ^^^,g^^  cos  (»  - ;-) 

,  _     /^  sin  D  cos  (y-y')y  ^^^  g  (,_)_.. . 

'V.  cos  7*  / 

Hiemach  ist  genähert  bis  auf  Gröfsen  von  der  Ordnung 
sinjp(9»  — ^O?  ^i®  ^^i  ^^^  Gröfse  y  nie  in  Betracht  kommen 
werden: 

Y=  {tp — ^')  cosJ. 

und  man  erhält  far  die  Azimutalparallaxe: 

sin  z 

oder,  wenn  ;?  sehr  klein  sein  sollte,  strenge: 

/>  sin  p  sin  ($?—$?')   .      . 
^—. — - — ^— -sinJ. 

tang m-A)  = ^1'^''    .    , r. 

^_;>smpsm(y-y')^^^ 

Sin  i? 
Da  ferner: 

cos  (y — y>0 cos  -j^  {Ä!-\-A)  sin  (y> — ygQ 

cos  7^  cos  \  {A! —  A)  sin  y       ' 


*)  Es  ist  nämlich: 

cosi(ul'+^),.     ,  ,.      ,  cosi(^'4--ä)3 

^^^cosfc^-^^i^^^-^^'-'^cosiU-^)^^^^^'""^^ 
Setzt  man  hier  für  tang(^ — ^')  die  Reihe 

f»— $?'H-i(^— 9^0^  +  ..., 
so  erhält  man  leicht  den  im  Texte  gegebenen  Ausdruck. 


+  ... 


r" 
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also  sehr  nahe  gleich  1  ist,  so  erhält  man  for  die  Parallaxe  der 
Zenithdistanz : 

1^  —  z^p  sinp sin  \ß  —  {<p  —  ^*)  cos -4], 
oder  strenge: 


A 
A' 


sin  (z'—z)  =p8mp  sin  [z  —  (^  — f>')  cos  Ä] 

cos  (z* — z)  =  1  —  p  sinj)  cos  [z  —  (fp— ^')  cos  Ä]* 


A 

Für  den  Meridian  ist  also  die  Parallaxe  in  Azimut  Null  und 
die  Parallaxe  der  Zenithdistanz: 

z'  —  z  =  p  sinp sm[z  —  (^^ jp')]. 

4.  Aehnlich  erhält  man  die  Parallaxe  für  Rectascension  und 
Declination.  Die  Coordinaten  eines  Gestirns  in  Bezug  auf  die 
Ebene  des  Aequators  und  den  Mittelpunkt  der  Erde  seien: 

A  cos  d  cos  a,  A  cos  d  sin  a  und  A  sin  d. 

Die  scheinbaren  Coordinaten  in  Bezug  auf  dieselbe  Ebene,  wie 
sie  vom  Beobachtungsorte  auf  der  Oberfläche  der  Erde  erscheinen, 
seien  dagegen: 

A'  cos  d*  cos  a',  A'  cos  <?'  sin  a'  und  A'  sin  ^. 

Dann  hat  man,, weil  die  Coordinaten  des  Ortes  auf  der  Ober- 
fläche in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt  der  Erde  und  fax  die  Grund- 
ebene des  Aequators: 

p  cos  ^'  cos  6,  p  cos  ^'  sin  6  und  p  sin  f>' 
sind,  zur  Bestinmiung  von  A',  «'  und  «^'  die  drei  Gleichungen: 

w 

A'  cos  d*  cos  a'  =  A  cos  <J  cos  a  —  p  cos  ^'  cos  Ö 

A'  cos  <J'  sin  a'  =  A  cos  eJ  sin  a  —  p  cos  ^*  sin  0  (a) 

A'  sin  e^  =  A  sin  <J  —  jo  sin  9?'. 

Multiplicirt  man  die  erste  Gleichung  mit  sin  a,  die  zweite  mit 
cos«  und  zieht  beide  von  einander  ab,  so  erhält  man: 

A'  cos  ^  sin  (a' —  a)  =  —  p  cos  9?'  sia  (0  —  a). 

Multiplicirt  man  dagegen  die  erste  Gleichung  mit  cos  a,  die 
zweite  mit  sin  a  und  addirt  beide,  so  findet  man: 

A'  cos  d*  cos  (a' —  a)  =  A  cos  eJ  —  />  cos  f>'  cos  (0  —  a). 

Es  ist  mithin: 

,        .  ,       .  /9C0S^'sin(a— 0) 

tanfif  (a — a)  = ^-r 1 — r 

A  cos  a  —  ^  cos  f>  cos  (a — 0) 

^^-— ^sm(a--0) 
A  cos  o 

.      p  cos «?'        ,       ^, 

1— ^^^ ^cos(a— 0) 

A  cos  tf 


II 


A 
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oder,  wenn  man  hierauf  die  schon  oft  gebrauchte  Iteihenentwickelung 
anwendet: 

a'—  a=^^^ ^  sin  (a  —  0)  +  i  1  -. ^  1  sin  2  (a  —  0) 

A  cos  ^  V  A  cos  ^  / 

t  A.-  1  --  .'■''■^£+*(S^)">^'<"-«  +  -  <* 
Für  alle  Fälle,  den  Mond  ausgenommen,  reicht  mau  mit  dem 
ersten  Oliede  dieser  Reihe  aus  und  hat  dann  ganz  einfach,  wenn 
man  far  p  den  Halbmesser  des  Aequators  zur  Einheit  ninmit  und 
dann  im  Zähler  den  Factor  sin  n  (wo  Tr'die  Horizontal-Aequatoreal- 
parallaxe  der  Sonne  ist)  hinzufügt,  damit  im  Zähler  und  Nenner 
dieselbe  Einheit,  nämlich  die  halbe  grofse  Axe  der  Erdbahn  vor- 
kommt:        /,.     M^^.i.   i  ^^^  '         .    -   . 

.              />  sin  TT  cos  c>'     sin(a — 6)  /t>\ 

a'  — a  =  c L-  . —  {jn) 

A  cos  ff 

a  —  9  ist  der  östliche  Stundenwinkel  des  Gestirns.  Die  Parallaxe 
v^grö/jsert  also  die  Rectascensionen  der  Sterne  auf  der  Ostseite  des 
Meridians  und  vermindert  dieselben  auf  der  Westseite.  Steht  das 
Gestirn  im  Meridian,  so  ist  die  Parallaxe  desselben  in  Rectascension 
gleich  Null. 

Um  nun  auch  eine  ähnliche  Formel  für  <^^—  <^  zu  finden,  setze 
man  in  der  Formel  für: 

A'  cos  d"  cos  (a' —  a) 
jetzt: 

1  —  2  sin  i  (a'— a)« 
statt: 

cos  («' —  a) , 
wodurch  man  erhält: 

A'  cos  (^  =  A  cos  ^--  />  cos  ^'  cos  (8— a)  4-  2  A'  cos  d*  sin^  (a'— «)*. 

Multiplicirt  und  dividirt  man  das  letzte  Glied  mit  cos  ^(a'—a), 

so  findet  man  hieraus,  wenn  man  zugleich  die  Formel: 

A'  cos  d*  sin  (a'—  a)  =  —  p  cos  ^'  sin  (0 — a) 

benutzt: 

AI       31       A        M  .cosFB  —  i(ö'-+-ö)]  /x\ 

A' cos  «J*  =  A  cos  ^  — /)  cos  «>' *-     ,  /, r— ^.  (6) 

"^        cos  i  (a'—  a) 

Führt  man  nun  die  Hülfsgröfsen  ein: 

/9  sin  /*  =  sin  ^' 

COS  i  («'—  a)  ' 

SO  erhält  man  aus  (h): 

A'  cos  (J'  =  A  COS  d  —  pß  COS  ^ 
und  aus  der  dritten  der  Gleichungen  (a): 

A'  sin  «J*  =  A  sin  d  —  pßsin  /•. 
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Ans  beiden  Gleichimgen  findet  man  aber  leicht: 

A'  sin  i^—d)  =  —pßsmir—^) 
A'  cos  (<f  —  c^)  =  A  —  /0/5  cos  ö'—  c^), 
oder: 

tang(^'— ^)  = ^ 


1  _  ^  cos  (y-(>) 
A 


oder  auch  nach  der  Formel  (12)  in  No.  11  der  Einleitung: 

<r~<r  =  -^sin(r-<J)-i^sm2ö— (r)-etc.  (C) 

Führt  man  hier  für  ß  seinen  Werth  -r-^  ein  und  setzt  wieder 

sin^ 

P  sin  ?r  statt  ^,   um   im  Zähler  und  Nenner  dieselbe  Einheit  zu 

I  haben,  so  erhält  man,  wenn  man  nur  das  erste  Glied  der  Reihe 

mitninmit: 

I  M     A  />  sin  TT  sin  jp'      sin  (y  —  et) 

I  <r — eJ  = ;- .  : . 

A  sin^ 

i  Setzt  man  noch   in  der  zweiten  der  Formeln  (c)  in  diesem 

Falle  Eins  statt  cos  i  (a'  —  a)  und  a  statt  i  {a  4-  a) ,  so  sind  also 
die  YoUständigen  Näherungsformeln  zur  Berechnung  der  Parallaxe 
in  Rectascension  und  Declination  die  folgenden: 

,  np  cos  tp'      sin  (0  —  a) 

A  coscJ 

^'        cos(e  — a) 
>  ^     j  ^       TT/?  sin  y^  sin  (y— (t)  ». 

A  sin  /* 

Hat  das  Gestirn  eine  sichtbare  Scheibe,  so  wird  sein  schein- 
barer Halbmesser  von  der  Entfernung  abhängen  und  man  wird  also 
auch  dafür  eine  Correction  nöthig  haben.    Es  ist  aber: 

A'  sin  {d* —  y)  =  A  sin  {d —  y) 

sin  (^ —  y) 
und  da  sich  nun  die  Halbmesser,  so  lange  dieselben  kleine  Winkel 
sind,  umgekehrt  wie  die  Entfernungen  verhalten,  so  hat  man: 

sm  (<y  —  y) 

*)  Für  den  Meridian  erhält  man  hieraus: 

^— <t  =  —  ^  sin i^'—d)  =>  ^  sin  [e  —  (^— ^')], 
also  die  Parallaxe  in  Declination  gleich  der  Hohenparallaxe. 
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Beispiel.  1844  Sept.  3  wurde  in  Rom  um  20*»  41»  38«  Stein- 
zeit ein  von  de  Vico  entdeckter  Comet  beobachtet 

in  der  Rectascension         2®  35'  55".  5 
und  in  der  Declination  —  18    43  21  . 6. 

Der  Logarithmus  der  Entfernung  von  der  Erde  war  zu  dieser 
Zeit  9.  27969,  femer  ist  für  Rom: 

und: 

log/>  =  9.99936. 
Damit  ist  dann  die  Rechnung  für  die  Parallaxe  die  folgende: 

e  in  Bogen  310ö  24' .  5 

a  2    35  .9 

%  —  a  —  52Mr.4 

lang  ^'      9  .  94999  y  =       bh^  28' .  6 

cos (9— a)      9.78749  «j  =  —  18    43  . 4 

sin(e  — a)       9.89765n  y  —  d  =^_±U_n_Jd 

_._pcos^     1.52576»  sin (,-^)  9.98327 

sec  ^     0  .  02362  A 

1     /  i       N      1    AAnM  cosec  y  0 .  08413 

log(a'-a)      1.44703  log  ^' -  ^  =  1 .  54316n 

a'  —  a^-h  27".  99  d' —  d  =  —  34".  93 

Wegen  der  Parallaxe  ist  also  damals  die  Rectascension  des 
Cometen  um  28".  0  gröfser  und  die  Declination  um  34".  9  kleiner 
beobachtet,  als  man  sie  vom  Mittelpunkte  der  Erde  gesehen  hätte. 
Der  von  der  Parallaxe  befreite  Ort  des  Cometen  ist  also: 

a  =  20  35'  27".  5 
<j  =  —  18  42  46  .  7. 
Um  die  Parallaxe  eines  Gestirns  für  Coordinaten,  welche  auf 
die  Grundebene  der  Ecliptic  bezogen  sind,  zu  erhalten,  ist  es  nöthig, 
die  Coordinaten  des  Beobachtungsortes  in  Bezug  auf  den  Mittel- 
punkt der  Erde  für  dieselbe  Grundebene  zu  kennen.  Verwandelt 
man  aber  ß  und  f>'  in  Länge  und  Breite  nach  No.  9  des  ersten 
Abschnitts  und  erhält  man  dafür  die  Werthe  l  und  b,  so  sind  diese 
Coordinaten : 

p  cos  b  cos  l 
p  cos  b  sin  l 
p  sinb 
und  man  hat  dann,  wenn  X\  ß\  A'  scheinbare  und  ^,  ß^  A  wahre 
Gröfsen  sind,  die  drei  Gleichungen: 

A'  cos  ß*  cos  ^'  =  A  cos  /9  cos  ^  —  p  cos  b  cos  l 
A'  cos  ß^  sin  X^  =  A  cos  /5  sin  /l  —  p  cos  ö  sin  J 
A'  sin  ß'  =  A  sin  ^  —  /o  sin  6, 
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woraus  man  ganz  ähnliche  Endformeln  wie  vorher  findet,  nämlich: 

., . ff /o  cos  6   sin  (l  —  >l) 

A  cos  ^ 

^       o_      TT  jo  sin  6    sinir  —  ß) 

A  sin;^     ' 

B  und  97'  sind  die  Rectascension  und  Declination  desjenigen  Punktes, 
in  welchem  der  verlängerte  Erdhalbmesser  die  scheinbare  Himmels- 
kugel trifft,  l  und  b  sind  also  die  Länge  und  Breite  desselben  Punktes. 
Betrachtet  man  die  Erde  als  sphärisch,  so  fällt  dieser  Punkt  mit 
dem  Zenith  zusammen  und  man  nennt  die  Länge  desselben  auch 
den  Nonagesimus,  weil  der  dieser  Länge  entsprechende  Punkt 
der  Ecliptic  90^  von  den  im  Horizonte  befindlichen  Punkten  der- 
selben absteht. 

5.  Da  die  Aequatoreal- Horizontalparallaxe  des  Mondes  oder 
der  Winkel  — r— ,    wenn   A    die  Entfernung   des   Mondes    von   der 

Erde  bezeichnet,  immer  zwischen  54  und  61  Minuten  beträgt,  so 
reicht  man  bei  der  Berechnung  der  Mondsparallaxe  mit  dem  ersten 
Gliede  der  Reihe  für  a  — a  und  eJ' —  ^  nicht  aus,  sondern  man 
muTs  dann  entweder  auf  die  höheren  Glieder  mit  Rücksicht  nehmen 
oder  die  strengen  Formeln  anwenden. 

Man  suche  die  Parallaxe  des  Mondes  in  Rectascension  und 
Declination  für  Greenwich  den  10.  April  1848  um  10*».  Für  diese 
Zeit  ist: 

a  -  7»»  43«  20«  .  25  =  llö«  50'  3" .  75 

<J  =  -hl60  2r22".9 

Ö=llh  17«» Qs  .02  =  169M5'0".30, 

die  Aequatoreal-Horizontalparallaxe  und  der  Halbmesser: 

p  =  56'  57" .  5 
E=15'3r.3, 

femer  ist  für  Greenwich: 

^'==51Mr25".4 
log^  =  9.9991134. 

Führt  man  die  Horizontalparallaxe  p  des  Mondes  in  die  beiden 
in  No.  4  gefandenen  Reihen  für  a'  -—  a  und  ^'  —  ^  ein,  so  werden 

diese,  da  sin  jp  =-7-'' 
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«'_«=_  206265  (^^i5ii^  siü  (0  -  «) 


/fl  CO 


i  1^^^ >       )  sm3(^  — a)  +  ...  > 


und: 


^  _  ^ 206265  {EmjLElP  sm  0— .») 

i       Sin  /^ 


^       Sin/'       / 


WO  man  jetzt  zur  Berechnung  des  Hülfswinkels  /  die  strenge  Formel 

anzuwenden  hat: 

,       cos  i  (g  —  g) 

tangr=tang^  ^^^  ^^^^(^>^  ^)3> 

Berechnet  man  diese  Formeln,  so  erhält  man  ftr  g'  —  g: 


aus 

dem  ersten  Glieder 

29' 45".  71 

» 

„     zweiten    „ 

-  11  .47 

9 

„      dritten      « 

—    0  .03 

also  g'  —  g  = 

-29' 57".  21 

und  für  ^' 

—  cf: 

aas 

dem  ersten  Öliede: 

—  36' 34".  21 

» 

„     zweiten    „ 

—  20  .91 

» 

y,,     dritten     „ 

—    0  .12 

also  ^  —  d 

36' 55".  24. 

Die  scheinbare  Rectascension  und  Declination  des  Mondes  ist 
somit: 

g'  =  1150  20'  6".  54  ^  =  15«  50'  27".  66. 

Zuletzt  erhält  man  noch  für  den  scheinbaren  Halbmesser: 

B!  =  15'  40" .  20. 

Zieht  man  es  vor,  die  Parallaxe  nach  den  strengen  Formeln  zu 
berechnen,  so  muTs  man  sich  diese  fiir  die  logarithmische  Rechnung 
bequemer    einrichten.     Die    strenge  Formel  far  tang(g'  —  g)  war: 

taug  [ß,  —  g;  =  z r—, 7 s\ 1  W« 

1  —  />  cos  ^  smp  cos  (g  —  ß)  sec  d 

Femer  folgt  aus  den  beiden  Gleichungen: 

A'  sin  ^  =  A  [sin  d  —  /?  sin  ^'  sinp] 
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und: 


A'  cos  <^  cos  («  —  a)  =  A  [cos  ^  —  /o  cos  ip  sinjp  cos  (a  —  ^)] 

V  _  [sin  ^— /o  sin  y  sin  p]  cos  (a'  —  g)  sec  d  „ . 

1  —  />  cos  99'  sinp  sec  ^  cos  {a—  9) 


Da  femer: 

A  cos  if  cos  (a  —  a) 


A'      cos  ^  —  p  cos  9?'  sin  p  cos  (a —  Sy 
so  erhält  man  noch: 

.    «  cos  (J'  cos  (a  —  a)  sec  <J  .    -,  , . 

sinif  = r-r-^ T ; Sn  »"^^  («)• 

1  —  />  cos  9?  sm  p  sec  tf  cos  (a  —  8) 

Führt  man  nun  in  (a),  (6)  und  (c)  die  HülfsgrGfsen  ein: 

. p  sin p  cos  f)'  cos  (g  —  S) 

cos  A  —  -  ■■» 

cos  a 
und: 

sin  C  =  /o  sinp  sin  f?', 

so  erhält  man  die  für  logarithmische  Rechnung  bequemen  Formeln: 

,  _         i^  CO8  y' sinp.  sin  (g-g) 

coseJsm-J^' 

V sin  ^{d  —  0)  cos  ^  (<y  +  C)  cos  {a  —  a) 

C08<Jsini-4' 
und: 

p, "l  cos  ^  cos  {a  —  g)     p 

cos  a  sin  ^  A' 

Sucht  man  g' — g,  ^'  und  B!  für  das  vorige  Beispiel  auch  nach 
diesen  Formeln,  so  erhält  man  fast  genau  wie  vorher: 

g  — g  =  — 29'57".21 
(r'  =  4-16<>50'27".68 
B'=       15' 40".  21. 

Für  die  strenge  Berechnung  der  Parallaxen  in  Länge  und  Breite 
erhält  man  ganz  ähnliche  Formeln,  in  denen  nur  ^',  X^  ß\  ß^  l  und  h 
an  der  Stelle  von  g',  g,  ^',  cJ,  9  und  f>'  vorkommen. 


IT.    Die  RefractioD. 

6.  Die  Lichtstrahlen  gelangen  nicht  durch  einen  leeren  Raum 
zu  uns,  sondern  durch  die  Atmosphäre  der  Erde.  Im  leeren  Räume 
gehen  die  Lichtstrahlen  geradlinig  fort;  wenn  dieselben  aber  in  ein 
anderes  Medium,  welches  das  Licht  bricht,  eintreten,  so  werden  sie 
von  ihrer  ursprünglichen  Richtung  abgelenkt.   Besteht  dieses  Medium 
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nun,  wie  unsere  Atmosphäre  aus  unendlich  vielen  Schichten,  deren 
Brechungskraft  sich  stetig  ändert,  so  wird  der  Weg  des  Lichtstrahls 
durch  dasselbe  eine  wirkliche  Curve  bilden.  Ein  Beobachter  auf 
der  Erde  sieht  nun  das  Object  in  der  Richtung  der  letzten  Tangente 
der  Curve,  welche  der  Lichtstrahl  durchläuft  und  mufs  aus  dieser 
Richtung,  dem  scheinbaren  Orte  des  Objects,  auf  diejenige  Richtung 
des  Lichtstrahls  schiiefsen,  welche  derselbe  gehabt  haben  würde, 
wenn  er  einen  leeren  Raum  durchlaufen  hätte,  d.  h.  auf  den  wahren 
Ort  des  Objects.  Der  Unterschied  beider  Richtungen  heifst  die 
Refraction  und  da  die  Curve,  welche  der  Weg  des  Lichtstrahls 
in  der  Atmosphäre  bildet,  dem  Beobachter  die  concave  Seite  zu-^ 
wendet,  so  sieht  man  wegen  der  Refraction  alle  Gestirne  in  einer 
zu  grofsen  Höhe. 

Im  Folgenden  wird  die  Gestalt  der  Erde  als  sphärisch  vor- 
ausgesetzt, da  der  Einflufs  der  sphäroidischen  Gestalt  der  Erde  auf 
die  Refraction  ganz  unbedeutend  ist.  Die  Atmosphäre  wird  aus 
concentrischen  Schichten  bestehend  angenommen,  innerhalb  welcher 
die  Dichtigkeit,  also  auch  die  davon  abhängende  Brechungskraft 
constant  ist.  Um  nun  die  Aenderung  der  Richtung  des  Lichtstrahls 
in  jeder  Schicht  vermöge  der  Brechung  zu  bestimmen,  mufs  man 
die  Gesetze  der  Brechung  des  Lichts  kennen.  Es  sind  ihrer  vier, 
nämlich  die  folgenden: 

1)  Wenn  ein  Lichtstrahl  auf  irgend  eine  Fläche  eines  Körpers 
trifft,  welche  zwei  Medien  von  verschiedener  Brechbarkeit  trennt, 
so  lege  man  eine  tangirende  Ebene  an  den  Punkt,  wo  der  Licht- 
strahl einfällt,  ziehe  die  Normale  und  lege  durch  dieselbe  und 
den  Weg  des  Lichtstrahls  eine  Ebene,  so  wird  der  Lichtstrahl 
auch  nach  seinem  Eintritt  in  den  Körper  diese  Ebene  nicht  ver- 
lassen. 

2)  Wenn  man  sich  die  Normale  auswärts  verlängert  denkt,  so 
hat  bei  einerlei  Medien  für  alle  Einfallswinkel  der  Sinus  dieses 
Einfallswinkels  (d.  h.  des  Winkels  zwischen  dem  einfallenden  Strahl 
und  der  Normale)  zum  Sinus  des  Brechungswinkels  (d.  h.  des 
Winkels  zwischen  dem  gebrochenen  Strahl  und  der  Normale) 
ein  constantes  Verhältnifs.  Dieses  Verhältnifs  nennt  man  den 
Brechungsexponenten  für  diese  zwei  Medien. 

3)  Wenn  der  Brechungsexponent  zwischen  zwei  Medien  Ä  und  B 
gegeben  ist  und  ebenso  der  zwichen  zwei  andern  Medien  B  und  C, 
so  ist  der  Brechungsexponent  zwischen  den  Medien  Ä  und  C  das 
zusammengesetzte  Verhältnifs  vom  Brechungsexponenten  zwischen 
Ä  und  B  und  dem  zwischen  B  und  C, 
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i)  Ist  fi  der  Brechnngaexponent  för  den  Uebergang  von  einem 
Medinm  A  in  ein  andres  B,   so  ist  —  der  Brechungsexponent  Mr 
den  Uebei^ng  von  dem  Medium  S  in  das  Medium  A. 

Eb   sei   nun   0  Fig.  4 
ff-  *■  ein  Ort  auf  der  Oberfläche 

der  Erde,  C  der  Mittelpunkt 
derselben,  S  der  wahre  Ort 
eines  Sterns,   CJ  die  Nor- 
male an  dem  Punkte  J",  in 
welchem  der  Lichtstrahl  SJ 
die   erste   Schicht   der   At- 
mosphäre   trifft.     Ist   dann 
der   Brechungsexponent   fQr 
diese     erste     Schicht     be- 
kannt,   so  kann  man  nach 
den   Brechungagesetzen   die 
Richtung    des    gebrocbenea 
Strahles  finden   und  erhält 
dann  für  die  zweite  Schicht 
einen  neuen  Einfallswinkel. 
Betrachtet   man    nun    die  nte  Schicht  und  ist  CN  die  Linie  vom 
Mittelpunkte  der  Erde  nach  dem  Punkte,  in  welchem  der  Lichte 
strahl  die  «te  Schicht  trifft,  ist  femer  ü  der  Einfallswinkel,  fn  der 
Brechungswinkel,  nn  der  Brecfaungsexponent  vom  leeren  Räume  in 
die  n  —  Iste,  ti„+i  dasselbe  für  die  «te  Schicht,  so  hat  man*): 

Ist  dann  If  der  Punkt,  in  welchem  der  Lichtstrahl  die  n+lste 
Schicht  trifft,  so  hat  man  im  Dreiecke  NCN',  wenn  man  die  Ent- 
fernungen der  Punkte  N  und  N'  vom  Mittelpunkte  der  Erde  mit 
r«und  m+i  bezeichnet: 

fäafn  :  sin  »B  +  i  =  *•»  4- 1  :  r« , 
nnd  ans  der  Verbindung  dieser  Gleichung  mit  der  ersteren: 

Da  also  das  Prodnct  aus  der  Entfernung  vom  Mittelpunkt  in 
den  Brechnngsexponenten  nnd  den  Sinus  des  Einfallswinkels  für 

*)  Diese  Brecbnngaesponenten  sind  Bräche,  deren  Zähler  gröfser  als  der 
Nenner.  Fär  Schichten  m  der  Oberfläche  der  Erde  ist  z.  B.  ;i=  1.000294 
^..  ..V.  3400 
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alle  Schichten  der  Atmosphäre  dasselbe  ist,  so  erhält  man,  wenn 
man  mit  y  eine  Constante  bezeichnet,  als  allgemeines  Gesetz  der 
Refraction :  r .  aj  .  sin  »  =  7^,  (a) 

wo  r,  A*  und  %  demselben  Punkte  der  Atmosphäre  zugehören  müssen. 
Für  die  Oberfläche  der  Erde  wird  nun  i,  d.  h.  der  Winkel,  welchen 
die  letzte  Tangente  des  Lichtstrahls  mit  der  Normale  bildet,  gleich 
der  scheinbaren  Zenithdistanz  z  des  Sterns.  Nennt  man  also  a  den 
Halbmesser  der  Erde  und  a«o  ^^^^  Brechungsexponenten  für  eine 
Luftschicht  an  der  Oberfläche  der  Erde,  so  erhält  man  zur  Bestim- 
mung der  Constante  y  die  Gleichung: 

a  fiQ  sin  z^y,  (b) 

Nimmt  man  nun  an,  dafs  die  Dichtigkeit  der  Atmosphäre  sich 
stetig  ändert,  dafs  also  die  Höhe  der  Schichten,  innerhalb  welcher 
die  Dichtigkeit  als  constant  angesehen  werden  darf,  unendlich  klein 
ist,  so  wird  der  Weg  des  Lichtstrahls  durch  die  Atmosphäre  eine 
Curve,  deren  Gleichung  man  bestimmen  kann.  Führt  man  Polar- 
coordinaten  ein  und  nennt  v  den  Winkel,  welchen  jedes  r  mit  dem 
Radius  CO  macht,  so  erhält  man  leicht: 

r  -5-  =  tang  *.  {c) 

dr  ° 

Die  Richtung  der  letzten  Tangente  ist,  wie  man  eben  gesehen 
hat,  die  scheinbare  Zenithdistanz  z,  dagegen  ist  die  wahre  Zenith- 
distanz C  der  Winkel,  welchen  die  verlängerte  ursprüngliche  Rich- 
tung 8J  des  Lichtstrahls  mit  der  Normale  macht.  Dies  C  hat 
zwar  seinen  Scheitel  in  einem  andern  Punkte  als  dem,  in  welchem 
sich  das  Auge  des  Beobachters  befindet;  da  indessen  die  Atmosphäre 
nur  von  geringer  Höhe  ist,  die  leuchtenden  Körper  dagegen  sehr 
weit  entfernt  sind,  überdies  auch  die  Refraction  selbst  ein  kleiner 
Winkel  ist,  so  wird  der  Unterschied  zwischen  dem  Winkel  C  und 
der  wahren  Zenithdistanz,  die  man  in  0  beobachtet  hätte,  nur  sehr 
unbedeutend  sein.  Selbst  beim  Monde,  wo  dieser  Unterschied  noch 
am  merklichsten  ist,  beträgt  derselbe  noch  nicht  eine  Bogensecunde 
im  Horizonte.  Man  kann  daher  annehmen,  dafs  der  Winkel  C  die 
wahre  Zenithdistanz  ist. 

An  dem  Punkte  N,  für  welchen  die  veränderlichen  Gröfsen 
t,  r  und  fi  gelten,  lege  man  nun  eine  Tangente  an  den  Lichtstrahl, 
die  mit  der  Normale  CO  den  Winkel  C  bildet; 

DifPerenzirt  man  dann  die  allgemeine  Gleichung  (a)  logarith- 
misch, so  erhält  man:  .  , 

hcotangt.at-l =  0 
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und   aas   dieser   Gleichung   in   Verbindung  mit   den   Gleichungen 
(c)  und  (d): 

oder,  wenn  man  lang«  eliminirt  durch  die  Gleichung: 

tanff  »  = =  —  — 

Vi  — sin»»       Yr^fi^—r^ 

und  für  y  seinen  Werth  a  siazßo  setzt: 

—  sin  z/hq  dfi 


fi  Yß^  —  ^-''^  "^ "-' 


p  sin  e'  fio' 

Das  Integral  dieser  Gleichung,  genommen  zwischen  den  Gren- 
zen C'  =  C  und  f'  =  -2^,  giebt  dann  den  Betrag  der  Refraction. 
Setzt  man: 

—  =  1  —  Ä, 

r  ' 

so  kann  man  die  Gleichung  auch  so  schreiben: 

ä^'^^  (l-.)8in.d;.  (e) 

ß  Kcos  ««  — (l  — -^)  4-  (28  —  «3)  sin  z^ 

Um  diese  Gleichung  zu  integriren,  müfste  man  nun  s  als 
Function  von  jx  kennen.  Die  letztere  Gröfse  selbst  ist  von  der 
Dichtigkeit  abhängig  und  zwar  lehrt  die  Physik,  dafs  die  Gröfse 
a' — 1,  die  man  auch  die  brechende  Kraft  nennt,  der  Dichtigkeit 
proportional  ist.  Führt  man  also  als  neue  Veränderliche  die  Dich- 
tigkeit p  ein,  gegeben  durch  die  Gleichung: 

At«  —  1  =  cp, 
wo  c  eine  Gonstante  ist,  so  erhält  man: 

4(1  —  «)8inÄ.c.  T—r- — 

df'== ^^tiPß 


^±^  |/co8  «'  -  (l - i±^)  +  (2*  -  «')  8m «'' 

1+  C/>o  V        1+  cp,t' 

«der,  wenn  man  setzt: 

^-^^^^=^=^=2«,   also?^^^p^  =  2«(l-A 
l+c/>o  Mo'  14-C/Oo  V         /t)o>' 

a  (1  —  «)  sin  e  -^ 

if=-- ^-,  .  /'    ^  (f) 

I  1  -  2a(l- £-)    Kcos a' -  2a(l- £-)  +  (2»-»«)8m«» 


160 


Der  Coefficient: 


ist  das  Quadrat  de&  Verhältnisses  des  Brechungsexponenten  for  eine 
Schicht,  deren  Radius  r,  zum  Brechungsexponenten  einer  Schicht  an 
der  Oberfläche  der  Erde.  Da  aber  für  die  Grenze  der  Atmosphäre 
/i  n=  1 ,  dagegen  für  die  Brechung  vom  leeren  Raum  in  Schichten  an 

der  Oberfläche  der  Erde  jmo  =  0099  ist,  so  liegt  das  Verhältnifs  — 

immer  zwischen  diesen  engen  Grenzen.  Die  Gröfse  a  ist  daher 
klein  und  man  kann  deshalb  statt  des  veränderlichen  Factors: 


'-''(■-,^) 


seinen  mittleren  Werth  zwischen  den  zwei  äufsersten  Grenzen  1  und 
1  —  2  a,  d.  h.  den  constanten  "Werth  1  —  a,  nehmen. 

Setzt  man  noch  zur  Abkürzung  1  —  -^  =  t^,  wo  also  w  eine 

noch  näher  zu  bestimmende  Function  von  s  ist,  und  ändert  das 
Zeichen  von  ä^\  sodafs  der  zu  findende  Werth  der  Refraction  so 
zu  verstehen  ist,  dafs  man  denselben  zu  dem  scheinbaren  Orte 
algebraisch  addiren  mufs,  um  den  wahren  zu  erhalten,  so  wird: 

n  (1  —  8)  %mzdw 

l  —  a  Vcos e^—2aw-h  (28— s^  sin z^ 

oder  da  s  immer  klein  ist,  indem  für  eine  Höhe  der  Atmosphäre 
von  10  Meilen  der  gröfste  Werth  von  s  nur  0.0115  ist: 

a  sinedw 


dr  = 


1  —  a     y^cos  z^  —  2aw  +  28sin.z^ 

a        ssinz  [cos  z^  —  2  ato]  4-  f  «^  sin  z^ 

dw 


^       ^         [cosz^  — 2aw-|-2ssin«3]* 

WO  schon  das  zweite  Glied,  wie  man  später  sehen  wird,  immer  so 
klein  ist,  dafs  es  vernachlässigt  werden  kann,  weshalb  zunächst 
nur  das  erste  Glied  in  Betracht  gezogen  wird.  Um  den  Betrag 
der  Refraction  zu  erhalten,  mufs  man  den  Ausdruck  von  dZ^  nach^ 
integriren  zwischen  den  Grenzen  5  =  0  und  s  =  H,  wo  JT  die  Höhe 
der  Atmosphäre  ist. 
Setzt  man  nun: 

und  führt  die  neue  Veränderliche  x  ein,  gegeben  durch  die  Gleichung: 

aF(8)   . 
smr 


r" 
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oder,  wenn  man  setzt: 

gin «'       ^     ' 
»  =  0!  +  p  (»), 

so  hat  man  nach  dem  Lagrangeschen  Lehrsatze: 


Fia)  =  F(x)  +  jp  («)  -^  4 


dF(x),    1  '*L^(*)-äF-J 


dx        1 .2  dx 


— ^= — T-5 r... 


"^  i  .  2 . 3  dx^ 


also: 


dx 


L  "^^L^dx (Ä). 


1.2.3  doj» 

Um  dann  hieraus  den  Ausdruck  für  die  Refraction  zu  erhalten, 

mufs   jedes   Glied   mit  -i •  ^^  multiplicirt  und 

•^  1  —  «     Vcos0'  +  2Ä8inÄ«  *^ 

zwischen  den  oben  angeführten  Grenzen  integrirt  werden.    Um  aber 

diese  Integrationen   ausführen   zu   können,   ist   es   nöthig,   w   als 

Function  von  s  zu  bestimmen,  d.  h.  das  Gesetz  zu  finden,  nach 

welchem  die  Dichtigkeit  der  Luft  mit  der  Höhe  abnimmt. 

7.  Es  seien  ^o  und  to  der  Luftdruck  und  die  Temperatur  an 
der  Oberfläche  der  Erde,  p  und  r  dieselben  Gröfsen  in  der  Höhe  x 
über  der  Oberfläche  der  Erde,  m  die  Ausdehnung  der  Luft  für 
einen  Grad  des  Fahrenheit'schen  Thermometers,  so  hat  man  die 
Gleichung : 

l-hWTo        pQ 

Denn  denkt  man  sich  ein  Volumen  Luft  unter  dem  Drucke  jpo? 
bei  der  Temperatur  to  und  mit  der  Dichte  /?o,  und  verändert  den 
Druck  zu  j?,  während  die  Temperatur  dieselbe  bleibt,  so  wird  nach 

dem  Mariotte'schen  Gesetze  die  Dichte  werden  zr  '  Pa*       Wächst 

Po 

dann  auch  die  Temperatur  zu  t,  so  wird  die  neue  Dichte: 

p      14-mro 

BrännoW)  sphärische  Astronomie.    4.  Aufl.  XX 
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woraus  die  obige  Gleichung  folgt.    Es  ist  also  -jr^ — ^  oder    der 

Quotient:  Druck  dividirt  durch  Dichtigkeit  und  reducirt  auf  eine 
feste  Temperatur,  immer  eine  constante  Gröfse.  Nennt  man  nun  Iq 
die  Höhe  einer  Luftsäule  von  der  Dichtigkeit  po  und  Temperatur  ro, 
die  bei  der  an  der  Oberfläche  der  Erde  stattfindenden  Schwere  go 
dem  Drucke  po  das  Gleichgewicht  hält,  so  hat  man: 

Po  =  (l'^mTo)po9o'h^  (ß) 

lo  ist  also  die  Höhe,  welche  die  Atmosphäre  haben  würde,  wena 
die  Dichtigkeit  und  Temperatur  für  alle  Schichten  dieselbe  wie 
an  der  Oberfläche  wäre.  Nimmt  man  für  t^  die  Temperatur 
8^Reaumur  =  10^  Celsius  =  50^  Fahrenheit,  so  ist  nach  Bessel: 

lo  =  4226.05  Toisen, 

gleich  der  mittleren  Barometerhöhe  an  der  Oberfläche  des  Meeres, 
multiplicirt  mit  der  relativen  Dichtigkeit  des  Quecksilbers  gegen 
Luft. 

Erhebt  man  sich  dann  in  der  Atmosphäre  um  dr^  so  ist  die 
Abnahme  des  Druckes  gleich  der  kleinen  Luftsäule  pdr^  multiplicirt 
in  die  der  Entfernung  r  entsprechende  Schwere,  also: 

dp  =  ^go  —  .p.dr, 

und  wenn  man  diese  Gleichung  durch  die  Gleichung  (ß)  dividirt  und* 

—  =  1  —  « 
r 

setzt,  auch  die  Temperatur  von  to  rechnet,  sodafs  t  die  Temperatur 

weniger  50 ^  Fahr,  ist,  so  erhält  man: 

dp  ads  ,^         . 

und:     ^  =(l-h»»T)(l  — tt?) 
Po 

aus  der  Gleichung  (a)  und  aus  diesen  beiden  Gleichungen  findet 
man,  wenn  man  p  eliminirt,  1  —  w  und  somit  die  Dichtigkeit 
durch  s  und  l-t-wr  ausgedrückt.  Die  Gröfse  l-hmr  ist  selbst 
eine  Function  von  s;  da  man  aber  das  Gesetz  der  Abnahme  der 
Temperatur  mit  der  Höhe  nicht  kennt,  so  ist  man  genöthigt,  zu 
einer  Hypothese  seine  Zuflucht  zu  nehmen  und  dann  zu  sehen,  ob 
die  damit  berechneten  Refractionen  den  beobachteten  entsprechen. 
Die  verschiedenen  Refractions- Theorien,  wie  sie  von  Newton, 
Laplace,  Bessel,  Ivory  und  Andern  aufgestellt  sind,  unterscheiden 
sich    somit  durch  die  Annahme,    die  in  Betreff  der  Abnahme  der 
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Temperatar  in  der  Atmosphäre  gemacht  ist.  Die  weitere  Ausf&h- 
ning  dieser  yerschiedenen  Theorien  würde  indessen  zu  weit  fahren 
und  es  sollen  daher  nur  zwei,  die  von  Bessel  und  Ivory,  näher 
behandelt  werden,,  da  die  nach  diesen  berechneten  Tafeln  häufiger 
angewandt  werden. 

at 

Bessel  nimmt  for  1  4-  iwt  einen  Exponentialausdruck  e  "*"  an, 
wo  h  eine  später  näher  zu  bestimmende  Constante  bezeichnet 
Dann  ist  also: 

a  s 

Po 
DifFerenzirt  man  diese  G-Mchung  und  eliminirt  dp  aus  dieser  und 
der  ersten  der  Gleichungen  0"),  so  erhält  man: 


(i-w)   riL_±.i-ij. 


Integnrt  man  diese  Gleichung  und  bestimmt  die  nach  der  Integration 
hinzuzufügende  Constante,  sodafs  1—w  gleich  Eins  wird  für 
s  =  0,  so  erhält  man: 

wofür  man  auch  den  Näherungsausdruck  nehmen  kann: 


as 


*)  (*) 


1— W  =  C 

Bessel  bestimmt  dann  die  Constante  h  so,  dafs  die  nach  dieser 
Hypothese  berechneten  Refractionen  den  beobachteten  so  nahe  als 
möglich  kommen.    Die  mit  diesem  Werthe  von  h  aus  der  Formel 


aa 


l-+-WT=e     *    folgende  Abnahme  der  Temperatur   stimmt  aber 


*)  Macht  man  die  einfache  Hypothese,   dafs   die  Temperatur  constant 
ist,  die  der  Newton'schen  Theorie  zum  Grunde  liegt,  so  wird: 

^  =  1  —  «7     also  —  =  (i  (1  —  «?) 
Po  Po 

Mithin  erhält  man  in  Verbindung  mit  der  ersten  der  Gleichungen  (jr) 

1  —  W  «0 

o 


also  1  —  w  =  e 
da  die  nach  der  Integration  hinzuzufügende  Constante  0  ist. 

11* 
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durchaus  nicht  mit  der  an  der  Oberfläche  beobachteten.   Man  erhält 

nämlich   für   5  =  0   aus    der  Formel:   3-  =  — £— »    und    da    auch 

as  nm 

--  =  —  fär  ^  3=  0,  so  erhält  man : 
dr      a  ' 

dk^ 1_ 

dr  hm 

far   die  Oberfläche   der  Erde.      Da   nun   m  für   einen   Grad   des 

Fahrenheit'schen  Thermometers  gleich  0.0020243  und  h  nach  Bessel 

gleich  116865.8  Toisen  genonmien  werden  muTs,    so    erhält   man 

dr  1 

^  =  —  507  öder  die  Abnahme  der  Temperatur  von  1®  Fahrenheit 

für  eine  Erhebung  von  237  Toisen  über  der  Erdoberfläche,  während 
nach  den  Beobachtungen  eine  solche  Abnahme  schon  für  die  Er- 
hebung von  etwa  47  Toisen  stattfindet. 

Ivory  nimmt  daher  ebenfalls  eine  Exponentialfiinction  für 
1  -h  mr  an,  bestimmt  dieselbe  aber  so,  dafs  die  Abnahme  der 
Temperatur   an   der   Oberfläche    der  Erde    dargestellt    wird.     Er 

nimmt  nämlich: 

1  —  W7  =  e  — », 

wo  u  eine  Function  von  $  ist,  ferner: 

H-i»r=l— /(l— c-«»). 
Nach  den  Gleichungen  (/")  erhält  man  dann  leicht: 

^d8  =  (l—f)du-h  2fe  -«  du, 
•0 

also:  ^  s  =  (1  —f)  M  H-  2/*(l  —  e  -•*),  (e) 

•0 

Aus  diesen  Gleichungen  findet  man  für  r  =  a: 

dr  l^m  '  l-\-f 

dr 
und  man  sieht,  dafs  man  far  f  etwa  f  nehmen  mufs,  um  j-  =  —  ^ 

zu  machen,  also  die  Beobachtungen  an  der  Oberfläche  der  Erde 
darzustellen. 

8.     Setzt  man  in  der  Gleichung  (d): 


Mo 

=  Ä 

so 

ist  in  BesseFs 

Hypothese : 

w-F(8)- 

1  — 

e-^' 

es 

wird  daher: 

F(x)  —  1 

—  e" 

-ßx 

_  /'^ " 

-ßx 

Sin  z^ 
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Man  erhält  daher: 
mithin,  da: 


d^ 


^ipixy 


=  (— 1)»1Iä6  -P*, 


dFjx) 
dx 


daj» 


und  das  allgemeine  Glied  des  Differentials  dC  wird  daher: 

a  1     g«/g*+i  sing  dg?  /.    ^  ^.         r-o-i^Ä, 

1— «    1-...»  8m«>*  y^cos«»H-2aJsiniJ«      l 

—  n.n»tf-«^*+^^^^\n— l)»e-(«-i)/9'-...|, 

wo  for  n  alle  Zahlen  von  0  ab  zu  setzen  sind.  Alle  diese  Glieder 
sind  dann  zwischen  den  Grenzen  s  =  0  und  s  ^=  H  zu  integriren, 
wofür  man  auch  ohne  merklichen  Irrthum  die  Grenzen  0  und  00 
nehmen  kann,  da  e-'^*  für  s  =  JBT  äufserst  klein  ist*).  Dieselben 
Grenzen  sind  dann  auch  far  die  Integration  nach  x  anzuwenden. 
Die  hier  vorkommenden  Integrale  lassen  sich  auf  die  in  No.  18  der 
Einleitung  eingeführten  ^  Functionen  zurückfuhren  und  wenn  man 
die  dort  gegebene  Formel  (8)  anwendet,  so  findet  man  das  allge- 
meine Glied  des  Ausdrucks  für  die  Refraction: 

2n  —  1  2n  —  1 


._  1 


«»/?»   ( 


rir^>^2/9.yx::;j,-j^^(»+i)  «  ^(«+1)-«.«  .  ^w 

mithin,  wenn  man  die  Re&action  durch  iC  bezeichnet: 


iC= 


'  yu\  'i« 


1  —  0 


SUl«' 


[2*^(2)-<«.(l)J 


-j-|^[3* vJ(8)-2.2* <fr (2)  +  <*  (1) 


etc. 


(0 


*)  1  —  w  sollte  eigentlich  gleich  Null  sein  an  der  Grenze  der  Atmo- 
sphäre ,  während  es  erst  0  wird  für  H  =  00.  Die  Formel  setzt  also  eine 
Atmosphäre  von  unendlicher  Ausdehnung  voraus,  da  aber  die  Exponential- 
function  schnell  abnimmt,  so  wird  der  Unterschied  unmerklich. 
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ein  Ausdruck,  für  den  man,  da: 


X' 


X* 


^      ^"^1.2      1.2.3 


+  ...  =  c-», 


auch  schreiben  kann: 

1 — a 


e     8in««^(l) 


2x 


4-- 


sinÄ* 


2e     »in««  ^(2) 

-— -4— -3^e    sin«» 0(3) 
l .  2 .  sm  Ä*  ^^^ 


Qo) 


9.    In  Ivory's  Hypothese  ist: 

w  =  F(u)=  1  —  e-«, 

und  wenn  man  —  =  -^  setzt: 

a       ß 

1  — /         2/* 

Führt  man  dann  die  neue  Veränderliche  x  ein,  gegeben  durch 
die  Gleichung: 

aw  X 

so  geht  der  Differentialausdruck  der  Refraction  nach  Gleichung  (g) 
in  No.  6  über  in: 


(iC'= 


a 


l—a 


y. 


WO  X  =  U'— 


aß 


sin  z .  dF(u) 
„    ,   2sin«2    ' 

cos  Äl'  H 2 —  ^ 

ß 


Sin  02 

Setzt  man  also  wieder: 

F(aj)  =  l  — e-« 


(1  — e-«)  — /•w  +  2/'(l  — e-«*). 


sp(aj) 


sinÄf' 


(1  —  e -a^) -l-/*a;— 2/(1  —  c-^), 


so  erhält  man  daher  wieder  nach  Formel  ß): 

dF{u)  _    _^  ,   d[^(x)e-^']   ,      1     d^  [^ (xy  e - -^^i 


^a?         '         '  dx  "1.2  da:» 

Die  zwei  ersten  Glieder,  die  allein  bedeutend  sind,  geben: 


d[g(^£^_  aß 


dx 


=«-«•+ 


sin«» 


[2e-^^—e-^}-\-f{l—x)  e-*— 2/'[2e-2«— c-«]. 
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Multiplicirt  man  diese  Glieder  mit  t-^ 


Y  cos  z^  H —  X 


und  integrirt  wieder  nach  x  zwischen  den  Grenzen  0  und  00,  so 
erhält  man  nach  den  Formeln  (9)  und  (10)  in  No.  18  der  Ein- 
leitung: 

^(1) 


^^  =  I3iV2^ 


^2  [V(2)-^(l)]-2/^[2*^(2)-(^(l) 


(0 


-^f\(i-hT^^{l)-^ 


wo: 


T  =  cotang  z  Y^, 

Die  höheren  Glieder  würden  complicirt  werden,  aber  wegen 
der  numerischen  Werthe  von  aß  und  f  wird  schon  das  nächste  Glied 
so  klein,  dafs  man  es  vernachlässigen  kann.  Für  den  Horizont, 
wo  das  Glied  am  gröfsten  wird,  erhält  man  nämlich,  wenn  man 
2f —  aß=zg  setzt: 

Dividirt  man  dann  jedes  Glied  mit  Y  -^  und  integrirt  zwischen 

den  Grenzen  0  und  00,  so  erhält  man,  wenn  man  die  in  No.  16 
der  Einleitung  gegebenen  Formeln  für  r(^),  r(^),  r(|),  etc. 
anwendet: 

r3ri¥^fwr -3/^^(1/2- i)  +  i/Mi-4y 2 +  3|/3)] 

und  wenn  man  die  in  der  folgenden  Nummer  gegebenen  numeri- 
schen Werthe  einsetzt,  so  findet  man  für  dieses  Glied  den  Maximum- 
Werth  im  Horizonte  gleich  2".  11.  Das  nächste  Glied  würde  nur 
0".  18  geben.  In  der  Differentialgleichung  {g)  in  No.  6  ist  auch 
nur  das  erste  Glied  mitgenommen,  das  zweite  Glied  wird  eben- 
falls klein  und  giebt  für  den  Horizont  etwa  eine  halbe  Secunde. 
Da  dies  letztere  Glied  ein  negatives  Zeichen  hat,  so  wird  daher 
die  nach  Formel  (J)  berechnete  Horizontalrefraction  bis  auf  etwa 
1".  5  genau. 

10.  Die  numerische  Berechnung  der  Refraction  nach  der 
Formel  (Je)  oder  (l)  ist  nun  keinen  Schwierigkeiten  unterworfen, 
da  die  Werthe  der  Functionen   ^  aus  den  Tafeln  entnommen  oder 


n 
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nach  den  in  No.  17  der  Einleitung  gegebenen  Methoden  berechnet 
werden  können. 

Nach  Bessel  ist  die  Constante  «  für  die  Temperatur  50^  Fahren- 
heit  und  für  den  Barometerstand  von  29.6  englischen  Zollen,  auf 
die  Normaltemperatur  reducirt: 


a  =  57".  4994  also  log 


a 


1  — a 


=  1.759785 


und  Ä  =  1 16865.8  Toisen. 
Da  ^  =  4226.05  Toisen,  so  erhält  man,  wenn  man  mit  Bessel 
für    a   den    Krümmungshalbmesser    der    Greenwicher    Sternwarte 
3269805  Toisen  nimmt: 

ß  =  745.747  also  log  t-^  Y¥ß  =  3.347295. 

1  —  a 

Berechnet  man  nun  z.  B.  die  Refraction  für  die  Zenithdistanz 
80^,  so  wird  far  diesen  Fall  log  Ti  =  0.53210  etc.  und  man 
erhält: 


logn 


\  (2n-8) 


:) 


n-1 


log^(n)         löge 


—  n 


aß 


8ii»s' 


n  = 

1 

0.00000 

n  = 

2 

0.15051 

n  — 

3 

0.71568 

n  = 

4 

1.50515 

n  = 

5 

2.44640 

n  — 

6 

3.5017 

n  = 

7 

4.6480 

n  — 

8 

5.8701 

n  = 

9 

7.157 

n  — 

10 

8.500 

SULS 

0.00000  9.14983            9.90691 

9.33113  9.00745            9.81382 

8.36122  8.92228            9.72073 

7.21523  8.86128            9.62763 

5.94430  8.81372            9.53454     . 

4.57645  8.77473            9.44145 

3.12943  8.74168            9.34836 

1.6155  8.7130             9.2553 

0.043  8.688               9.162 

8.420  8.665                9.069 
Die  horizontalen  Reihen  geben  die  einzelnen  Glieder  innerhalb 
der  Klammer  in  Formel  (Ä)   und   wenn   man    die  Sunmie   mit  der 

Constante  .  __      Y2ß  multiplicirt,  so   erhält  man  314".  91,  genau 

mit  Bessel's  Tafeln  übereinstimmend. 

Bei  weitem  einfacher  ist  die  Berechnung  von  Ivory's  Formel. 
Hier  wird: 

log  aß  =  9.333826,    log  ^-^  Y2ß  =  3.354594,  /"  =  f 

Berechnet  man  nun  nach  Formel  (l)  die  Refraction,  so  wird: 
log  Tj  =  0.540098        log  Tg  =  0.690613 
log  <f,  (1)  =  9.142394     log  ^  (2)  =  8.999757 
und  damit  geben  die  von  f  unabhängigen  Glieder  315". 32,  während 
die  in  f  multiplicirten  Glieder  —  0".  12  geben,  sodafs  die  Refraction 
wird:  315".  20,  nahe  mit  Bessel  übereinstimmend.     Diese  üeberein- 
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stimmnng  findet  auch  noch  bis  etwa  86^  statt,  bis  wohin  die  be- 
rechneten Refiractionen  die  beobachteten  gut  darstellen;  nahe  am 
Horizonte  sind  die  Besserschen  Refractionen  zu  grofs,  während  die 
nach  Ivory's  Theorie  berechneten  zu  klein  sind.  Für  so  grofse 
Zenithdistanzen  ist  es  daher  am  zweckmäfsigsten,  wie  es  Bessel 
gethan  hat,  die  Refractionen  aus  Beobachtungen  herzuleiten  und  in 
Tafeln  zu  bringen. 

Für  die  Horizontalrefraction  erhält  man  nämlich  nach  Bessel, 
da  in  diesem  Falle:  « 

(P (r)  =  /e-<*  dt  ^i^n 

0 

wird: 

und  wenn  man  die  numerischen  Werthe  einsetzt,  gleich  36'  5". 
Nach  Ivory  wird  dagegen  die  Refraction  für  den  Horizont: 

cJ«=j^y«.|/^[l  +  a/?()^2-l)-/'(2i/2--|)] 

=  33'  58", 
während   nach   den   Beobachtungen   die   Horizontalrefraction   etwa 
34' 5ü"  ist,  also  etwa  in  der  Mitte  liegt 

Solange  die  Zenithdistanz  nicht  zu  grofs  ist,  ist  es  nicht  nöthig, 
die  strengen  Formeln  (Jt)  und  (Q  anzuwenden,  sondern  man  kann 
dieselben  in  Reihen  entwickeln.  Substituirt  man  in  Formel  (Q  für 
^(1)  und  ^(2)  die  in  No.  17  der  Einleitung  gefundenen  Reihen 

und  bedenkt,  dafs  -: — 5=  1  -h  cotg^^,  so  erhält  man*): 

'  am «"  °  ^ 


<»«  =  j^  [d +i«)  tang«  -  (y  -  i  a  4- 1  j)  tang  ««  +  (^  -  i ^ 


,105«^.       j.      /IS       105  o  ^1575  a^,         -^       "1  ,, 


ß 
) 


*)  Man  findet  nämlich: 

VI^  <J  (1)  =  tang  «  — -j  tang  ««  +  ^  tang«»  — -^  tang  «' 

+  "är  ^^  «'  —  ... 

2*  \^2^  Vfr  (2)  =  tang  «  -  ^  tang  «ä  +  A  tang  «»  -  ^  tang  «' 

4-yg^tang  »»-... 

Ivory  giebt  in  den  Phil.  Transactions  für  1823  eine  andere  Reihenent- 
wickelung, die  sich  für  alle  Zenithdistanzen  anwenden  läfst. 
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oder  wenn  man  die  numerischen  Werthe  snbstituirt: 
^«=[1.759845]tang0— [8.821943]tang;53+[6.383727]tangÄ*— [4.180257]taiigÄ^ 
wo  die  in  Klammem  eingeschlossenen  Zahlen  Logarithmen  sind. 
Die  in  f  moltiplicirten  Glieder  geben  femer: 

«     ^/  3    ,         .       75  ,         7  ,    1785^        9      46305^        n 

oder:  (^) 

— ([5.506 187]tang«*-[3.7 14510]tang«'+[l  .901468]tang«»-[9.018568]tang«"} 

Für  Ib^  findet  man  hieraus  ^2:  =  211".  39  und  den  von  /"ab- 
hängigen  Theil  der  Refraction  gleich  —  0".  02,  also  das  Ganze 
211".  37,  übereinstimmend  mit  der  strengen  Formel. 

11.  Die  obigen  Formeln  geben  die  Refraction  für  jede  belie- 
bige Zenithdistanz ,  aber  nur  für  eine  bestimmte  Dichtigkeit  der 
Luft,  nämlich  derjenigen,  welche  bei  der  Temperatur  50^  Fahren- 
heit  und  bei  dem  Barometerstande  von  29.6  engl.  Zollen  stattfindet 
Die  bei  diesem  Normalzustande  der  Atmosphäre  stattfindende 
Refraction  nennt  man  die  mittlere  Refraction.  Um  daraus  die 
Refraction  für  eine  andere  Temperatur  t  und  den  Barometerstand  6 
zu  berechnen,  mufs  man  untersuchen,  wie  sich  die  Refraction  mit 
der  Dichtigkeit  der  Luft  oder  mit  dem  Stande  der  meteorologischen 
Instrumente,  wovon  dieselbe  abhängt,  ändert.  Bezeichnet  e  die 
Ausdehnung  der  Luft  für  einen  Grad  des  Fahrenheit'schen  Ther- 
mometers, wofür  Bessel  aus  den  Beobachtungen  den  Werth: 

e  =  0.0020243 

gefunden,  so  wird,  wenn  man  ein  Volumen  Luft  bei  der  Temperatur 
von  50^  gleich  1  setzt,  dasselbe  Luftvolumen  bei  der  Temperatur  t 
gleich  1  -He(T  —  60),  es  wird  sich  also  die  Dichtigkeit  der  Luft 
bei  der  Temperatur  t  zur  Dichtigkeit  bei  der  Temperatur  50^  wie 
1 : 1  -H  e  (t  —  50)  verhalten.  Ferner  ist  aber  nach  dem  Mariotte- 
schen Gesetze  die  Dichtigkeit  der  Luft  bei  dem  Barometerstande  h 
zu  der  Dichtigkeit  bei  dem  Barometerstande  29.6  wie  h :  29.6.  Be- 
zeichnet also  p  die  Dichtigkeit  der  Luft  bei  der  Temperatur  t  und 
der  Barometerhöhe  6,  ^0  aber  die  Dichtigkeit  bei  dem  Normal- 
zustande der  Atmosphäre,  so  hat  man: 

h 

^        H-e(r— 50) 
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und  da  die  Grölse  a  in  den  Formeln  for  die  Refraction,  wenigstens 
för  so  kleine  Aendemngen  der  Dichte  als  hier  in  Betracht  kommen, 
der  Dichtigkeit  proportional  ist,  so  würde  man  anch  die  wahre 
Refraction  ans  der  mittleren  dnrch  die  Formel: 

Sb  • 

^  .  29.6 


IH-e  (t— 50) 

erhalten,  wenn  a  nnr  als  Factor  vorkäme,  da  man  den  Divisor 
1  —  a  wegen  der  Kleinheit  von  a  als  constant  ansehen  kann.    Die 

Gröfse  a  kommt  aber  noch  in  dem  Factor  von  z ,    der   mit  Z 

1  —  a' 

bezeichnet  werden  soll,  vor,  auch  ist  die  Gröfse  ß  mit  der  Tem- 
peratur veränderlich,  da  dieselbe  von  ^o  abhängt,  also  bei  einer 
Temperatur  r  von: 

Z  =  Jo[H-e(T-50)], 

wenn  man  die  Höhe  einer  Atmosphäre  von  gleichförmiger  Dichtig- 
keit bei  der  Temperatur  t  mit  l  bezeichnet.  Man  erhält  somit  die 
wahre  Refraction  aus  der  Formel: 

.1  ^^  b     ,       a       dZ ,        ^^.    .       a    dZ,^     ^^  „.    ,   . 

da  aber  der  Einflufs  der  beiden  letzten  Glieder  gering  ist,  so  kann 
man  zur  Bequemlichkeit  der  Berechnung  setzen: 

^'  =[l^e(r-50)]i+P  •  Vmj       •  ^^^) 

Entwickelt  man  dies  aber,  so  erhält  man,  wenn  die  zweiten 
und  höheren  Potenzen  und  Producte  von  p  und  q  vernachlässigt 
werden: 

wodurch  man  zur  Bestimmung  von  p  und  q  aus  (m)  und  (n)  die 
Gleichungen  erhält: 


a 


dZ        1 


ö  ^= •   ~z —    •   r — 

1  —  a     dr      e.  dz 
a         dZ     29.6 


(0) 


3=4- 


l  —  a  '  db    '    dz 


29  6 
wenn  man  auf  der   rechten  Seite  dz  statt  dz . -^ — -—  setzt. 

1  -+-  e  (t  —  50) 

Die  Feuchtigkeit  vermindert  ebenfalls  die  Dichte  der  Atmosphäre 
und  somit  die  brechende  Kraft,  aber,  wie  Laplace  zuerst  bemerkt 
hat,  wird  diese  Verminderung  durch  die  stärker  brechende  Kraft 


1 
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des  Wasserdampfes  fast  ganz  aufgehoben.  Die  Gröfse  a  wird  da- 
her durch  die  Feuchtigkeit  fast  nicht  verändert  und  da  der  Einflnfs 
auf  die  Gröfsen  p  und  9  sehr  unbedeutend  ist,  so  wird  auf  die 
Feuchtigkeit  bei  der  Berechnung  der  Refraction  keine  R&cksicht 
genommen. 

Um  die  Ausdrücke  far^  und  $  zu  erhalten,  müssen  die  pifferen- 

tialquotienten  ^  und  —   bestimmt   werden.     Die   Rechnung   wird 

hier  nur  für  Ivory's  Theorie  durchgeführt,  da  sich  dieselbe  für  die 
BesseFsche  Formel  sehr  ähnlich  macht.    Nach  Formel  (Z)  ist: 

wo  -^^  =  >l  gesetzt  ist.    Daraus  erhält  man: 
sin  V 

da  sich  f  mit  der  Temperatur  und  dem  Barometerstande  nicht 
ändert. 

Nun  ist  ^  (1)  =  c^." /e-''  dt,      wo  T^  =  cotang  ^/y, 

00 
4^  (2)  =  e^*' je-*' dt,      wo  T^^  cotSLngzyß, 

und  da  ^^^  =  2!ri0(l)-l  und  ^|^^  =  2  T^  ^(2)  -  1, 
so  wird  das  vorletzte  Glied  in  (p): 

4-^.r2^[(i->i)(riV(i)-iri)-^>iy2.(raV(2)-ir,)]. 

Der  Factor  Q  besteht  aus  zwei  Gliedern,  von  denen  das  erste 
in  —  2  multiplicirte,  gleich  dem  Factor  von  X  im  Ausdrucke  von 
^z  ist.  Man  nimmt  dies  daher  mit,  wenn  man  in  dem  zuletzt  be- 
trachteten Gliede  X  —  2f  statt  X  schreibt.  Es  bleibt  daher  nur 
noch  das  Glied: 

+/[(*  + ^i^^(i)-iri] 

übrig,  durch  dessen  Differentiation  man  findet: 

dß 


ß 


•^{t  ^  ^*  "^  ^"^  ^^''  <PW-i  ^0} , 


i 
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sodafs  der  yollständige  Ausdruck  von  dZ  wird: 


+ 

Da  nun: 

h 


i/2(i-2n(r,V(2)-ir,)|. 


,  j  29.6  ,      .   ,  da      (,      29.6— 6\r,       ,      ,„, 


(t-50) 

.  ^    da      6  —  29.6         , 
80  wird:  -=-29:6 .(r-50), 


ebenso  ist: 


/9  +  d/?  =  -~--^fi(r-50),  also  ^  =  -e(r-50); 

endlich : 

j         aß       .      dX      da.  ,  (1/9      &--29.6      ^    , 

Danach  wird  also: 
iz.i  =  -1-  YTß.tiiil  <K2)  -  ^  (1)] 

1  —  a 

<>«.j»  =  i«»«+Y-^-V2^.2-l[V2  0(2)-iKl)]  (a) 

1  —  a 

wo  för  /"  der  Werth  \  substituirt  ist 

Berechnet  naan  hiemach  p  und  g  für  -ar  =  87®,  wo  <j^f  =  852".79, 
so  findet  man 

log  Ti  =  0.013175,  log  [|/2 ^(2)  —  ^(1)]  =  8.605021, 
log(Ti2^(l)— iri)  =  9.081168n,  log T2  =  0.163690, 
log(T22^(2)— |!r2)l/2=9.191771n  und  damit 
^^.3  =  19".71,  <J-2r.i?  =  185".36, 

mithin 

g  =  0.0231, 
jp  =  0.2173. 

Wenn  die  Zenithdistanz  nicht   grofs  ist,    so   kann  man  auch 
^undj?  durch  die  in  No.  10  gegebenen  Reihen  finden.    Differenzirt 
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man  nämlich  die  Coefficienten  von in   (L)    und    (h)  nacli 

1  —  a 

a  und  /9,  so  findet  man  leicht  die  folgenden  Reihen: 

3  ^jg  =  4-  [7.90399]  tang  i?  -I-  [7.90146]  tang  «^  —  [5.66533]  tang  «^ 

-h  [3.54172]  tang  ä''  —  . . . 

pSz=-'^  [7.90399]  tang  z  +  [8.91567]  lang  ^  —  [6.70990]  taug  «^ 

4-  [4.56712]  tang  «''—..., 

wo  die  Coefficienten  wieder  Logarithmen  sind. 

Für  ^  =  750  erhält  man  hiemach  z.B.:  3 =0.0020,1? =0.0188. 

12«  Zur  vollständigen  numerischen  Berechnung  der  wahren 
Refraction  nach  Formel  (mi)  bedarf  man  noch  der  auf  die  Normal- 
temperatur reducirten  beobachteten  Barometerhöhe.  Nimmt  man 
die  Länge  der  Quecksilbersäule  bei  50^  als  Einheit  an  und  nennt 
man  g  die  Ausdehnung  des  Quecksilbers  vom  Frost-  bis  zum  Siede- 
punkte, wo  2  =  ——  ist,  so  wird  die  Barometerhöhe,  die  man  bei 
einer  Temperatur  t  beobachtet*),  sich  verhalten  zu  der,  welche  man 
bei  der  Temperatur  50^  beobachtet  hätte,  wie  1  4-  -|rr  (t  —  50) :  1, 
oder  es  ist  die  auf  50®  reducirte  Länge  der  Quecksilbersäule  &5e 

h  180 

Ist  ferner  s  die  Ausdehnung  der  Scale  vom  Frost-  bis  zum  Siede- 
punkte, wo  wenn  die  Scale  von  Messing,  5  =  0.0018782  ist,  so 
wird,  wenn  man  die  Länge  der  Scale  bei  50®  als  Einheit  an- 
nimmt: 

&M&5o=l:H-j|g(«— 50). 

Es  wird  mithin  die  bei  einer  Temperatur  t  beobachtete  Baro- 
meterhöhe auf  50®  reducirt  geben,  wenn  man  auf  die  Ausdehnung 
des  Quecksilbers  und  der  Scale  Rücksicht  ninmit: 

.         .   180-l-«(e  — 50) 
^'°  =  ^'l80  +  <z(«-5O)- 

Die  Normal-Länge  des  englischen  Zolles  gilt  aber  nicht  för 
50®,  sondern  für  62®,  daher  ist  bei  der  Temperatur  50®  die 
Barometerhöhe  an  einer  Scale  gemessen,  die  zu  klein  ist,  und  man 


*)  Die  Temperatur  t  wird  an  einem  mit  dem  Barometer  verbundenen 
Thermometer,  dem  innern  Thermometer,  beobachtet,  während  das  die 
Temperatur  der  äufseren  Luft  angebende  Thermometer  zum  Unterschiede  das 
aufs  er e  genannt  wird. 
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mufs  daher  den  obigen  Werth  von  h^Q  noch  mit  1  -+-  -—  dividiren, 


180 


sodafs  endlich: 

180  4-«(e  — 50)  180 


hso  =  ht 


1804-a(«— 50)  •  180  +  12«' 
Wäre  die  Barometerscale   in  Pariser  Linien  getheilt  und  das 
Thermometer  ein  Reaumur'sches,  so  würde,  da  die  Normallänge  des 
Pariser  Zolls  für  13^  Reanmur  gilt  und  50°  Fahr.  =  8®  Reaum  ist: 

80  4-jr(^  — 8)  80 

^       ^'80  +  2(*-8)  *  80  +  5** 

Damit  hat  man  Alles,  was  zur  Berechnung  der  Formel  (mi) 
nothwendig  ist.  Bezeichnet  man  mit  f  die  Temperatur  nach  einem 
Fahrenheit'schen  Thermometer,  mit  r  dieselbe  nach  einem  Reaumur- 
schen  gemessen,  mit  U^)  und  K'^  die  Barometerhöhe  in  engl.  Zollen 
und  Par.  Linien,  und  setzt: 

g_  m         180        ^    W  80 

""  29.6  180  +  12«  —  333.28  '  80  4-  5« 

y  ^  180  +  g  (/•—  50)  ^  80  +  g  (r  —  8) 
180-|-g(/*— 50)  80  H-g(r— 8) 
^1^1 

^      l  +  €.(/'-50)       l  +  ie(r-8)' 

so    erhält   man,    wenn    man    auch    noch   die    mittlere    Refraction 
dz=  atang^r  setzt: 

dz'  =  a  tang  z .  r^+P  (B .  r)i4^  (Ä) 

also  log  dz^  =  log  a  -I-  log  tang  ä  -f-  ( l  -H  jp)  log  t'  -H  (1  -h  3)  (log  B  +  log  T). 
Benutzt  man  dann  Tafeln,  die  log  a  sowie  1  -h  p  und  1  -H  2 
mit  dem  Argumente  der  scheinbaren  Zenithdistanz,  und  log  J5,  log  T 
und  log  y  mit  den  Argumenten:  dem  Barometerstande,  dem  Innern 
und  äufsern  Thermometer  geben,  so  wird  dann  die  Berechnung 
der  Refraction  für  irgend  eine  Zenithdistanz  und  irgend  welchen 
Stand  der  meteorologischen  Instrumente  äufserst  bequem.  Diese 
Form,  die  sich  wohl  am  meisten  empfehlen  dürfte,  ist  von  Bessel 
bei  seinen  Refractionstafeln  in  den  Tabulis  Regiomontanis  an- 
gewandt. 

13.  Der  Annahme,  die  bei  der  Herleitung  der  Refractions- 
formeln  gemacht  ist,  dafs  die  Atmosphäre  aus  concentrischen  Schich- 
ten besteht,  deren  Dichte  mit  der  Höhe  über  der  Erdoberfläche 
nach  einem  bestimmten  Gesetze  abnimmt,  wird  der  wirkliche  Zu- 
stand der  Atmosphäre  nie  entsprechen  wegen  der  fortwährend  vor- 
gehenden Störungen  des  Gleichgewichts.  Die  theoretisch  gefundenen 
Werthe  der  Refraction  werden    daher  auch    im   Allgemeinen    von 
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Da  die  Refraction  im  Horizonte  etwa  35'  beträgt,  so  erscheint 
also  das  Gestirn  im  Horizonte,  wenn  es  in  Wirklichkeit  um  soviel 
unter  demselben  steht.  In  dem  Dreiecke  zwischen  Pol,  Zenith  und 
Stern  sind  also  in  dem  Augenblicke,  wenn  man  die  Horizontal- 
refraction  mit  dz  bezeichnet,  die  drei  Seiten  90  +  df^r,  90  —  ^  und 
90  —  ^,  und  die  demselben  gegenüberliegenden  Winkel,  ^,  p  und 
180  —  A    Man  hat  daher: 

cos  (90  +  dz)  =  sin  f>  sin  ^  4-  cos  j?  cos  d  cos  *,  (a) 

also: 

dz  4-  sin  wsind  ,,. 

cos  t  = 2— -r — ,  (O) 

cos  ^  cos  <? 

woraus  man  den  Stundenwinkel  findet,  in  welchem  ein  Gestirn, 
dessen  Declination  gleich  <J  ist,  unter  der  Poblhöhe  ^  wegen  der 
Refraction  im  Horizonte  erscheint,  oder  den  halben  Tagbogen  des 
Gestirns  mit  Rücksicht  auf  Refraction. 

Für  Arcturus  findet  man  hiernach,  wenn  dessen  Declination  zu 
19^  54'.  5  und  d^r  ==  35'  genommen  wird,  für  die  Polhöhe  von  Berlin, 
also  für   ^=520  30'.  3: 

t=  119°  19'.  8 
=      7h  57°» .  3. 

Hat  man  den  halben  Tagbogen  des  Gestirns  schon  ohne  Rück- 
sicht auf  Refraction  nach  der  Formel  in  I  No.  20  berechnet: 

costo  =  —  tang  ^  tang  d  (c) 

so  erhält  man  die  Correction  dt^  die  man  zu  ^o  hinzuzufügen  hat, 
aus  dem  Unterschiede  der  Formeln  (6)  und  (c),  und  es  wird  daher: 

dz 

^*  = V"^ 

cos  ^  cos  o  sm  t 

= — ]^—..  (^ 

cos  f»  cos  asmt 

Dieselbe  Formel  findet  man  auch  einfach  durch  Differentiation 

der  Formel 

cos  z  =  sin^  sin  d  ■+-  cos  ^  cos  d  cos  t 

indem  man  darin  nur  z  und  t  als  veränderlich  ansieht  und  nachher 
2f  =  900  setzt.*) 

Die  Formel  (d)  giebt  für  Arcturus  <?^=4"*37*.  Um  soviel 
wird  also  für  Berlin  der  Auf-  und  Untergang  des  Sternes  durch  die 
Refraction  beschleunigt  und  verzögert. 


*)  In  den  beiden,  hier  in  Betracht  kommenden  Dreiecken  sind  zwei 
Seiten  gleich,  nämlich  90  — ■  f»  und  90  —  <?,  und  nur  die  dritten  Seiten  ver- 
schieden, nämlich  90®  und  90^  +  dz. 
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Da  nun  das  Gestirn  im  Horizonte  erscheint,  wenn  der  Stunden- 
winkel desselben  to-hdt  ist,  während  ohne  Refraction  der  Stunden- 
winkel desselben  im  Horizonte  gleich  ^o  wäre,  so  wird  auch  das 
Azimut  des  Auf-  und  Unterganges  oder  die  Morgen-  und  Abend- 
weite durch  die  Refraction  geändert.    DifFerenzirt  man  die  Formel : 

sin  (J  =  sin  9?  cos  ß  —  cos  ^  sin  £i  cos  Ä 

indem  man  wieder  f?  und  d  als  constant  ansieht,  so  erhält  man  für 
2:  =900  leicht: 

sinA 
Da  aber,  wenn  Ä,  die  Morgen-  oder  Abendweite  ist: 

^  =  90  +  ^,  oder  =  270  —  Ä, 
so  erhält  man  in  beiden  Fällen: 

cosAf 

Wenn  das  Gestirn  über  dem  Horizonte  steht,  so  erscheint  es 
in  einem  bestimmten  Horizontalkreise  wegen  der  Refraction  eben- 
falls in  einem  andern  Azimute,  als  es  ohne  Refraction  beim  Durch- 
gange durch  denselben  haben  würde.  Aber  der  wahre  und  der 
scheinbare,  mit  Refraction  behaftete.  Ort  des  Gestirns  in  demselben 
Augenblicke  liegen  immer  in  demselben  Verticalkreise,  haben  also 
dasselbe  Azimut.  Dagegen  sind  der  Stundenwinkel  sowohl  als  die 
Declination  des  scheinbaren  Ortes  verschieden  von  denen  des  wahren, 
und  man  erhält  die  Aenderungen  dd  und  dt,  indem  man  die  allge- 
meinen Formeln  in  No.  6  des  ersten  Abschnitts  differenzirt,  sodafs 
man  <J,  t  und  z  oder  h  als  veränderlich  nimmt,  oder  indem  man 
die  Differentialformeln  in  No.  9  der  Einleitung  auf  den  hier  be- 
trachteten Fall  anwendet.    Man  erhält  so: 

dd  =  —  cospdz 

dt  =      — ^dg, 

cos  d 

Beim  Monde  muss  man  aufser  der  Refraction  auch  noch  auf 
die  Parallaxe  Rücksicht  nehmen,  die  die  Zenithdistanz  vergröfsert, 
also  den  Auf-  und  Untergang  beziehlich  verzögert  und  be- 
schleunigt. Die  Art  und  Weise  der  Berechnung  war  schon  in 
No.  20  des  ersten  Abschnitts  gegeben  und  soll  hier  noch  durch 
ein  Beispiel  erläutert  werden. 

Für  1861  Juli  15.  hat  man  die  folgenden  Declinationen  und 
Horizontalparallaxen  des  Mondes  für  Greenwicher  mittlere  Zeit: 

12* 
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i> 


Juli  15      Oh  — 150  32'.1  59'  13" 

12h  17   51 .5  ^  ^^'^  59  15 

16      Oh  19   55 .6  ^  59  14 

12h  21    42.0  ^  59  13 

Man  soll  die  Zeit  des  Untergangs  fiir  Greenwich  finden.  Nach 
den  in  No.  19  des  ersten  Abschnitts  gefundenen  mittleren  Zeiten 
der  oberen  und  unteren  Culmination  hat  man: 


Mondszeit 

Mittlere  Zeit 

Oh 

6h  16°».  7 

12h 

18   44  .2 

12h  27«n.5. 

Nimmt  man  nun  eine  genähert  e  Declination —  17^51'.  5  an,  so 
erhält  man,  da  ^  =  öl^  28'. 6  und  z  =  89^  35'. 8  ist,  t  =  4h  21°». 5 
und  die  zu  dieser  Mondzeit  gehörige  mittlere  Zeit  10h48™.  Inter- 
polirt  man  nun  für  diese  Zeit  die  Declination  des  Mondes ,  so  findet 
man  — 170  38'.  2,  und  wenn  man  damit  die  Rechnung  wiederholt, 
findet  man  den  Stundenwinkel  gleich  4  h  22™.  9,  also  die  mittlere 
Zeit  des  Untergangs  gleich  10  h  49  ".6. 

Ebenso  würde  man  dÄ^  berechnen.  Diese  Rechnung  giebt  die 
Zeiten  des  Auf-  und  Unterganges  des  Mittelpunktes  des  Mondes; 
wollte  man  die  Zeiten  für  die  Ränder  haben,  so  müsste  man 
z  =  900  -+.  35'  —  j?  zh  ^  nehmen,  wenn  d  den  Halbmesser  des  Mondes 
bezeichnet. 

15.  Aufser  der  Refraction  erzeugt  die  Wirkung  der  Atmosphäre 
auf  das  Licht  noch  die  Dämmerung.  Da  nämlich  die  Sonne  für  die 
höheren  Schichten  der  Atmosphäre  später  untergeht  als  für  einen 
Beobachter  an  der  Oberfläche  der  Erde,  so  werden  diese  Schichten 
noch  nach  dem  Untergange  der  Sonne  erleuchtet  und  das  von  ihnen 
reflectirte  Licht  bewirkt  die  Dämmerung.  Nach  den  Beobachtungen 
hört  die  Sonne  auf,  Theiie  des  über  dem  Horizonte  befindlichen 
Abschnitts  der  Atmosphäre  zu  erleuchten,  wenn  sie  etwa  18^  unter 
dem  Horizonte  ist.  Der  Augenblick,  wenn  die  Sonne  die  Zenith- 
distanz  108^  erreicht,  ist  daher  der  Anfang  oder  das  Ende  der 
astronomischen  Dämmerung,  während  der  Anfang  oder  das  Ende 
der  bürgerlichen  Dämmerung  schon  bei  einer  Tiefe  der  Sonne  von 
6^  Graden  unter  dem  Horizonte  eintritt. 

Bezeichnet  man  die  Zenithdistanz  der  Sonne  beim  Anfange  oder 
Ende  der  Dämmerung  mit  90^  4-  c,  mit  ^0  den  Stundenwinkel  beim 
Auf-  und  Untergange  und  mit  r  die  Dauer  der  Dämmerung,  so  ist: 

—  sin  c  =  sin  jp  sin  ^  +  cos  ^  cos  d  cos  (fo  4-  t)        * 


J 
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also: 


,^    ,     .  sin  «p  sm  <J  +  sin  c 

cos(to  +  r)  == 

cos  ^  cos  a 


oder,  wenn  J=  90®  —  f  -h  <J  ist 


sin  i  (fo  +  r)  =  P^i^±S^iSH^ , 

COS  j?  cos  <J 

woraus  man  r  finden  kann,  wenn  ^o  berechnet  ist. 

Nennt  man  Z^  den  Punkt  der  scheinbaren  Hünmelskugel,  wel- 
cher zur  Zeit  des  Sonnenuntergangs  im  Zenith  war,  Z  denjenigen 
der    beim  Ende    der  Dämmerung   im  Zenith   ist,    so    ist   in   dem 
Dreiecke  zwischen  diesen  beiden  Punkten  und  dem  Pole  der  Winkel 
am  Pole  gleich  r  und  man  hat: 

cos  ZZ  =  sin  ^'  +  COS  ^*  cos  t. 

Da  aber  in  dem  Dreiecke  zwischen  diesen  beiden  Punkten  und 
der  Sonne  S,  ZS  =  90  H-  c,  Z  S=  90®  ist,  so  ist  auch,  wenn  man 
den  Winkel  an  der  Sonne  mit  S  bezeichnet: 

cos  ZZ  =^  cos  c  cos  S 

und  man  erhält: 

.    ,    «      1  —  cos  c .  cos  Ä 

sm  i  T^  = ^ 5 , 

2  cos  ^* 

wo  man  leicht  sieht,  dafs  S  der  Unterschied  der  parallactischen 
Winkel  zur  Zeit  des  Sonnenuntergangs  und  beim  Ende  der  Däm- 
merung ist.  Die  Gleichung  zeigt,  dafs  r  ein  Minimum  ist,  wenn 
der  Winkel  8  gleich  Null  ist,  sodafs  beim  Ende  der  Dämmerung 
der  Punkt,  welcher  beim  Sonnenuntergänge  im  Zenith  war,  im 
Verticalkreise  der  Sonne  liegt.  Die  beiden  parallactischen  Winkel 
sind  also  dann  einander  gleich. 

Die  Dauer  der  kürzesten  Dämmerung  ist  daher  gegeben  durch 
die  Gleichung: 

sin^c 


und  da: 


sin  -i  T  =  , 

cos  f> 


sm  a>  ,       sm  «p  -|-  sm  c  sm  d 

cosü  = ^,  cos©  = r- — , 

cos  ^  cos  c  cos  tf 


so  folgt: 

sin  ^  =  —  tang  \  c  sin  9?, 

aus  welcher  Gleichung  man  die  Declination  der  Sonne  findet,  bei 
welcher  ^e  kürzeste  Dämmerung  eintritt. 
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Bezeichnet  man  die  Azimute  der  Sonne  zur  Zeit  des  Untergangs 
und  für  die  Zenithdistanz  90^  -h  c  mit  A  und  A\  so  hat  man : 

cos  y/  sin  -ä  =  cos  <J  sin  2) 
cos  ^  sin  -4'  =  cos  d  sin2>', 

daher  für  den  Fall  der  kürzesten  Dämmerung  sin  A  =  sin  A\  die 
beiden  Azimute  ergänzen  dann  also  einander  zu  180^. 
Aus  den  beiden  Gleichungen: 

—  sin  c  =  sin  ^  sin  ^  +  cos  ^  cos  d  cos  (<ö  H-  t) 

und 

0  =  sin  ^  sin  ^  +  cos  ^  cos  d  cos  *o 

folgt  auch  noch: 

'    u    X    ^    \   '    A  cos^c     sin^c 

sm  (^0  +  -J  t)  sm  i  T  =  — ~r  •  — ^— , 

cos  (J       cos  ^ 

also  für  den  Fall  der  kürzesten  Dämmerung: 

sm  (^0  +  i  t)  =  — V  ' 

cos  <J 

Ninamt  man  c=18^  an,  so  wird  für  die  Polhöhe  ^  =  81°, 
sin  ^  T  =  1  und  die  Dauer  der  kürzesten  Dämmerung  für  diese 
Breite  wäre  also  12  Stunden.  Dies  ereignet  sich,  wenn  die  Decli- 
nation  der  Sonne  —  9^  ist,  die  Sonne  ist  dann  also  im  Mittage  im 
Horizonte  und  um  Mitternacht  18^  unter  demselben.  Indessen  kann 
man  nicht  mehr  von  einer  kürzesten  Dämmerung  im  obigen  Sinne 
sprechen,  da  diese  Declination  die  einzige  ist,  bei  der  die  beiden 
Bedingungen,  dafs  die  Sonne  auf-  und  untergeht  und  eine  Tiefe 
von  18  Graden  unter  dem  Horizonte  erreicht,  erfüllt  werden,  indem 
bei  noch  südlicheren  Declinationen  die  Sonne  nicht  mehr  aufgeht, 
dagegen  bei  mehr  nördlichen  Declinationen  nie  die  Tiefe  von  18^ 
erreicht. 

Für  noch  gröfsere  Breiten  giebt  es  keinen  Fall,  wo  man  von 
einer  kürzesten  Dämmerung  im  obigen  Sinne  sprechen  kann  und 
die  Formel  für  sin^r  wird  immer  unmöglich. 


Anm.  üeber  die  Refraction  vergleiche  man:  Laplace,  Mecanique 
Celeste,  Livre  X.  —  Bessel,  Fundamenta  astronomiae,  pag.  26  et  seq.  — 
Ivory  in  Philosophical  Transactions  für  1823  und  1838.  —  Bruhns  hat 
in  seiner  Schrift:    „Die  astronomische  Strahlenbrechung"    eine   Zusammen- 
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Stellung  aller  Theorien  gegeben.  —  Vergl.  auch:  Gylden,  Unteranchnngen 
über  die  Constitution  der  Atmosphäre  und  Strahlenbrechung  in  derselben. 
Mem-  de  PAcad.  de  St.  Petersbourg,  Serie  YII,  Tome  X. 


in.   Die  Aberration. 


Fig.  5. 


i^ 


16.  Da  die  Geschwindigkeit  der  Erde  in  ihrer  jährlichen  Bahn 
um  die  Sonne  zur  Geschwindigkeit  des  Lichts  ein  angebbares  Ver- 
hältnifs  hat,  so  erblickt  man  die  Sterne  von  der  sich  bewegenden 
Erde  aus  nicht  in  der  Richtung,  in  welcher  dieselben  wirklich 
stehen,  sondern  sieht  dieselben  immer  um  einen  kleinen  Winkel 
nach  deijenigen  Richtung,  nach  welcher  sich  die  Erde  hin  bewegt, 
vorgerückt.  Man  unterscheide  zwei  Zeitmomente  t  und  t\  in  denen 
der  Lichtstrahl,  von  einem  im  Räume  unbeweglichen  Gestirne 
(Fixsterne)  kommend,  nach  einander  das  Objectiv  und  Ocular 
eines  Fernrohrs  (oder  die  Linse  und  die  Netzhaut  unseres  Auges) 
trifft.     Die  Oerter  des  Objectivs  und  Oculars  im  Räume,  zur  Zeit  t 

seien  a  und  &,  zur  Zeit  f  dagegen  a'  und  V. 
Fig.  f).  Dann  ist  die  wahre  Richtung  des  Licht- 
strahls im  Räume  die  Richtung  der  Geraden  ah\ 
dagegen  ist  die  Richtung  a  h  oder  auch  a'  h\  da 
diese  wegen  der  unendlichen  Entfernung  der 
Fixsterne  ah  parallel  ist,  die  Richtung  des 
scheinbaren  Ortes,  welchen  man  beobachtet. 
Der  Unterschied  zwischen  den  Richtungen  h'  a 
und  ha  heifst  die  jährliche  Aberration  der 
Fixsterne. 

Es  seien  nun  x^  y^  z  die  rechtwinkligen 
Coordinaten  des  Oculars  b  zur  Zeit  t,  bezogen 
auf  irgend  einen  unbeweglichen  Punkt  im 
Räume;  dann  werden 

*''      »  die  Coordinaten  des  Oculars  zur  Zeit  t'  sein, 

da  man  in  der  kleinen  Zwischenzeit  f  —  t  die 
Bewegung  der  Erde  als  linear  betrachten  kann.  Die  Coordinaten 
des  Objectivs   gegen  das  Ocular  seien  ^,  ly,  C;    dann  sind  die- Co- 
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ordinaten  des  Objectivs  zur  Zeit  t,  wo  das  Licht  in  dasselbe  eintritt, 

Nimmt  man  nun  als  Ebene*  der  Xy  y  die  Ebene  des  Aequators, 
die  beiden  andern  Ebenen  senkrecht  darauf  an  und  zwar  so,  dafs 
die  Ebene  der  o?,  z  durch  die  Aequinoctialpunkte ,  die  der  y,  z 
durch  die  Solstitialpunkte  geht,  bezeichnet  man  femer  die  Rect- 
ascension  und  Declination  desjenigen  Punktes,  in  welchem  die 
wahre  Richtung  des  Lichtstrahls  die  scheinbare  Himmelskugel 
trifft,  mit  a  und  ^  und  mit  >  die  Geschwindigkeit  des  Lichts,  so 
wird  dasselbe  in  der  Zeit  f  —  t  einen  Weg  durchlaufen,  dessen 
Projectionen  auf  die  drei  Coordinatenaxen 

fi  (f  —  t)  cos  <J  cos  a,  fi  (t*  —  t)  cos  d sin  a,  fi  {t'  —  t)  sin  <J 

sind.  Nennt  man  ferner  die  Länge  des  Fernrohrs  l  und  die  Rect- 
ascension  und  Declination  desjenigen  Punktes,  in  welchem  die 
scheinbare  Richtung  des  Lichtstrahls  die  Himmelskugel  trifft, 
a'  und  ^^  so  sind  die  scheinbaren  Coordinaten  des  Objectivs  gegen 
das  Ocular,  welche  man  beobachtet: 

^  =lcosd'  cos  a\  iij  =  l cos  d*  sin  a',  ^=1  sin d*. 

Die  wahre  Richtung  des  Lichtstrahls  wird  nun  gegeben  durch 
die  Coordinaten  des  Objectivs  zur  Zeit  t: 

?cos  ^' cos  a' 4-aJ, 
Zcos  <J'  sin  a'  +  y, 

und  durch  die  Coordinaten  des  Oculars  zur  Zeit  f: 

y  +  ti*'-*). 

Man  erhält  daher  die  folgenden  Gleichungen,  wenn  man  -j — : 

mit  L  bezeichnet: 

dx 


ß  cos  ^  cos  a  =  ü  cos  ^'  cos  a'  — 
ß  cos  d  %ma=^  It  cos  <?'  sin a'  — 
;t£  sin  (J  =  X  sin  ^'  — 


dy 
dz 


dt' 
Aus  diesen  Gleichungen  findet  man  leicht 


J 
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oder: 


—  cos  <r  cos  (a  —  a)  =  cos  <y  H {  -^  sin  a  +  t-;  cos  a  1 , 

ß  ß  i  dt  dt  )^ 

—  cos  a  sm  (a  —  a)  =  —  {  -3^  cos  a  —  ^r  sin  a  > , 
ft  ß   K  at  dt  ß 

1         ./  %  dx  .       \ 

—  sec  <y  <  ^  cos  a  —  ^-r  sm  a  > 

,       /  ,        V  u  \  at  dt  } 

tang  {a'  —  a)  = 


1  (  dy  dx  \ 

1  H sec  <J  {   -3^  sin  a  +  ^-  cos  a  > 

ß  \  dt  dt  ß 

Eine  ganz  ähnliche  Gleichung  erhält  man  für  tang  (^  —  e>). 
Entwickelt  man  beide  Gleichungen  in  Reihen,  indem  man  Formel  (14) 
in  No.  11  der  Einleitung  anwendet,  so  erhält  man,  wenn  man  in  der 
Formel  för  tang  (^  —  d)  'anstatt  tang  ^  (a  —  o)  den  aus  «'  —  a  her- 
geleiteten Werth  substituirt,  bis  zu  den  Gliedern  der  zweiten  Ordnung 
inclusive : 

1   / dx  dy  \ 

a  —  a  = {  -^rsma  —  -^  cos  a  >  sec  eJ 

ß  \  dt  dt  ) 

1   ( dx  dy  \    ( dx  dy  \ 

d^  —  d  = <  -T-  sin  <J  COS  a  4-  -3^  sin  ^  sin  a  —  3-:  cos  <>  }  (ä) 

ß  \  dt  dt  dt  ß 

l    ( dx  dy  \^ 

1   ( dx  dy  dz   .    .\ 

H 5  i  ^::  cos  <J  cos  a  4-  -5^  cos  «t  sin  ez  4-  -r:  sin  o  ) 

ß^K  dt  dt  dt  ) 

{dx  dy  dz        .\ 

-T^  sin  <?  cos  a  +  -:;^  sin  eJ  sin  a  —  3-  cos  a  )  • 
dt  dt  dt  ß 

Denkt  man  sich  nun  den  Ort  der  Erde  durch  Coordinaten  a?,  y 
in  der  Ebene  der  Ecliptic  auf  den  Mittelpunkt  der  Sonne  bezogen 
und  nimmt  die  Linie  vom  Mittelpunkte  der  Sonne  nach  dem 
Frühlings-Tag-  und  Nachtgleichen-Punkte  als  positive  Seite  der 
Axe  der  a?,  die  positive  Axe  der  y  senkrecht  darauf  nach  dem 
Colure  der  Sommersonnenwende  gerichtet,  so  ist,  wenn  man  die 
Länge  der  Sonne  von  der  Erde  aus  gesehen  mit  ©,  ihre  Entfer- 
nung von  der  Erde  mit  R  bezeichnet:*) 

X  =  — 12  cos  ©, 
y  =  —  E  sin  0, 

Bezieht  man  die  Coordinaten  auf  die  Ebene  des  Aequators, 
indem   man   als  Axe  der  x  die  Linie  nach  dem  Frühlingspunkte 

*)  Da  die  Länge  der  Erde  von  der  Sonne  aus  gesehen  180°  4-  ©  ist. 
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beibehält  und  die  Coordinatenaxe  der  z  in  der  Ebene  der  yz  um 
den  Winkel  «,  gleich  der  Schiefe  der  Ecliptic,  gedreht  denkt,  so 

erhält  man: 

o;  =  —  E  cos  ©, 

y  =  —  B  sin  ©  cos  e, 

z  =  —  J?  sin  0  sin  e, 

und  daraus,  weil  nach  den  Formeln  in  No.  14  des  ersten  Abschnitts 
die  Länge  der  Sonne  Qr=v-^  tz^  d.  h.  gleich  der  wahren  Anomalie 
plus  der  Länge  des  Perihels  ist: 

dy  .    ^  dB       T>       ^         dv 

-^  =  —  sm  ©  cos  e  -^-r  —  Je  cos  ©  cos  e  -rz 

dt  ^  dt  ^  dt  ^ 

de  .    ^  .       dB       ^       ^   .      dv 

-ji  =  —  sin  0  sm  e  -3—  —  xt  cos  0  sm  e  -rr  . 
at  dt  dt 

Nach    den    Formeln    in    No.    14    des    ersten    Abschnitts   ist 

aber  auch: 

^^^oc^^^  und  di^dE==^dM 
sC  Xi 

so  ist: 

dv a^cos^  dM 

di'~      B'^  ~dt  ' 

2 

Ferner  folgt  aus  der  Gleichung  B  ==  yt — ^~~  ^^  Verbindung 
mit  der  vorigen: 


dB  dM 

—  =  atang^smv  — 


und  damit  wird: 


dx         a    dM  f  .    ^  a  cos  c>^       .  ^ 

= <(sm0  — = smfpsmvcos0> 

dt       cos^  dt  [      ^      B  ^  ^ 


mithin,  wenn  man  bedenkt,  dafs:  C 

acos  ^^      ^   ,     .  ,^  ^y  /"    J   J 

— ^-^—  =  1  -I-  sm  ^  cos  V  und  ©  —  v  =  tt,  '  5^  "^       ^  '•  v 

dx         a    dM        ^^   .         .      T  .s^m\^\^ 

-TT  = TT  Lsm  0  +  sm  c»  sm  ttJ  ^  o         ^^     y      j 

dt       cosf)  dt  ^  '  ^    /^     V' 

-  dy  a  dM  j.      ^  ,     .  ^  ^,,x  \ 

und  ^  == cos  e  -TT  Leos  0  +  sm  c>  cos  ttj  (0) 

ac  cos  ^  dt 

dz  CL  dM  -       _. 

-TT  = sin  £  -3-  [cos  0  +  sin  «9  cos  wl. 

a^  cos  99  a*         ^-^  '^ 

Substituirt  man  diese  Ausdrücke  in  die  Formeln  (a),  so  geben 
die    Constanten,   von  n  abhängigen  Glieder  in  den  Ausdrücken  för 
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die  Aberration  in  a  und  d  ebenfalls  constante  Glieder,  die  sich  mit 
den  mittleren  Oertem  der  Sterne  verbinden  werden  und  deshalb 
nnberacksichtigt  bleiben  können.  Führt  man  dann  noch  statt  ß  die 
Anzahl  A:  von  Zeitsecunden  ein,  welche  das  Licht  brancht,  um  die 
halbe  grofse  Axe  der  Erdbahn  zu  durchlaufen,  so  dafs: 

J-  =  A 

so  findet  man,  wenn  man  nur  die  Glieder  erster  Ordnung  bei- 
behält: 

a!  —  a  = 5—  [cos  ©  cos  e  cos  a  +  sin  ©  sin  a]  sec  d 

cos^e^-Ot  v^         j 

"k    dM 

&  —  ^  =  H TT  [cos  ©  (sin  a  sin  d  cos  e — cos  «Jsin  e)  —  cos  a  sin  d  sin©]. 

cosf)  d%        ^^ 

Die  Constante 57  wird  die  Constante  der  Aberration  ge- 

cos^  dt  ° 

nannt,  und  da  -rr  gleich  der  mittleren  siderischen  Bewegung  der 

Sonne  in  einer  Zeitsecunde,  der  bei  k  zu  Grunde  liegenden  Einheit, 
ist,  so  könnte  man  dieselbe  berechnen,  wenn  die  Zeit,  in  welcher, 
das  Licht  die  halbe  grofse  Axe  der  Erdbahn  durchläuft,  bekannt 
wäre.  Delambre  hatte  diese  Zeit  aus  den  Verfinsterungen  der 
Jupitertrabanten  bestimmt  und  damit  für  die  Constante  der  Aber- 
ration 20"  .  255  erhalten.  Struve  hat  aber  später  diese  Constante 
aus   den  Beobachtungen  der  scheinbaren  Oerter  der  Fixsterne   zu 

dM     59' 8"  19 
20".4451  bestimmt,  womit  umgekehrt,  da  -^=   ogiQQ  =0.0410670 

und  log  cos  f»  =  9.999939  ist,  für  die  Zeit,  in  welcher  das  Licht 
die  halbe  grofse  Axe  der  Erdbahn  durchläuft,  497*.  78  gefunden 
wird.*) 

Man  hat  daher  für   die  jährliche  Aberration  der  Fixsterne  in 
Rectascension  und  Declination  die  Formeln : 

a  —  a  =  —  20".  4451  [cos  ©  cos  £  cos  a  -|-  sin  ©  sin  a]  sec  d 
d>  —  d=  +  20". 4451  cos  ©  [sin  a  sin  <J cos  £  —  cos  d  sin  e]  {A) 

—  20".  445 1  sin  ©  cos  a  sin  d. 
Die  Glieder  zweiter  Ordnung  sind  so  unbedeutend,  dafs  sie  fast 
immer  vernachlässigt  werden  können.    Für  die  Rectascension  werden 
diese  Glieder,  wenn  man  in  das  zweite  Glied  der  Formeln  (a),  die 
Werthe  der  Differentialquotienten  (&)  einfuhr : 


*)  Nach  Hansen  ist  die  Länge  des  siderischen  Jahres  gleich  365  Tagen 
6  Stunden  9  Minuten  und  9,35  Secunden  oder  gleich  365.2563582  Tagen, 
mithin  die  mittlere  tägliche  siderische  Bewegung  der  Sonne  gleich  59' 8".  193. 
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—  ±  -^  (^Y  8ec«J'»[cos2©  sin 2a  (l+cose*)  — 2  sin  2©  cos 2a cos e], 
*  cos^'*  V  dt  J 

wo  das  kleine  in  sin  2  a  sin  e^  multiplicirte  Glied  vernachlässigt  ist. 
Man  erhält  nämlich  abgesehen  von  dem  constanten  Factor: 

2  sin  2a  [cos©'  cos  e'  —  sin©^  —  2  sin  2©  cos  e [cos  a^  —  sin  a^, 

woraus  leicht  der  obige  Ausdruck  folgt.    Substituirt  man  die  nume- 
rischen Werthe  und  nimmt  e  =  23^28',  so  erhält  man: 

—  0".  0009329  sec  d^  sin  2  a  cos  2©  ,. 

H-  0".  0009295  sec  d^  cos  2  a  sin  2©  ^^^* 

Diese  Glieder  geben  erst  für  Sterne,  deren  Declination  85^® 
beträgt,  yJtt  Zeitsecunde,  sie  können  daher  aufser  bei  den  Polar- 
sternen inmier  vernachlässigt  werden. 

Für  die  Declination  geben  die  Glieder  zweiter  Ordnung, 
wenn  man  die  Glieder  vernachlässigt,  die  nicht  in  tang  ä  mul- 
tiplicirt  sind: 

—  i  -^  r^  Vtang  d  [cos  2©  (cos  2a  (l-h  cos  e^  —  sin  e») 


2  sin  2©  sin  2a  cos  e], 

indem  das  in  tang^  multiplicirte  Glied,  abgesehen  von  dem  con- 
stanten Factor, 

sin  ©^  sin  a^  -\r  cos  ©^  cos  e^  cos  a^  -h  -J  sin  2©  sin  2  a  cos  e 

ist,  woraus  sich  der  obige  Ausdruck  findet,  wenn  man  die  Quadrate 
der  Sinus  und  Cosinus  der  Winkel  durch  die  Sinus  oder  Cosinus  der 
doppelten  Winkel  ausdrückt  und  die  constanten  Glieder  1  4-  cos  e^ 
und  das  Glied  cos  2  a  sin  e^  vernachlässigt.  Substituirt  man  wieder 
die  numerischen  Werthe,  so  erhält  man: 

[0".0000402  —  0". 0004665  cos  2o]  tang  d  cos  2© 


—  0".  0004648  tang  <J  sin  2  a  sin  2©  ^* 

und    auch    diese  Glieder   erreichen  für  kleinere  Declinationen  als 
87^6'  noch  nicht  -^^  einer  Bogensecunde  und  werden  daher  nur 
bei  den  Polarsternen  berücksichtigt. 
)  Die  Formeln  {Ä)  für  die  Aberration   setzen   voraus,   dafs   die 

Gröfsen  a,  d  und  ©  auf  das  scheinbare  Aequinoctium  bezogen  sind 
und  dafs  e  die  scheinbare  Schiefe  der  Ecliptic  ist.  Bei  der  Berech- 
nung der  Aberration  eines  Sterns  für  einen  längeren  Zeitraum  ist 
es  aber  bequem,  die  Nutation  zu  vernachlässigen  und  a,  d  und  0 
auf  das  mittlere  Aequinoctium  zu  beziehen,  sowie  für  e  die  mittlere 
Schiefe  zu  nehmen.  Dann  mufs  man  aber  die  daraus  entstehenden 
Fehler   berechnen   und    die  gefundenen  Werthe  für  die  Aberration 
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danach  verbessern.  Man  findet  deren  Ausdrücke,  wenn  man  die 
Formeln  (Ä)  nach  o,  <J,  0  und  e  differenzirt  und  rf«,  di  dQ) 
und  de  gleich  der  Nutation  far  diese  Gröfsen  nimmt.  Natürlich 
braucht  man  aber  nur  die  gröfsten  Glieder  der  Nutation  mitzu- 
nehmen und  wenn  man  in  der  Correction  für  die  Rectascension 
alle  Glieder  vernachlässigt,  die  nicht  in  sec  ^ .  taug  <J  und  in  der 
für  die  Declination  alle  Glieder,  die  nicht  in  sin  ^ .  taug  d  mul- 
tiplicirt  sind,  so  sieht  man  leicht,  dafs  die  Aenderungen  dQ  und  de 
keine  merklichen  Glieder  erzeugen  und  dafs  man  nur  mitzuneh- 
men hat: 

da  =  —  [6".867  sin ft  sin  a  -f-  9".223  cos  fl  cos  a]  tang  <T. 
dd  =  —  [6". 867  sin H.  cos  a  -h  9". 223  cos  (\  sina]. 

Setzt  man  hier  der  Kürze  wegen  6".  867  =  b  und  9".  223  =  a,  so 
findet  man,  wenn  man  diese  Gröfsen  in  die  Differentialgleichungen 
von  (Ä)  einsetzt: 

«'— a=  tang  <J  sec  (J 10", 2225  [  —  (6+acose)sin2acos(©-|-(\)^ 

J  -{-(6cose-ha)cos2asin(©H-nj 

1-1- (6 — acose)sin2acos(©  —  QJ 
—  (ftcose  —  d)  cos  2  a  sin(©  —  f\) 

(>'— (j  =  tang(Jsin<J5".  1112  r  — (&-^acose)cos2acos(©-f-^t) 

I  —  (6cose-|-a)  sin2asin(©+(\) 
J  -f-(ft  —  a  cos  e)  cos  2  a  cos  (©  —  (\) 
4-(5cose  — a)  sin 2 a sin (©  —  n_) 

H- (& — a  cos  e)  cos  (©  4- rt) 
—  (&+acose)cos(©— rO 

und,  wenn  man  dje  numerischen  Werthe  einsetzt: 

a'  —  a  =  tang  cJ  sec  <J .  f  —  0".0007597  sin  2a  cos  (©H-fL)  1 


j  -f-0".0O07693cos2asin  (©4-rO  l 
]  —  0".O0O0790sin2acos  (©— fO  ( 
l  +0".0001449cos2asin  (©— fL)  i 


d*  —  <J  =  tang  dsind . 


(e) 


—  0".0003798  cos  2a  cos  (©+03  1 

—  0".0O03847  sin  2a  sin  (©+(1) 

—  O".O0O0395  cos  2a  cos  (©— fÜ 

—  0".0000725  sin  2a  sin  (©— fL) 

—  0".0000395cos  (©+fD 

—  0".0003798cos  (©— fO 
So    lange  die  Declination   kleiner  als   85^^   ist,    wird  a  — a 

kleiner  als  ^Jir  Zeitsecunde,  und  (?'— <J  wird  erst  gleich  y^  Bogen- 
secunde  für  die  Declination  85^6'.  Auch  diese  Glieder  sind  daher 
wie  die  durch  (c)  und  (d)  gegebenen  aufser  bei  den  Polarsternen 
zu  vernachlässigen. 
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Die  Gleichungen  für  die  Aberration  werden  viel  einfacher, 
wenn  man  statt  des  Aequators  die  Ecliptic  zur  Grundebene  nimmt. 
Mit  Vernachlässigung  der  constanten  Glieder  wird  nämlich  dann: 

dx       ,      a      .   ^dM 

jT  =  "• Sin  0  -r-, 

dt  cosfj  dt 

dy  a  ^^  dM 

dt  cos  99  dt 

de 

—  =  0 
dt      ^' 

Substituirt  man  diese  Ausdrücke  in  die  Formeln  (a)  und  setzt 
^  und  ß  an  die  Stelle  von  a  und  ^,  so  erhält  man  für  die  jährliche 
Aberration  .der  Fixsterne  in  Länge  und  Breite: 

X''-X  =  —  20".4451  cos  (>l— ©)  sec  /?,        ^. 
/?'  —  /?=  -h  20".4451  sin  {X — ©)  sin  ß,        ^  .^ 

Formeln,  die  nicht  geändert  werden,  wenn  man  das  mittlere  Aequi- 
noctium  statt  des  scheinbaren  bei  X  und  ©  anwendet.  Femer  findet 
man  für  die  Glieder  zweiter  Ordnung: 

in  Länge:    =  +  O".001O133  sin  2  (Q—X)  sec  ß\ 
in  Breite :     =  —  O".0OO5067  cos  2  (©— >l)  tang  ß, 

wo  der  Coefficient  0.0010133  gleich  ^  .  ^^206265^^'  ^®^- 

Beispiel.    Für  den  ersten  April  1849  hat  man  für  Arcturus: 

«=14^8«^  48»  =2120  12'.  0,  <J  =  H-19o  18'.1,  ©  =  110  37'.2 
£  =  230  27'. 4. 

Damit  findet  man: 


und  da: 


auch: 


a'  — a  =  -hl8".88, 
d'  —  d=—    9".  65, 


>l  =  2020  8',  /?  =  +  300  50', 

X'  —  A  =  4-23".  41, 
ß'  —  ß  =  —    1".91. 


17.  Um  die  Berechnung  der  Aberration  in  Rectascension  und 
Declination,  die  nach  den  eben  gegebenen  Formeln  etwas  unbequem 
ist,  zu  vereinfachen,  hat  man  Tafeln  entworfen.  Die  bequemsten 
sind  die  von  Gaufs  gegebenen.     Gaufs  setzt: 

20".  445  sin  ©  =  a  sin  (©  +  -4), 
20".  445  cos  ©  cos  e  =  a  cos  (©  +  Ä), 
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tmd  erhält  dann  einfach: 

a'  —  a  =  —  a  sec  ^  cos  (©  -i-A  —  a), 

<J'  —  <J  =  —  a  sin  <J  sin  (0  -h  -4  —  a)  —  20".  445  cos  ©  cos  d  sin  e 
=  —  a  sin  eJ  sin  (0  H-  u4  —  a)  —  10".  222  sin  e  cos  (0  -f-  d) 
—  10".  222  sin  e  cos  (0  —  eJ). 

Hiernach  sind  nun  die  Tafeln  entworfen.  Die  erste  Tafel 
giebt  Ä  und  log  a  mit  dem  Argumente  der  Länge  der  Sonne,  wo- 
durch man  die  Aberration  in  Rectascension  und  den  ersten  Theil 
der  Aberration  in  Declination  erhält.  Den  zweiten  und  dritten 
Theil  findet  man  dann  aus  der  zweiten  Tafel,  in  welche  man  mit 
den  Argumenten  04-^  und  0  —  <J  eingeht.  Diese  Tafeln  wurden 
zuerst  von  Gaufs  in  der  monatlichen  Correspondenz  Band  XVII 
pag.  312  gegeben.  Die  dort  gebrauchte  Constante  ist  die  ältere 
20".  255.  Später  wurden  dieselben  von  Nicolai  mit  der  Constante 
20".  4451  neu  berechnet  und  in  der  Warnstorffschen  Sammlung 
von  Hülfstafeln  abgedruckt. 

Für  das  vorige  Beispiel  erhält  man  aus  letzteren  Tafeln: 

u4  =  lo  r,  log  a=  1.2748 
und  damit: 

a'  —  a  =  -h  18".  88 

und  für  den  ersten  Theil  der  Aberration  in  Declination  —  2".  15. 
Den  zweiten  und  dritten  Theil  findet  man  gleich  —  3".  47  und 
—  4".  03,  wenn  man  in  die  zweite  Tafel  mit  den  Argumenten 
310  35/  und  —  80  21'  eingeht.    Es  ist  also: 

d'  —  d=-  —  9".  65. 

18.  Das  Maximum  und  Minimum  der  Aberration  in  Länge 
findet  statt,  wenn  die  Länge  des  Sterns  gleich  der  der  Sonne  oder 
1800  gröfser  ist,  dagegen  trifft  das  Maximum  oder  Minimum  in  der 
Breite  ein,  wenn  der  Stern  der  Sonne  90^  vorausgeht  oder  ihr  um 
eben  so  viel  folgt.  Ganz  analog  den  Formeln  für  die  jährliche 
Aberration  sind  die  Formeln  für  die  jährliche  Parallaxe  der  Fix- 
sterne (d.  h.  für  den  Winkel,  welchen  die  Richtungen  von  den 
Mittelpunkten  der  Sonne  und  der  Erde  nach  dem  Fixsterne  mit 
einander  bilden),  nur  dafs  dort  die  Maxima  und  Minima  auf  andre 
Zeiten  treffen.  Ist  nämlich  A  die  Entfernung  des  Fixsterns  von 
der  Sonne,  ^  und  ß  seine  von  der  Sonne  aus  gesehene  Länge 
und  Breite,  so  sind  die  Coordinaten  des  Sterns  in  Bezug  auf  die 
Sonne : 

05  =  A  cos  y9  cos  ^  3/  =  A  cos  /?  sin  >l,  z  =  /^  sin  ß. 
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Die  Coordinaten  des  Sterns  in  Bezug  auf  die  Erde  sind  aber: 

x'  =  A'  cos  ß"  cos  X\  y'  =  ^'  cos  ß*  sin  i',  «'  =  ^'  sin  ß' 

und  da  die  Coordinaten  der  Sonne  in  Bezug  auf  die  Erde: 

X  =  E  cos  0  und  r  =  E  sin  © 

sind,  wo  die  halbe  grofse  Axe  der  Erde  =  1  genommen  ist,  so 
hat  man: 

A'  cos  ß'  cos  A'  =  A  cos  ß  cos  X  -h  B  cos  0 
A'  cos  ß'  sin  X'  =  £i  cos  ß  sin  X  -{-  B  sin  0 
A'  sin  /?'  ^  A  sin  ß. 

Daraus  erhält  man  leicht: 

X'  —  X  =  -'^,  sin  (X  -  0)  sec  ß .  206265, 

/?'  —  /?  =  —  ^,  cos  (X  —  0)  sin  yJ  .206265. 

oder  da  —,  206265  gleich  der  jährlichen  Parallaxe  n  ist: 

X'  —  X  —  —  ttB  sin  (X  —  0)  sec  ß  .^ 

/?'-/?  =  -  ttB  cos  (X  -  0)  sin  /9.  ^^ 

Die  Formeln  sind  also  ganz  ähnlich  wie  die  für  die  Aberration, 
nur  findet  das  Maximum  und  Minimum  der  Parallaxe  in  Länge 
statt,  wenn  der  Stern  der  Sonne  90^  vorausgeht  oder  um  eben- 
soviel folgt;  dagegen  findet  das  Maximum  oder  Minimum  in  der 
Breite  statt,  wenn  die  Länge  des  Sterns  180®  gröfser  oder  gleich 
der  Länge  der  Sonne  ist. 

Für  die  Rectascension  und  Declination  hat  man  die  Glei- 
chungen: 

A'  cos  d'  cos  a'  =  A  cos  ^  cos  a  -\-  B  cos  0 
A'  cos  &  sin  a'  =  A  cos  <J  sin  a  4-  Ä  sin  0  cos  e 
A'  sin  (J'  =  A  sin  ^  -4-  i2  sin  0  sin  e, 

woraus  man  dann  ähnlich  wie  bei  der  Aberration  findet: 
a'  —  a  =  —  TtB  [cos  0  sin  a  —  sin  0  cos  e  cos  a]  sec  ^ 
S'  —  cJ  =  —  TtB  [cos  e  sin  a  sin  rf  —  sin  e  cos  ^]  sin  0  (J>) 

—  nB  cos  0  sin  d  cos  a, 

19.  Die  tägliche  Bewegung  der  Erde  um  ihre  Axe  bringt 
ebenso  wie  die  jährliche  Bewegung  um  die  Sonne  eine  Aberration 
hervor,  welche  die  tägliche  Aberration  genannt  wird.  Diese 
ist  indessen  viel  unbedeutender  als  die  jährliche  Aberration,  da  die 
Geschwindigkeit  der  Bewegung  der  Erde  um  ihre  Axe  sehr  viel 
kleiner  ist  als  die  Geschwindigkeit  der  Bewegung  in  der  jährlichen 
Bahn  um  die  Sonne. 
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Die  Goordinaten  eines  Ortes  auf  der  Oberfläche  der  Erde  in 
Bezug  auf  drei  auf  einander  senkrechte  Axen,  von  denen  die  eine 
mit  der  Rotationsaxe  zusammenfällt,  die  beiden  andern  in  der 
Ebene  des  Aequators  liegen  und  zwar  so ,  dafs  die  positive  Axe 
der  X  Tom  Mittelpunkte  nach  dem  Fruhlingspunkte,  die  positive 
Axe  der  y  nach  dem  neunzigsten  Grade  der  Rectascensionen  ge- 
richtet ist,  sind  nach  No.  2  dieses  Abschnitts: 

x  =  pcoa  ^'  cos  B, 
y==pcoa  ^'  sin  0, 
g  =  p  sin  f>'. 

Man  hat  also: 


dx 
dt 

z  » 

P 

cos 

?' 

sin 

8 

dS 
dt' 

dy_ 
dt 

=.+ 

P 

cos 

?' 

cos 

e. 

dB 
dt' 

dz 
dt 

0. 

Substünirt  man  diese  Werthe  in  die  Formeln  (ä)  in  No.  16,  so 
erhält  man  leicht  mit  Vernachlässigung  der  zweiten  Potenzen: 

a'  —  a  = 5-  p  cos  c'  cos  (0  —  a)  sec  et, 

ß  dt 

d*  —  ^  = r-  ö  cos  <p'  sin  (0  —  a)  sin  <J. 

fidf^ 

Bezeichnet  nun  T  die  Anzahl  der  Stemtage  in  einem  siderischen 
Jahre,  so  ist  also  die  durch  die  Umdrehung  der  Erde  entstehende 
Vinkelbewegung  eines  Punktes  derselben  Tmal  schneller  als  die 
Winkelbewegung  der  Erde  in  ihrer  Bahn,  sodafs: 

d^^^dM 
dt  dt' 

Hau  erhält  daher  als  Constante  der  täglichen  Aberration,  da: 

—  p  =  k  —  =  k8mn 
ß  ^         a 

ist,  wo  TT  die  Sonnenparallaxe  und  k  die  Anzahl  von  Zeitsecunden 
bezeichnet,  welche  das  Licht  braucht,  um  den  Halbmesser  der  Erd- 
bahn zu  durchlaufen: 


oder  da: 


-    dM    .        ^ 

* .  -5—  .  sin  TT .  i, 
at 


Ä.^=20".442,  7r  =  8''.5712  und  7=366.26  ist, 
at 


0".31l3. 

Brunn ow,  sphärische  Astronomie.    4.  Aufl.  X3 


194 

Setzt  man  noch  statt  der  verbesserten  Pölhöhe  ^'  einfach  die 
Polhöhe  ^,  so  erhält  man  also  für  die  tägliche  Aberration  in 
Rectascension  und  Declination: 

a'  —  a  =  0".31I3  cos  ^  cos  (9  —  «)  sec  ^,  .^ 

d*  — d  =  0'\SUS  cos  ^smis  —  a)  sind.  ^ 

Danach  ist  im  Meridian  die  tägliche  Aberration  der  Sterne  in 

Declination  Nnll,    während  sie  in  Rectascension  ihr  Maximum   er 

reicht,  nämlich: 

0".3113.cosf>sec<J. 

20.  Für  die  jährliche  Aberration  der  Fixsterne  in  Länge  und 
Breite  waren  vorher  die  Ausdrücke  gefunden: 

X'  —  X  =  —  kcos{X  —  ©)  See  /?, 
/S'  —  jS  =  +  Ä;  sin  (^  -  0)  sin  ß, 

wo  die  Constante  20".445  durch  k  bezeichnet  ist.  Denkt  man  sich 
nun  an  dem  mittleren  Orte  des  Sterns  eine  tangirende  Ebene  an 
der  scheinbaren  Himmelskugel  und  in  dieser  ein  rechtwinkliges 
Axenkreuz,  dessen  Axen  der  x  und  y  die  Durchschnittslinien  der 
Ebenen  des  Parallel-  und  des  Breitenkreises  mit  der  tangirenden 
Ebene  sind,  und  bezieht  nun  den  wahren  mit  der  Aberration  be- 
hafteten Ort  auf  den  mittleren  durch  die  Coordinaten: 

x  =  (X'  —  X)  cos ßnndy  =  ß'  —  ß *), 

so  erhält  man  leicht,  wenn  man  die  obigen  Gleichungen  quadrirt: 

yi  =  Ä^  sin  ß^  —  x^  sin  ß^. 

Dies  ist  aber  die  Gleichung  einer  Ellipse,  deren  halbe  grofse 
Axe  gleich  k,  deren  halbe  kleine  Axe  dagegen  k  sin  ß  ist.  Vermöge 
der  jährlichen  ^^berration  beschreiben  also  die  Fixsterne  Ellipsen 
um  ihren  mittleren  Ort,  deren  halbe  grofse  Axe  20". 445  und  deren 
halbe  kleine  Axe  das  Maximum  der  Aberration  in  Breite  ist.  Für 
Sterne,  welche  in  der  Ecliptic  stehen,  ist  ß  und  mithin  auch  die 
halbe  kleine  Axe  gleich  Null.  Solche  Sterne  beschreiben  also  im 
Laufe  eines  Jahres  eine  gerade  Linie,  indem  sie  sich  in  der  Ecliptic 
20".  445  von  dem  mittleren  Orte  nach  jeder  Seite  hin  entfernen. 
Für  einen  Stern,  welcher  im  Pole  der  Ecliptic  stände,  wäre  /9  =  90», 
mithin  die  halbe  kleine  Axe  gleich  der  halben  grofsen  Axe.  Ein 
solcher  Stern  würde  also  im  Laufe  eines  Jahres  um  seinen  mittleren 
Ort  einen  Kreis  von  20".  445  Halbmesser  beschreiben. 


*)  Indem  für  so  kleine  Entfernungen  vom  Anfangspimkte  die  tangirende 
£bene  mit  der  Eugeloberfläche  zusammenfallend  angesehen  werden  kann. 
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Um  den  jedesmaligen  Ort  des  Sterns  auf  der  Ellipse  zu  er- 
halten, denke  man  sich  in  der  Ebene  der  Ellipse  um  dasselbe 
Centrum  einen  Kreis  mit  der  grofsen  Axe  als  Durchmesser  be- 
schrieben. Dann  ist  klar,  dafs  ein  Radius  dieses  Kreises  ihn 
während  eines  Jahres  mit  gleichförmiger  Bewegung  durchlaufen 
mufs,  dergestalt,  dafs  er  mit  dem  westlichen  Theile  der  halben 
grofsen  Axe  zusammenfällt,  wenn  die  Länge  der  Sonne  gleich 
der  Länge  des  Sterns  ist,  dagegen  mit  dem  südlichen  Theile  der 
halben  kleinen  Axe,  wenn  die  Länge  der  Sonne  900  gröfser  als 
die  Länge  des  Sterns  ist.  Zieht  man  dann  für  irgend  eine  Zeit  den 
der  Länge  der  Sonne  entsprechenden  Radius  und  fällt  ein  Perpen- 
dikel von  dem  Endpunkte  des  Radius  auf  die  grofse  Axe,  so  ist 
der  Punkt,  wo  dieser  die  Ellipse  schneidet,  der  Ort  des  Sterns. 

Wenn  der  Stern  auch  eine  Parallaxe  tt  hat,  so  werden  die 
Ausdrucke  far  die  beiden  rechtwinkligen  Coordinaten: 

x  =  —  kcos{X  —  ©)  —  TT  sin  (X  —  0) 

y  s=  4-  Ä  sin  (^  —  ©)  sin  ^3  —  n  cos  (X  —  ©)  sin  ß 

oder,  wenn  man  setzt: 

h  =  acosA 

TT  =  a  sin  ^ 
rc  =  —  a  cos  W  —  ©  —  Ä) 
y  =  -f-  a  sin  y  —  ©  —  -4.)  sin  ß. 

Der  Stern  beschreibt  also  auch  dann  um  seinen  mittleren  Ort 
eine  Ellipse,  deren  halbe  grofse  Axe  yk^  -+■  ifi  und  deren  halbe 
kleine  Axe  sin  ß  V Ä*^  -f-  ^  ist. 

Ganz  Aehnliches  gilt  nun  auch  für  die  tägliche  Aberration. 
Vermöge  der  letzteren  beschreiben  die  Sterne  im  Laufe  eines  Stern - 
tages  Ellipsen  um  ihren  mittleren  Ort,  deren  halbe  grofse  und  halbe 
kleine  Axe  0".  3113  cos  <p  und  0".  3113  cos  ^  sin  d  ist.  Für  Sterne, 
die  im  Aequator  stehen,  geht  diese  Ellipse  in  eine  gerade  Linie 
über,  für  einen  Stern  dagegen,  welcher  genau  im  Weltpole  stände, 
in  einen  Ejreis. 

^  21.  Die  Bewegung  der  Erde  um  die  Sonne  in  einer  Ellipse 
und  die  durch  die  Axendrehung  erzeugte  Bewegung  geben  noch 
nicht  die  vollständige  Bewegung  eines  Punktes  auf  der  Erde  im 
Räume,  da  die  Sonne  selbst  Bewegungen  hat,  an  denen  die  Erde 
mit  dem  ganzen  Sonnensysteme  Theil  nimmt.  Die  Sonne  hat  näm- 
lich, wie  man  später  sehen  wird,  eine  fortschreitende  Bewegung  im 
Räume,  die  man  für  jetzt  und  wohl  für  lange  Zeiten  als  geradlinig 
ansehen  kann.    Bezeichnet  man  die  Geschwindigkeit  derselben  mit 

13* 
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jr,  so  werden  also  die  in  No.  16  benutzten  Componenten  der  Ge- 
schwindigkeit der  Erde  in  Bezug  auf  die  drei  daselbst  angewandten 
Axen,  mit  Rücksicht  auf  diese  Bewegung  des  Sonnensystems: 

dx         d    dM.       ^.^  T\        Ä 

-TT  = TT  sm  ©  4-  fl^  cos  V  cos  A 

dt      cos^  dt 

dif  a    dM.  ^^  -r^  '     A 

-r^  = 5-  cos  e  cos  0  -+-  flf  cos  Z^  sin  ^ 

dt  cos^  dt 

dz  a     dM  .  r>K   ,        '    -n 

T-:  = TT  sin  €  GOS  0  -h  ö  sm  JJ 

dt  cosjp  dt  v^      ^ 

wenn  man  mit  A  und  D  die  Rectascension  und  Declination  des- 
jenigen Punktes  der  Himmelskugel  bezeichnet,  nach  welchem  die 
Bewegung  des  Sonnensystems  hin  gerichtet  ist.  Da  man  nun  also 
diese  Ausdrücke  in  die  Gleichungen  (a)  in  No.  16  substituiren  muss, 
so  sieht  man,  dafs  in  diesem  Falle  den  dort  gefundenen  Formeln 
für  die  Aberration  der  Fixsterne: 

in  a'  —  a  das  Glied ^  sec  <J  cos  D  sin  (a  —  J) 

und  in  «J*  —  <J  das  Glied    -+-  —  {cos  <J  sin  D  —  sin  d  cos  D  cos  (a  —  Aj\ 

hinzugefügt  werden  muss.  Diese  Glieder  sind  also  für  jeden  Stern 
constant,  und  es  werden  daher  durch  die  Aberration  in  Folge  der 
Bewegung  des  Sonnensystems  nur  die  mittleren  Oerter  der  Sterne 
um  Grössen  geändert,  die  von  der  Entfernung  der  Sterne  von  dem 
Punkte  abhängen,  auf  den  diese  Bewegung  hin  gerichtet  ist. 

Die  Sonne  hat  ausserdem  noch  eine  periodische,  durch  die  An- 
ziehung der  Planeten  verursachte  Bewegung,  indem  sich  nämlich 
die  Planeten  nicht  in  Ellipsen  um  den  Mittelpunkt  der  Sonne  be- 
wegen, sondern  Sonne  und  Planet  um  den  ruhenden  Schwerpunkt 
beider  Ellipsen  beschreiben,  deren  Dimensionen  sich  umgekehrt 
wie  die  Massen  der  beiden  Körper  verhalten.  Die  durch  diese  Be- 
wegung veranlasste  Aberration  ist  indessen  so  klein,  dafs  sie  immer 
vernachlässigt  werden  kann.  Sind  nämlich  a  und  a'  die  Halb- 
messer der  Bahnen  zweier  Planeten,  die  hier  kreisförmig  ange- 
nommen werden,  t  und  t  ihre  ümlaufszeiten,  so  verhalten  sich  die 

Winkelgeschwindigkeiten  beider  wie  — :— ,  mithin  die  linearen  Ge- 

schwindigkeiten  wie  ar' :  a'r  oder  wie  '\/a!  :  ya^  da  sich  nach  dem  dritten 
Eeplerschen  Gesetze  die  Quadrate  der  Umlaufszeiten  zweier  Planeten 
wie  die  Guben  der  halben  grossen  Axen  der  Bahnen  verhalten. 
Die    Gonstante   der  Aberration   für   einen  Planeten,   dessen  halbe 
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grosse  Axe  gleich  a  ist,  wird  daher,  da  der  Halbmesser  der  Erdbahn 
als  Einheit  zum  Grande  liegt,  — '- —  und  die  durch  die  Bewegung 

der  Sonne  um  den  gemeinschaftlichen  Schwerpunkt  beider  erzeugte 

Aberration  gleich  m. — ^ — •>  wenn  m  die  Masse    des  Planeten  be- 

zeichnet,    die  Masse   der  Sonne  gleich  Eins  gesetzt.    Für  Jupiter, 

dessen  Masse  am  grössten  ist,  wird  m  =  — -—  und  a  =:  5.  20,  daher 

1050 

die  Constante  der  durch  die  Anziehung  Jupiters  erzeugten  Ab- 
erration nur  0".  0086. 

Auch  die  Störungen  der  Bewegung  der  Erde  durch  die  Planeten 
bewirken  Aenderungen  der  Aberration,  die  aber  ebenfalls  zu  klein 
sind,  um  berücksichtigt  zu  werden. 

22.  Hat  das  Oestirn  eine  eigene  Bewegung,  wie  die  Sonne, 
der  Mond  und  die  Planeten  und  Cometen,  so  ist  für  diese  die  bis- 
her betrachtete  Aberration  der  Fixsterne  noch  nicht  die  vollständige 
Aberration.  Denn  da  ein  solches  Gestirn  in  der  Zeit,  in  welcher 
der  Lichtstrahl  sich  von  demselben  zur  Erde  bewegt,  seinen  Ort 
verändert,  so  entspricht  die  beobachtete  Richtung  des  Lichtstrahls 
nicht  dem  geocentrischen  Orte  zur  Zeit  der  Beobachtung.  Man  nehme 
nun  an,  dafs  der  Lichtstrahl,  welcher  zur  Zeit  i  das  Objectiv  des 
Femrohrs  trifft,  zur  Zeit  T  vom  Planeten  ausgegangen  sei.  Es 
seien  ferner  in  Fig.  5  pag.  183  P  der  Ort  des  Planeten  im  Räume 
zur  Zeit  T,  p  derselbe  zur  Zeit  ^,  A  der  Ort  des  Objectivs  zur 
Zeit  T,  a  und  h  seien  die  Oerter  des  Objectivs  und  Oculars  zur 
Zeit  f,  a'  und  V  dagegen  die  Oerter  zur  Zeit  <',  wenn  der  Licht- 
strahl das  Ocular  trifft. 

Dann  ist: 

1)  AP  die  Richtung  nach  dem  Orte  des  Planeten  zur  Zeit  T, 

2)  ap  die  Richtung  nach  dem  wahren  Orte  zur  Zeit  ^, 

*6)  ah  und  afV   die  Richtung   nach   dem  scheinbaren  Orte  zur 
Zeit  t  und  zur  Zeit  ^,    deren  Differenz  unendlich  klein  ist. 

4)  Va  die  Richtung  nach  demselben  scheinbaren  Orte,  von  der 

Aberration  der  Fixsterne  befreit. 
Da  nun  P,  a  und  V  in  einer  geraden  Linie  liegen,  so  ist: 

JPa:a&'  =  e—  T:*'  — * 

Da  femer  das  Zeitintervall  if  —  T  immer  klein  ist,  sodafs  man 
annehmen  kann,  dafs  die  Erde  innerhalb  desselben  sich  geradlinig 
und  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  bewegt,  so  liegen  auch 
A,  a  und  a^  in  einer  geraden  Linie,  sodafs  Aa  und  aa'  ebenfalls 
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den  Zeiten  ^  —  T  und  1f  —  t  proportional  sind.  Daraus  folgt  also, 
dafs  AF  parallel  6'a'  ist,  daljs  also  der  scheinbare  Ort  des  Planeten 
zur  Zeit  if  gleich  dem  wahren  Orte  zur  Zeit  T  ist.  Der  Unterschied 
der  Zeiten  f  und  T  ist  aber  die  Zeit,  in  welcher  das  Licht  vom 
Planeten  zum  Auge  gelangt,  also  gleich  dem  Product  der  Entfernung 
des  Planeten  in  497*.  8,  d.  h.  in  die  Zeit,  in  welcher  das  Licht  die 
halbe  grofse  Axe  der  Erdbahn,  welche  als  Einheit  angenommen 
wird,  durchläuft. 

Daraus  folgen  nun  drei  Methoden,  den  wahren  Ort  eines  Wandel- 
sterns aus  dem  scheinbaren  für  irgend  eine  Zeit  t  zu  berechnen. 

I.  Man  berechne  mit  der  Entfernung  des  Wandelsterns  die 
Zeit,  innerhalb  welcher  das  Licht  von  demselben  zur  Erde  ge- 
langt und  ziehe  diese  von  der  Beobachtungszeit  t  ab;  dann  erhält 
man  die  Zeit  T,  und  der  beobachtete  scheinbare  Ort  ist  dann  gleich 
dem  wahren  geocentrischen  Orte  zur  Zeit  T,  also  gesehen  von  dem 
Orte,  den  die  Erde  zur  Zeit  T  hat. 

IL  Man  berechne  wieder  die  Zeit  T  und  mittelst  der  stünd- 
lichen geocentrischen  Bewegung  des  Wandelsterns  in  Rectascension 
und  Declination  (oder  in  Länge  und  Breite,  wenn  diese  Coordinaten 
gegeben  sind)  die  Aenderung  des  Ortes  des  Wandelsterns  während 
der  Zeit  t  —  T,  Dann  giebt  diese,  zu  dem  scheinbaren  Orte  hin- 
zugefügt, den  wahren  Ort  zur  Zeit  t 

IIL  Den  beobachteten  scheinbaren  Ort,  von  der  Aberration 
der  Fixsterne  befreit,  betrachte  man  als  den  wahren  Ort  zur  Zeit 
T,  aber  gesehen  von  dem  Orte,  welchen  die  Erde  zur  Zeit  t  hat. 
Diese  Methode  wendet  man  an  bei  der  Berechnung  eines  neu  ent- 
deckten Planeten  oder  Cometen,  wo  man  die  Entfernung  desselben 
also  auch  die  Zeit  t  nicht  kennt,  weil  man  dann  den  beobachteten 
Ort  mit  dem  Erdorte  zur  Zeit  der  Beobachtung  verbindet 

Da  die  Zeit,  in  welcher  das  Licht  von  der  Sonne  zur  Erde 
gelangt,  497«.  8  ist,  und  die  mittlere  Bewegung  der  Sonne  in  einem 
Tage  59'  8".  19  beträgt,  so  ist  nach  der  Vorschrift  IL  die  Aberration 
der  Sonne  in  Länge  gleich  20".  45  im  Bogen,  um  welche  Gröfse 
man  die  Länge  der  Sonne  immer  zu  klein  beobachtet.  Wegen  der 
Aenderung  der  Entfernung  der  Sonne  und  ihrer  Geschwindigkeit 
schwankt  diese  Gröfse  übrigens  im  Laufe  des  Jahres  um  einige 
Zehntheile  einer  Secunde. 

23.  Dieser  Fall  der  Aberration  für  ein  bewegliches  Gestirn 
kann  auch  leicht  aus  den  Fundamentalgleichungen  (a)  in  No.  16 
abgeleitet  werden.  Es  ist  nämlich  klar,  dafs  in  diesem  Falle  alles 
dasselbe  bleibt  wie  vorher,  wenn  man  das  Gestirn  als  ruhend  be- 
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trachtet  und  nur  statt  der  absoluten  Geschwindigkeit  der  Erde  die 
relative  Geschwindigkeit  derselben  in  Bezug  auf  das  Gestirn  sub- 
stituirt.  Stellt  nämlich  aa!  in  Fig.  5  (pag.  183)  jetzt  die  relatiTe 
Bewegung  der  Erde  gegen  den  Wandelstern  vor,  so  ist  aV  nach 
dem  wahren  Orte  des  Wandelsterns  zur  Zeit  t  gerichtet,  der  Winkel 
V  a})  ist  also  in  dem  Falle  die  vollständige  Aberration  für  den- 
selben. Die  Erde  wäre  aber  bei  dieser  Annahme  zur  Zeit  <,  als 
das  Licht  von  p  ausging,  in  einem  Orte  A!  gewesen,  sodafs  AAl 
gleich  der  auf  aA  projicirten  Bewegung  des  Planeten  jpP  und  also 
^P  parallel  Alp  ist. 

Um  daher  die  Ausdrücke  für  die  Aberration  in  diesem  Falle 
zu  erhalten,  braucht  man  nur  in  den  Gleichungen  (a)  in  Nö.  16 
statt   der  Geschwindigkeiten   der  Erde  in  der  Richtung   der   drei 

Coordinatenaxen,     ^,    ^   und   ^,  die      relativen      Bewegungen 

der  Erde  in  Bezug  auf  den  Wandelstern  zu  substituiren ,  und  es 
werden  dann  a  und  d  die  wahre  Rectascension  und  Beclination 
desselben  zur  Zeit  ^,  a'  und  <^'  dagegen  die  beobachteten  schein- 
baren Gröfsen  für  dieselbe  Zeit  ausdrücken. 

Bezeichnen  daher  ^,  iy  und  C  die  Coordinaten  des  Wandelsterns 
in  Bezug   auf   das    dort   angewandte  System    von  Axen,    so  muss 

"'^^  S  •"  H'  S  ■"  dl  ''''^  di  "  rf^  ^^  (^^  substituiren.  Bezeich- 
net aber  A  die  Entfernung  des  Gestirns  von  der  Erde,  so  erhält 
man  die  heliocentrischen  Coordinaten  f,  17,  C?  da  die  Coordinaten 
in  Bezug  auf  die  Erde  oder  die  geocentrischen  Coordinaten 
A  cos  d  cos  a,  A  cos  d  sin  a  und  A  sin  d  sind : 

^  =  A  cos  <J  cos  a  -+-  a? 
ly  =  A  cos  <J  sin  a  -h  y 
C=Asin<J  +0 

und  aus  diesen  Gleichungen  findet  man  leicht,  wenn  man  alle 
Gröfsen  veränderlich  nimmt: 

(dx      (Jf\    .  (d.y       d-n\  ^         -da 

fdx      d^\   .    .  ,    Cdy      dii\    .    ,  .  fdz       dC\       .  dt 

Die  Formeln  (a)  gehen  daher  über  in: 

,  A    da 

fi     dt 

tx    at 


l_ 
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oder  da  —   gleich   der  Zeit   ist,   in  welcher  das  Licht  die  Ent- 
femung  A  durchläuft,  d.  h.  gleich  t —  T,  so  erhält  man: 

dd 


'^sf 


<j'  =  ^-(e-T) 


dt 


Gleichungen,  welche  ausdrücken,  dafs  der  scheinbare  Ort  zur  Zeit 
t  gleich  dem  wahren  zur  Zeit  T  ist,  und  welche  also  den  Vor- 
schriften I.  und  n.  der  vorigen  No.  22  entsprechen. 

Anstatt    in    den    Gleichungen    (a)    'ji^'ti  ®tc.  für  -^  etc. 

zu  setzen,  kann  man  dieselben  auch  unverändert  beibehalten,  wenn 
man  dafür  der  rechten  Seite  der  ersten  Gleichung  das  Glied 


4- 


1   /de   .  dyi         \ 

ß  ydt  dt         j 


sec<J 


und  das  entsprechende  Glied  der  zweiten  Gleichung  hinzufügt 
Dann  erhält  man  aber,  wenn  man  die  Aberration  der  Fixsterne  in 
Kectascension  und  Declination  mit  Da  und  Dd  bezeichnet: 

a  — a  =  JJa-\ <-^T8ma —   ' 

/£   ydt 


^  — ^  =  D^  + 


i{ 


dl 
dt 


dt 


sin  d  cos  a 


cos 


"I 


sec<^ 


di^ 
'dt 


sin  d  sin  a 


Tt'''^) 


wo  also  -TTy  ^>  'di^^^  heliocentrischen  Geschwindigkeiten  der  Be- 
wegung des  Wandelsterns  bedeuten. 

Differenzirt  man  aber  die  oben  gegebenen  Gleichungen  far 
e,  ri  und  C,  indem  man  die  Coordinaten  der  Erde  als  constant  an- 
sieht und  bezeichnet  mit  (^,),  (^^  und  (^)  die  Geschwin- 
digkeiten der  Aenderungen  von  a,  d  nnd  A,  sofern  sie  blos  von 
der  eigenen  heliocentrischen  Bewegung  des  Wandelsterns,  aber  nicht 
von  der  Erdbewegung  abhängen,  so  erhält  man: 


dS 

-TT  =  —  A  COS  ^  sin 
dt 


^"U)~ 


A  sin  d  cos 


"(i) 


cos  d cos 


-m 


und  ähnliche  Gleichungen  für  -^  und  ^.     Man  sieht  daher,  dals 

die   zweiten   Glieder   der   rechten   Seite    der   letzten  Gleichungen 
für  a  — "«  und  ^  —  d  beziehlich  gleich: 
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fx    \dt)  fi    \dt) 

sind  und  dafs  man  also  hat: 

a'-Da  =  a-(*-D(^) 

Diese  Gleichungen  entsprechen  der  Vorschrift  III.  der  vorigen 
Nummer.     Denn  da    \~ji]  und  \-ti)    die   Geschwindigkeiten   der 

Aenderungen  von  a  und  d  bezeichnen,  welche  die  eigene  Bewegung 
des  Wandelsterns  allein  erzeugen  wurde,  so  geben  die  rechten 
Seiten  den  wahren  Ort  des  Gestirns  zur  Zeit  T,  wie  man  den- 
selben beobachten  würde  von  dem  Orte,  welchen  die  Erde  zur 
Zeit  t  hat. 


Vergl.  aber  die  Aberration  die  Vorrede  zu  Bessel's  Tabulae  Regio- 
montanae  p.  XVII  et  seq. ;  auch  Wolfers,  Tabulae  Redactionum  p.  XIII  et  seq. 
Gaiifs,  Theoria  motus  corporum  coelestium  pag.  68  et  seq. 


Vierter  Abschnitt. 

Von  der  Herleitung  der  mittleren  Sternörter  und  der 
wahrscheinlichsten  Werthe  der  darauf  Einflufs  habenden 

Constanten  aus  Beobachtungen. 

Die  Hauptaufgabe  der  sphärischen  Astronomie  ist  die  Bestim- 
mung der  Oerter  der  Sterne  in  Bezug  auf  die  Fundamentalebenen 
und  specieU  in  Bezug  auf  den  Aequator,  da  die  Längen  und  Breiten 
nie  durch  Beobachtungen  gefunden,  sondern  nur  durch  Rechnung 
aus  der  Rectascension ,  Declination  und  Schiefe  der  Ecliptic  abge- 
leitet werden.  Werden  diese  Beobachtungen  so  angestellt,  dafs  sie 
den  Ort  der  Sterne  unmittelbar  in  Bezug  auf  den  Aequator  und 
den  Frühlings-Nachtgleichenpunkt  geben,  so  nennt  man  dieselben 
absolute  Bestimmungen,  dagegen  sind  relative  Bestim- 
mungen solche,  durch  welche  nur  der  Unterschied  der  Rectascen- 
sionen  und  Declinationen  von  Sternen  von  denen  früher  bestimmter 
Sterne  gefunden  wird. 

Die  Beobachtungen  geben  die  scheinbaren  Oerter  der  Sterne 
d.  h.  behaftet  mit  Refraction  (im  Falle  der  Beobachtung  der  Sonne, 
des  Mondes  und  der  Planeten  auch  mit  Parallaxe)  und  Aberration 
und  bezogen  auf  den  Aequator  und  das  wahre  Aequinoctium  far 
den  Augenblick  der  Beobachtung.  Diese  Oerter  müssen  daher  noch 
durch  Anbringung  der  in  den  beiden  vorigen  Abschnitten  betrach- 
teten Correctionen  auf  mittlere  Oerter  reducirt  werden.  Eine  jede 
dieser  Correctionen  enthält  aber  eine  Constante,  deren  numerischer 
Werth  aus  ähnlichen  Beobachtungen  wie  die  Sternörter  gefanden 
oder  mit  denselben  zugleich  bestimmt  werden  mufs.  Die  in  den 
vorigen  Abschnitten  gegebenen  Werthe  dieser  Constanten  sind  die 
neuesten  Bestimmungen,  die  indessen  immer  durch  künftige  Beob- 
achtungen noch  Verbesserungen  erfahren  werden,  und  es  ist  daher 
zu  zeigen,  wie  diese  Bestimmungen  gemacht  werden.  Beobachtet 
man  die  Oerter  der  Fixsterne  zu  verschiedenen  Zeiten,  so  sollte 
man,  wenn  dieselben  unveränderlich  wären,  nur  solche  Unterschiede 
erhalten,  die  den  möglichen  Beobachtungsfehlem  und  den  Fehlern 
der  Constanten  zugeschrieben  werden  können.    Man  findet  aber  bei 
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der  Vergleichung  der  Oerter  zu  verschiedenen  Epochen  gröfeere 
oder  geringere  Abweichungen,  die  nicht  durch  solche  Fehler  er- 
klärt werden  können  und  daher  durch  eine  eigene  Bewegung  der 
Sterne  verursacht  werden  müssen.  Diese  Bewegungen  sind  zum 
Theil  gesetzlos  und  den  Sternen  eigenthümlich,  zum  Theii  aber 
nur  parallactisch  und  durch  die  Bewegung  unseres  Sonnensystems 
im  Räume  verursacht;  mit  wenigen  Ausnahmen  kann  man  die- 
selben aber  immer  als  der  Zeit  proportional  und  in  einem  gröfsten 
Kreise  vorgehend  ansehen.  Auch  diese  Bewegungen  müssen  in 
^Rechnung  gebracht  werden,  um  die  mittleren  Oerter  der  Sterne  auf 
eine  Epoche  zu  reduciren,  oder  von  einer  Epoche  auf  die  andre 
zu  übertragen. 

Die  Berechnung  der  verschiedenen  Correctionen ,  die  an  die 
Stemörter  anzubringen  sind,  ist  in  den  beiden  vorigen  Abschnitten 
gegeben;  da  dieselben  aber  so  häufig  zu  machen  sind,  so  bedient 
man  sich  noch  andrer  Methoden,  welche  die  Reduction  der  scheiü- 
baren  Oerter  auf  die  mittleren  zu  Anfang  des  Jahres  so  bequem 
und  so  wenig  zeitraubend  als  möglich  machen  und  die  zunächst 
gegeben  werden  sollen. 


I.  Von  der  Reduction  der  mittleren  Oerter  der  Sterne 

auf  scheinbare  und  umgekehrt. 

1.  Kennt  man  den  mittleren  Ort  eines  Sterns  und  sucht  man 
den  scheinbaren  Ort  für  irgend  einen  gegebenen  Tag  eines  andern 
Jahres,  so  hat  man  zuerst  den  gegebenen  Ort  durch  Anbringung 
der  Präcession  und  nöthigenfalls  der  eigenen  Bewegung  auf  den 
mittleren  Ort  zu  Anfang  dieses  Jahres  zu  bringen  und  nachher 
noch  die  Präcession  und  eigene  Bewegung  vom  Anfange  des  Jahres 
bis  zu  dem  gegebenen  Tage  sowie  die  Nutation  und  Aberration  für 
diesen  Tag  hinzuzufügen.  Um  nun  die  drei  letzteren  Correctionen 
bequem  anbringen  zu  können,  hat  man  dafür  Tafeln  berechnet, 
welche  den  Tag  des  Jahres  zum  Argumente  haben.  Diese  Tafeln 
sind  von  Bessel  in  seinem  Werke:  Tabulae  Regiömontanae  ge-* 
geben*). 

*)  Für  einige  wenige  Sterne  ist  auch  noch  die  Anbringung  der  jährlichen 
Parallaxe  erforderlich,  wofür  die  bequemsten  Ausdrucke  nachher  gegeben 
werden. 
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Bedeuten  a  und  d  die  mittlere  Rectascension  und  Declination 
eines  Sterns  zu  Anfang  eines  Jahres,  af  und  ^  dagegen  die  schein- 
bare Rectascension  und  Declination  zur  Zeit  t,  welche  vom  Anfange 
des  Jahres  ab  gezählt  und  in  Theilen  desselben  ausgedrückt  wird; 
bezeichnet  man  femer  mit  ß  und  fjf  die  eigene  Bewegung  des  Sterns 
in  Rectascension  und  Declination,  die  der  Zeit  proportional  ist,  so 
hat  man  nach  den  Formeln  (D)  in  No.  2,  (JB)  und  (C)  in  No.  5  des 
zweiten  Abschnitts  und  {A)  in  No.  16  des  dritten  Abschnitts: 
a'  —  a  =  -HT[w  +  n  tang  <J  sin  a]  +  rfi 

—  [15".  8148  +  6".  8650  tang  d  sin  a]  sin  ft 

—  9". 2231  tang  d  cos  a  cos  ft 
[0".  1902  +  0".0822  tang  <J  sin  a]  sin  2  Q, 
0".  0896  tang  <J  cos  a  cos  2  Q, 

—  [1".  1642  4-  0".  5054  tang  d  sin  a]  sin  2  © 

—  0".  5509  tang  d  cos  a  cos  2  © 

-h  [0".  1 173  4-  0".0509  tang  d  sin  a]  sin  (®  —  P) 

—  [0". 0195  +  0".  0085  tang  d  sin  a]  sin  (©  +P) 

—  O".0093  tang  d  cos  a  cos  (©  -hP) 

—  20".  4451  cos  e  sec  <?  cos  a  cos  © 

—  20". 4451  sec  d  sin  a  sin  ® 
und 

^'  —  <J  =  +  th  cos  a  +  T^t' 

—  6".  8650  cos  a  sin  fL  +  9".  2231  sin  a  cos  fL 

-h  0".  0822  cos  a  sin  2  n.  —  0".0896  sin  a  cos  2  fL 

—  0".  5054  cos  a  sin  2  ©  H-  0".  5509  sin  a  cos  2  © 
H-  0".O509  cos  a  sin  (©  — P) 

—  0".0085  cos  a  sin  (©  -hP)  4-  0".0093  sin  a  cos  (©  +P) 
+  20".  4451  [sin  a  sin  ^  cos  e  —  cos  d  sin  e]  cos  © 

—  20".4451  cos  a  sin  d  sin  © 

Hier  sind  die  Glieder  der  Nutation,  die  von  der  doppelten 
Länge  2  (L  und  der  Anomalie  d  —  P'  des  Mondes  abhängen,  weg- 
gelassen, da  dieselben  wegen  der  schnellen  Bewegung  des  Mondes 
eine  kurze  Periode  haben  und  daher  vortheilhafter  in  eine  besondere 
Tafel  gebracht  werden.  Die  Glieder  sind  aufserdem  klein  und 
heben  sich  wegen  der  kurzen  Periode  im  Mittel  aus  mehreren 
Beobachtungen  eines  Sterns  gröfstentheils  auf.  Sie '  werden  ge- 
wöhnlich nur  bei  den  Polarsternen  mitgenommen.  Für  diese  wer- 
den aber  auch  die  Glieder  merklich,  die  von  den  Quadraten  und 
dem  Producte  der  Nutation  und  Aberration  abhängen  und  die 
durch  die  Formeln  (E)  in  No.  5  des  zweiten  Abschnitts  und 
(c),  (ß)  und  (e)  in  No.  16  des  dritten  Abschnitts  gegeben  sind. 
Diese  Glieder,  so  wie  die  vorher  erwähnten,  können  für  jeden 
Stern,  für  welchen  dieselben  merklich  werden,  in  Tafeln  gebracht 
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werden,  deren  Argumente,  d,  ©,  ©  -4-  ft  und  ©  —  ft  sind.  Für 
die  Polarsterne  mufs  man  auch  bei  der  Berechnung  der  Aberration 
und  Nutation  statt  des  mittleren  Orts  für  den  Anfang  des  Jahres 
den  mittleren  Ort  des  Tages,  für  welchen  der  scheinbare  Ort  ge- 
sucht wird,  anwenden.  Ebenso  mufs  bei  der  Präcession  auch  auf 
die  Tom  Quadrate  der  Zeit  abhängigen  Glieder  nach  No.  2  des 
zweiten  Abschnitts  Rücksicht  genommen  werden. 

Um  nun  die  obigen  Ausdrücke  für  a'  — «  und  ^  —  <J  in  Tafeln 
zu  bringen,  setze  man: 

6".  8650  =  ni  15".  8148  —  mi  =  A 
0".  0822  =  nti  0".  1902  —  wn  =  Ai 

0".  5054  =  nta  1".  1642  —  wta  =  A« 

0".  0509  =  ni3  0".  1173  —  w»8  =  As 

0".  0085  =  nü  0".  0195  —  wu  =  A*. 

Dann  kann  man  die  Formeln  auch  so  schreiben: 

a'  —  a  =  [t  —  »  sin  f\  -+-  »i  sin  2  (\  —  »a  sin  ©  -+-  »3  sin  (©  —  P) 

—  U  sin  (©  H-  P)]  [w  -4-  n  tang  d  sin  a] 

—  [9".  2231  cos  ft  —  0".0896  cos  2  fL  +  0".  5609  cos  2  © 

4-  0".0093  cos  (©  -f-  P)]  tang  d  cos  a 

—  20".  4451  cos  e  cos  ©  .  cos  a  sec  d 

—  20".  4451  ^in  ©  .  sin  a  sec  d 

—  AsinH. -+- Ai  sin2(\— Ä2sin2  © -hAssinC©  — P)— A4sin(© +P) 

und 

<J'_^=[t— fsinrt.  +  iisin2fL  — »a8in2  ©  +»3sin(0  — P) 

—  «4  sin  (©  H-  P)]  n  cos  a 
+  [9".  2231  cos  (\  —  0".  0896  cos  2  Q.  +  0".  5509  cos  2  © 

-h  0".  0093  cos  (©  4-  P)]  sin  a 

—  20".  4451  cos  e  cos  ©  [tang  e  cos  ^  —  sin  d  sin  o] 

—  20".  4451  sin  ©  .  sin  ^  cos  a 

Führt  man  daher  folgende  Bezeichnungen  ein: 

-4=  T— isin(\-l-»i  sin2ft— ♦»  8in2  ©  4-»3sin(©  — P)— »4sin(© -hP) 
J8  =  —  9"  .223 1  cosfl,4-  0".0896  cos2n.— 0"  .5509  cos2  ©  -0''  .0093cos(  ©  +  P) 
C  =  —  20".  4451  cos  6  cos  © 
D  =  — 20\  4451  sin  © 

JB?=  — Asin(\-I-Äi  sin2(\--Ä9sin2  ©  4-A8sin(©  — P)  —  AiSinC©  4-P) 

a  =  w  4-  n  tang  «^  sin  a  a^  =^n  cos  a 

6  =  tang  (f  cos  a  6'  =  —  sin  a 

e  =  sec  (^  cos  a  c'  =  tang  e  cos  ^  —  sin  <J  sin  a 

d  =  sec  <t  sin  a  d'  =  sin  d  cos  a, 

80  hat  man  einfach: 
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a'  —  a^  Aa  -^Bb  +  Cc  +  Dd  +  t/£  +  JB7 

d'-'d  =  Aa'-h  Bb'-h  C&+  Dd'  4-  t^',  ^^ 

wo  die  Gröfsen  a,  b^  c,  d^  a',  fe',  c',  <i'  blos  von  dem  Orte  des 
Sterns  nnd  der  Schiefe  der  Ecliptic,  dagegen  J.,  B^  0,  D  und  E 
von  0  und  f\  abhängen,  also  reine  Functionen  der  Zeit  sind  und 
daher  auch  in  Tafeln  gebracht  werden  können  ^  welche  die  Zeit 
zum  Argumente  haben. 

Die  in  obigen  Formeln  gegebenen  numerischen  Werthe  geilten 
für  1800,  und  man  erhält  für  diese  Zeit: 

»  =  0.34223     ii  =  0.00410     »3  =  0.02519     »3  =  0.00254     »4  =  0.00042 
Ä  =  0.0572       Äi=  0.0016       A3  =  0.0041       Äs  =  0.0005      Ä4  =  0.0000, 

woraus  folgt,  dafs  die  Gröfse  E  immer  nur  einige  Hunderttheile 
einer  Secunde  beträgt  und  daher  fast  immer  vernachlässigt  werden 
kann.  Da  einige  der  Coefficienten  in  den  obigen  Formeln  für 
a'  ^  a  und  d^  —  d  mit  der  Zeit  veränderlich  sind  (nach  No.  5  des 
zweiten  Abschnitts),  ebenso  die  Werthe  von  m  und  w,  so  erhält 
man  für  1900: 

»  =  0.34256     »1  =  0.00410     »9  =  0.02520     »3  =  0.00253     »4  =  0.00042 
A  =  0.0488       Äi  =  0.0014      Ä9  =  0.0035      A3  =  0.0005. 

Bessel  hat  die  Werthe  der  Constanten  A^  5,  C,  JD,  E  in  sei- 
nem Werke  „Tabulae  Regiomontanae"  für  die  Jahre  1750  bis  1850 
gegeben.  Da  denselben  aber  ein  anderer  Werth  der  Nutations-  und 
der  Aberrationsconstante  zum  Grunde  liegt,  auch  die  in  (©  — P) 
und  (©  4-  P)  multiplicirten  Glieder  fehlen,  so  erfordern  die  Bessel- 
schen  Werthe  der  Gonstanten  die  folgenden  Correctionen,  um  die- 
selben den  obigen  Formeln  entsprechend  zu  machen: 

für  1750: 

d^  =  —  0.0090  sin  (\  +  O.OOOl  sin  2  (\  +  0.0013  sin  2  © 

4-  0.0025  sin  (0  —  P)  —  0.0004  sin  (0  4-  P) 

dP  =  —  0.2456  cos  f).  +  0.0019  cos  2  (\  +  0.0290  cos  2  © 

—  0.0093  cos  (0  4-  P) 
dO=  — 0.1744  cos  © 

(i2>  =  — 0.1901  sin© 

dE=—  0.006  sin  n.  -H  0.001  sin  2  fl. 

Für  1850  wird  der  Werth  von  dB: 

<iP=  — 0.2465cosn.+0.0019cos2fl,4-0.0291cos2©— 0.0093cos(©4-P). 
Für  die  Jahre  1850  bis  1860  wurden  die  Constanten  von  Zech 
berechnet  nach  den  Bessel'schen  Formeln,  für  die  Jahre  1860  bis 
1880  dagegen  von  Wolfers  in  seinem  Werke  „Tabulae  Reductionum 
Observationum  astronomicarum"  mit  den  oben  gegebenen  neoieren 
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Werthen.  Man  findet  diese  Constanten  übrigens  für  jedes  Jahr  in 
den  astronomischen  Jahrbüchern.  Die  Pnlkowaer  Sternwarte  ver- 
öffentlicht ebenfalls  Tafeln  derselben  von  Zeit  zu  Zeit  nnter  dem 
Titel:  Tabulae  quantitatum  Besselianarnm. 

2.  Die  Argumente  aller  dieser  Tafeln  sind  die  Tage  des  Jahres, 
dessen  Anfang  in  dem  Augenblicke  angenommen  ist,  wo  die  mittlere 
Länge  der  Sonne  280®  beträgt.  Diese  Tafeln  gelten  daher  unmittel- 
bar für  denjenigen  Meridian,  för  welchen  die  Sonne  in  dem  Augen- 
blicke, wo  das  bürgerliche  Jahr  beginnt,  diese  Länge  hat.  Weil 
aber  die  Sonne  zu  einem  vollständigen  Umlaufe  365  Tage  und  einen 
Bruchtheil  gebraucht,  so  werden  die  Tafeln  in  einem  jeden  Jahre 
für  einen  andern  Meridian  gelten. 

Bezeichnet  man  daher  die  Meridiandifferenz  in  Zeit  desjenigen 

Ortes,  für  welchen  die  Sonne  beim  Anfange  des  Jahres  die  mittlere 

Länge  280®  hat,    vom  Meridian   von  Paris  ab  gezählt  mit  k  und 

nimmt  dies  positiv ,   wenn  der  Ort  östlich  liegt,    bezeichnet  man 

femer   die  Meridiandifferenz    irgend   eines  Ortes    von    Paris,    aber 

westlich  positiv  genommen,  mit  d,  so  mufs  man  zu  der  Zeit  dieses 

letzteren  Ortes,  für  welchen  man  die  Constanten  A^  J5,  C,  D,  E 

aus   den  Tafeln  sucht,  die  Gröfse  k-^  d  hinzuthun  und  mit  dieser 

corrigirten  Zeit  als  Argument  in  die  Tafeln  eingehen.    Die  Gröfse  k 

findet  man  aus  X  __  ggo" 

A;  = , 

wo  L  die  mittlere  Länge  der  Sonne  zu  Anfang  des  Jahres  für  den 
Meridian  von  Paris,  fi  dagegen  die  mittlere  tropische  Bewegung  der 
Sonne  gleich  59'  8".  33  ist.  Diese  Gröfse  findet  man  in  den  Tabulis 
Regiomontanis  und  Wolfers'  Fortsetzung  derselben  von  1750  bis  1850 
und  1860  bis  1880  für  jedes  Jahr  in  Theilen  eines  Tages  ausgedrückt, 
aufscFdem  die  Constanten  A,  B^  C,  D,  E  für  den  Anfang  des  fingirten 
Jahres,  welches  beginnt,  wenn  die  Länge  der  Sonne  280®  ist,  also 
für  18*»  40™  Sternzeit  desjenigen  Meridians,  für  welchen  die  Sonne 
beim  Beginne  des  Jahres  diese  Länge  hat  und  dann  für  dieselbe 
Zeit  jedes    zehnten  Stemtages*).    Will  man  die  Werthe  aus  den 

♦)  Für  die  Berechnung  der  Tafeln  ist  daher: 

^        lOn 

^"^  366.242201* 
Mittlere  Länge  der  Sonne  =  280^  4-  »^^  0499Q1  > 

wo  n  in  jedem  Jahre  die  Werthe  aller  ganzen  Zahlen  von  0  bis  37  durch- 
läuft.   Daraus  findet  man  die  wahre  Länge  nach  I.  Ko.  14.    Auch  ist: 

fX  =  33n5'25\9- 19^20' 29\53(«-1800)-  ^^^  ^^J^^^,  19^20' 29 ''.53. 

UDO  •  Z^Z/iXjX 
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Tafeln  für  eine  andere  Sternzeit  haben  z.  B.  für  die  Culminationszeit 
eines  Sterns,  dessen  Rectascension  a,  so  mufs  man  zu  dem  Argumente 
k-hd  die  Gröfse  hinzufügen: 

24*»  24 

Da  femer  auf  den  Tag,  an  welchem  die  Rectascension  der 
Sonne  gleich  der  Rectascension  des  Sterns  ist,  zwei  Culminationen 
des  Sterns  fallen,  so  mufs  man  nach  dieser  Zeit  zu  dem  bürger- 
lichen Datum  des  Tages  Eins  addiren,  sodafs  das  Yollständige 
Argument  gleich  dem  Datum  ist  plus  der  Gröfse 

WO  ^  =  0  ist  vom  Anfange  des  Jahres  bis  zu  der  Zeit,  wo  die  Rect- 
ascension der  Sonne  gleich  a  wird,  nachher  aber  i=  -\-l  ist. 

Der  mit  Jan.  0  in  den  Tafeln  bezeichnete  Tag  ist  nun  der- 
jenige, zu  dessen  Sternzeit  18^40°*  das  Jahr  nach  der  gewöhn- 
lichen Methode  die  Tage  zu  zählen,  indem  man  den  Anfang  des- 
selben am  Mittage  nimmt,  anfängt.  Die  Culmination  derjenigen 
Sterne,  deren  Rectascension  <  18^40™  ist,  fällt  daher  nicht  auf 
den  in  den  Tafeln  mit  Jan.  0  bezeichneten  Anfangstag,  sondern  auf 
den  Tag  vorher,  man  mufs  daher  für  solche  Sterne  dem  Datum 
des  vom  Mittage  gezählten  Tages  einen  Tag  hinzufügen,  ehe  man 
damit  in  die  Tafeln  eingeht,  sodafs  für  solche  Sterne  i  vom  Anfange 
des  Jahres  bis  zum  Tage,  wo  die  Rectascension  der  Sonne  gleich  « 
ist,  gleich  1  und  nachher  gleich  2  zu  nehmen  ist. 

Man  suche  z.  B.  die  Correction  des  mittleren  Orts  von  a  Lyrae 
für  April  1861  und  zwar  für  die  Culminationszeit  von  Berlin.  Man 
hat  für  den  Anfang  des  Jahres: 

a  =  27803'30"  ^=-h38039'23"  e  =  23027'22"  w=46".062  logn=  1.30220 

und  damit  erhält  man: 

log  a  =  1.47971  log  a'  =  0.44889 
log  b  =  9.04973  log  b'  =  9.99569 
log  c  =  9.25409  log  c'  =  9.98106 
log  d  =  0. 10309n  log  d'  =  8.94233 
und  aufserdem  ist 

log  fjL  =  9.4425  log  ß'  ==  9.4564. 

Femer  hat  man  nach  Wolfers'  Tabulae  Reductionum: 

log  Ä         log  B         log  C         log  D  log  T  E 

März  31    9.7494        0.5497        1.2660n      0.5668»      9.3905        4-0.05 

April  10    9.7653        0.5279n       1.2456»      0.8488        9.4362        H-0.05 

20    9.7819        0.4982»       1.2109»      1.0089»      9.4776        -H0.05 

30    9.7995        0.4620»       1.1596«       1.1155«      9.5154        -f-0.05 
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und  man  erhält  hieraus  nach  den  obigen  Formeln  (Ä): 

März  31  H-l«.203  —19". 85 

April  10  4-  1  .  541  —  19  .  09 

20  4- 1  .  871  —  17  .  79 

30  4-2  .185  —15  .97. 

Nun    ist   Ä:=4-0.124,    (l  =  — 0.031,    fLz:i|^i2ü  ==  _  o.OOö, 

24° 

und  da  hier  i^=l  weil  a  <  18*^40"  und  im  März  und  April  die 
ßectascension  der  Sonne  kleiner  als  18^32"  ist,  so  wird  das 
Argument  in  diesem  Falle  gleich: 

Datum  4-1.088. 

Man  erhält  daher  für  die  Culminationszeit  für  Berlin: 

März  31        4-1«.  239  —19".  79 

April  10        +1  .577  18  .98 

20        4-  1  .  906  17  .  62 

30        H-  2  .  219  15  .  76. 

Zieht  man  diese  Correctionen  von  dem  scheinbaren  Orte  ab, 
so  erhält  man  den  mittleren  Ort  für  den  Anfang  des  Jahres. 

3.  Diese  Art  der  Berechnung  der  Reduction  auf  den  schein- 
baren  Ort  ist  besonders  bequem,  wenn  man  eine  Ephemeride  für 
eine  längere  Zeit  berechnen  will  und  wenn  man  viele  Beobach- 
tungen desselben  Sterns  zu  reduciren  hat.  Sucht  man  nur  die 
Reduction  für  einen  einzelnen  Tag,  so  bedient  man  sich  mit 
grofser  Bequemlichkeit  der  folgenden  Methode,  weil  man  dabei  der 
Mühe  der  Berechnung  der  constanten  Gröfsen  a,  &,  c  etc.  über- 
hoben  ist. 

Die  Glieder  für  die  Präcession  und  Nutation  sind  nämlich: 
für  die  Rectascension : 

Am  4-  An  sin  a  tang  d  -\-B  lang  <J  cos  a  H-  ^ 

und  für  die  Declination: 

An  cos  a  —  B  sin  a. 

Setzt  man  daher: 

An  =  g  cosG 
B  =  g  sinG 
Am  -i-E^f, 

so  werden  die  Glieder  für  die  Rectascension 

/'4-  flf  sin  (G^  4-  a)  tang  S 

und  für  die  Declination: 

g  cos  {G  4-  ä). 

Brunn OW)  sphärische  Astronomie.    4.  Anfl.  \^ 


210 

Ferner  werden  die  Glieder  der  Aberration: 
in  Rectascension: 

C  sec  «J  cos  a-\-D  sec  d  sin  a 
in  Declination: 

—  0  sin  <J  sin  a  +  D  sin  <J  cos  a  +  C  tang  e  cos  <^. 
Setzt  man  daher: 

0  =  Ä  sin  If     D  =  Ä  cos  jff      i==  C  tang  e, 
so  wird  die  Aberration 
in  Rectascension: 

Ä  sin  (-BT  +  a)  sec  <J 
in  Declination: 

h  cos  (-H"4-  a)  sin  ^  +  »  cos  <J. 
Also  sind  die  vollständigen  Formeln  für  die  Rednction  auf  den 
scheinbaren  Ort: 

a'  —  a  = /"-f-^f  sin  (ö  +  a)  tang  ^-hÄ  sin  (Jff+a)  sec  «J-f-T/i  .^v 

^  —  <J=       ^cos((7+«)+Äcos(J3'+a)sin<J+tcos<J+r/£'. 

Die  Gröfsen  /*,  ^,  ä,  z,  G  und  fi"  kann  man  dann  in  Tafeln 
bringen,  deren  Argument  wieder  die  Zeit  ist.  Solche  Tafeln  werden 
in  den  astronomischen  Jahrbüchern  gegeben  und  zwar  fnr  die  mitt- 
leren Tage  von  zehn  zu  zehn  oder  fünf  zu  fünf  Tagen. 

Sucht  man  z.  B.  die  Rednction  für  aLyrae  für  1861  April  10 
17^  15™  mittlere  Zeit,  die  Zeit  der  Culmination  von  «Lyrae,  so  hat 
man  nach  dem  Berliner  Jahrbuche  für  diese  Zeit: 
/•=^-26^98flf= +  12^20  G=SU^S'  Ä=-f-18''.98  fi"==24703*  »=— 7\58 
also 

ö  -f-  a  =  262»  6'         jgr+  a  =  165»  6' 
cos (G  +  a)     9.13813n  g8m(G-h  a)  1.08222» 

g  1.08636  tang^         9.90304 


sin  ( G  +  a)     9.99586n         h  sin  {H  +  a)    0.68846 
cos(jgr-l-o)     9.985  I5n  coseJ        9.89260 

h  1.27830  i  0.87967« 


sin  (H -ha)     9.41016  hcos{H-ha)     1.26345 

sin  d  9.79564 

/•= -f- 26".98  icos<y=—   5^92 

flF  sin  ((7-f-a)  tang  <J  =  —    9\67  g  cos  (G -h  a)  =  —    1*.68 

Ä  sin  (-ff  4- a)   secrf  =  +    6".25  Äcos  (ir+ a)  sin^=  —  11''.46 

Tß       =+    0^08  Tß'       =+    0^Q8 

«'—  a  =  -4-  23\64  =  H-  1«.576       '        «T—  ^=  —  IS'' .98. 

4.  Die  Formeln  (Ä)  und  (B)  für  die  Rednction  auf  den  schein- 
baren Ort  enthalten  nicht  die  tägliche  Aberration  und  die  jährliche 
Parallaxe.     Da  der  Ausdruck  für   die    tägliche  Aberration  die  Pol- 
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höhe  enthält,  so  kann  man  dieselbe  nicht  in  allgemeine  Tafeln 
bringen,  indessen  ist  für  Heridianbeobachtungen  die  tägliche  Ab- 
erration in  Declination  Null  nnd  in  Rectascension  hat  der  Ausdrack 
dieselbe  Form  wie  die  wegen  des  Gollimationsfehlers  des  Instruments 
an  die  Beobachtungen  anzubringende  Gorrection,  wie  man  später 
sehen  wird,  so  dafs  man  ohne  weitere  Mähe  die  beiden  Correctionen 
vereinigen  kann. 

Die  Parallaxe  ist  nur  für  eine  sehr  geringe  Anzahl  von  Sternen 
bestimmt  und  mufs  für  diese,  wenn  es  auf  die  äuTserste  Genauigkeit 
ankonmit,  besonders  berechnet  werden.  Es  waren  aber  die  Formeln 
far  die  Parallaxe  nach  No.  18  des  dritten  Abschnitts: 

a'  —  a  =  —  TT  [cos  ©  sin  a  —  sin  ©  cos  c  cos  a]  sec  S 
^  —  ^  =  —  ^  [cos  e  sin  a  sin  <^  —  sin  e  cos  &]  sin  © 
—  3r  cos  ©  sin  d  cos  a. 

Setzt  man  also: 

—  cos  s  cos  a  =  hsinK 

—  sin  a  =  Ä;  cos  K 
sin  a  sin  d  cos  e  —  cos  <^  sin  e  =  Z  sin  L 

—  cos  a  sin  <J  =  ?  cos  L, 

so  wird  einfach: 

a'  —  a  =  TT  Ä  cos  (K-{-  © )  sec  d 

^'  — <r  =  TT  Jcos(i-f-  ©). 
Diese  Gorrection  wird    aber   nur  in  sehr  seltenen  Fällen  mit- 
zunehmen sein,  wie  z.  B.  bei  dem  Polarstem,  wo  die  Rectascension 
merklich  geändert  werden  kann  oder  bei  dem  Stern  a  Gentauri,  wo 
die  Parallaxe  nahe  eine  Bogensecunde  ist. 


n.  Bestimmung  der  Rectascensionen  und  Declinationen 
der  Sterne,  sowie  der  Schiefe  der  Ecliptic. 

5.  Beobachtet  man  die  Unterschiede  der  Zeiten,  zu  denen  die 
Sterne  durch  den  Meridian  eines  Ortes  gehen,  so  sind  diese  Unter- 
schiede gleich  denen  der  scheinbaren  Rectascensionen  der  Sterne  in 
Zeit  ausgedruckte  Zu  diesen  Beobachtungen  bedarf  man  also  einer 
guten  Uhr,  d.  h.  einer  solchen,  die  für  Zeiten,  in  welchen  gleich 
grofse  Bögen  des  Aequatörs  durch  den  Meridian  gehen,  auch  immer 
eine  gleich  grofse  Anzahl  von  Secunden  angiebt*)  und  eines  in  der 

*)  Die  Zeit  selbst  braucht  man  hierzu  nicht  zu  kennen,  da  immer  nur 
Unterschiede  von  Zeiten  beobachtet  werden. 

14* 
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Ebene  des  MeridianB  fest  aufgestellten  Höheninstnunents,  d.  h.  eines 
Meridiankreises.  Dieser  besteht  in  seinen  wesentlichen  Theilen  ans 
einer  horizontalen,  in  zwei  festen  Lagern  liegenden  Axe,  welche 
auf  jeder  Seite  einen  Kreis,  von  denen  einer  wenigstens  fein  ge* 
theilt  ist,  und  in  der  Mitte  ein  Fernrohr  trägt.  An  den  Lagern 
sind  Nonien  oder  Mikroskope  befestigt,  vermittelst  welcher  man 
bei  der  gleichzeitigen  Bewegung  des  Femrohrs  und  der  Kreise  mit 
der  horizontalen  Axe  die  vom  Femrohre  durchlaufenen  Bögen  auf 
dem  Kreise  abliest. 

Um  den  regelmäfsigen  Gang  der  Uhr  zu  prüfen,  ohne  die 
Kenntnifs  der  Sternörter  selbst  nöthig  zu  haben,  beobachtet  man 
die  auf  einander  folgenden  Durchgänge  verschiedener  Sterne  durch 
ein  im  Brennpunkte  des  Femrohrs  ausgespanntes  Fadenkreuz, 
dessen  Durchschnittspunkt  genau  im  Meridian  angenommen  wird.*) 
Die  Zeit  zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  Durchgängen  des- 
selben Sterns  durch  den  Meridian  ist  dann  gleich  24  Stunden  Stem- 
zeit  -h  A«5  wenn  A«  die  Veränderung  der  Reduction  auf  den 
scheinbaren  Ort  während  dieser  24  Stunden  bezeichnet.  "Wären 
daher  die  Beobachtungen  fehlerfrei  und  wäre  das  Instrument  bei 
beiden  Beobachtungen  genau  im  Meridian,  welche  letztere  Bedin- 
gung als  erfüllt  angenonmien  wird,  so  würden  auch  die  an  einer 
genau  regulirten  Uhr  beobachteten  Zwischenzeiten  zwischen  den 
Durchgängen  jedes  Sterns  gleich  24^  -h  A«  sein;  wegen  der  Fehler 
der  einzelnen  Beobachtungen  kann  man  aber  nur  annehmen,  dafs 
das  Mittel  der  beobachteten  Zwischenzeiten  aus  einer  Anzahl  von 
Sternen  weniger  dem  Mittel  aller  A«  gleich  24^  ist.  Findet  man 
dagegen,  dafs  dies  Mittel  nicht  24*»,  sondern  24**  —  a  ist,  so  ist  a 
der  tägliche  Gang  der  Uhr  und  alle  Beobachtungen  müssen  wegen 
desselben  verbessert  wer4en.  In  dem  Falle,  dafs  für  eine  gewisse 
Zeit  die  einzelnen  Sterne  so  nahe  denselben  Unterschied  24**  —  d 
geben,  dafs  man  die  Abweichung  den  möglichen  Fehlem  der  Beob- 
achtungen  zuschreiben  kann,  nimmt  man  den  Gang  während  dieser 
Zeit  als  constant  und  gleich  dem  Mittel  aus  allen  a  und  multiplicirt 

24  1 

die  beobachteten  Rectascensionsunterschiede  mit  — — 4= ,  um 

24— a  a 

24 

*)  Der  eine  Faden  dieses  Kreuzes  wird  der  täglichen  Bewegung  parallel 
gestellt  dadurch,  dafs  man  dem  Aequator  nahe  stehende  Sterne  den  Faden 
entlang  laufen  läfst  und  das  ganze  Kreuz  mittelst  zweier  zu  dem  Zwecke  an- 
gebrachten, gegen  einander  wirkenden  Schrauben  so  lange  dreht,  bis  der  Stern 
während  seiner  Bewegung  durch  das  Feld  den  Faden  nicht  mehr  verläfst 
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dieselbeu  vom  Gange  der  Uhr  zu  befreien.  Zeigt  sich  aber  ein  mit 
der  Zeit  wachsender  oder  abnehmender  Gang  der  ühr  und  sind 
die  Beobachtungen  zahlreich  genug,  so  kann  man  den  stündlichen 
Gang  zur  Zeit  t  von  der  Form  annehmen  a  -h  b  (t — T),  wo  a  der 
Gang  zur  Zeit  T  ist.  Multiplicirt  man  dies  mit  dt  und  integrirt 
zwischen  den  Grenzen  t  und  24  + 1,  so  findet  man  den  Gang  wäh- 
rend zweier  Culminationen  eines  Sterns,  der  zur  Zeit  t  in  den 
Meridian  kommt,  gleich 

24a  +  246  (12  +  *  —  T)  =  t* 
und  indem  man  für  alle  so  beobachteten  Sterne  den  CoefÜcienten 
von  b  berechnet  und  dann  u  dem  aus  den  einzelnen  Sternen  ge- 
fundenen Gange  gleichsetzt,  erhält  man  eine  Anzahl  von  Bedin- 
gimgsgleichungen,  aus  denen  man  a  und  b  nach  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  bestimmen  kann.  Zuletzt  erhält  man  den  Gang 
während  der  Zeit  if^  —  if  durch 

um  welche  Gröfse  jede  beobachtete  Zwischenzeit  <"  —  if  verbessert 
werden  mufs. 

Hat  man  aber  schon  eine  Reihe  von  Sternen,  deren  Rect- 
ascensionsunterschiede  genau  bestimmt  sind,  so  giebt  der  Unter- 
schied der  scheinbaren  Rectascension  jedes  Sterns  und  der  an  der 
ühr  beobachteten  Zeit  JJ  den  Fehler  der  Uhr  AI7,  der  bei  allen 
Sternen  innerhalb  der  möglichen  Beobachtuugsfehler  und  der  Fehler 
der  Stemörter  gleich  sein  wird,  wenn  die  Uhr  genau  nach  Stern- 
zeit geht.  Hat  dieselbe  aber  den  Gang  a  zur  Zeit  T,  so  giebt  jeder 
Stern  eine  Gleichung  von  der  Form: 

0  =  tr  —  a  +  A  f^  +  a  (*  —  T)  + -|- (f  —  T) « 

und  aus  vielen  Sternen  kann  man  daher  A  ^9  o,  und  b  bestimmen. 
Um  nun  die  Culminationszeiten  der  Sterne  zu  beobachten,  ist 
es  nöthig,  den  Meridiankreis  so  zu  berichtigen,  dafs  der  Durch- 
schnittspunkt des  Fadenkreuzes  in  jeder  Lage  des  Femrohrs  im 
Meridiane  oder,  wenn  dies  nicht  der  Fall  ist,  die  Abweichung  des- 
selben vom  Meridiane  bekannt  ist.*)    Ist  die   Collimationslinie, 


*)  Die  vollständigen  Methoden  zxu*  Berichtigung  des  Meridiankreises, 
sowie  zur  Bestimmung  der  Fehler  desselben  und  der  deswegen  nothwendigen 
Correctionen  der  Beobachtungen  werden  im  siebenten  Abschnitte  gegeben. 
Hier  soll  nur  gezeigt  werden,  dafs  diese  Bestimmungen  vollständig  gemacht 
werden  können,  ohne  die  Eenntnifs  der  Oerter  der  Sterne  selbst  nöthig  zu 
haben. 
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d.  h.  die  Linie  vom  Mittelpunkte  des  Objectivs  nach  dem  Faden- 
kreuze senkrecht  auf  der  Axe  der  Zapfen  (der  Umdrehungsaxe  des 
Instruments),  so  beschreibt  dieselbe  bei  der  Umdrehung  des  Fem- 
rohrs eine  Ebene,  welche  die  Himmelskugel  in  einem  gröfsteu  Kreise 
schneidet.  Ist  dann  die  Axe  der  Zapfen  horizontal,  so  wird  dieser 
gröfste  Kreis  ein  Yerticalkreis  und  wenn  diese  Axe  endlich  nach 
den  Punkten  Ost  und  West  des  Horizonts  gerichtet  ist,  so  bewegt 
sich  die  Collimationslinie  im  Meridiane.  Das  Instrument  erfordert 
daher  drei  Berichtigungen. 

Die  Horizontalität  der  Axe  kann  immer,  wie  in  No.  1  des 
letzten  Abschnitts  gezeigt  wird,  mittelst  einer  Wasserwage  geprüft 
und  auch  berichtigt  werden,  da  das  eine  der  Zapfenlager  durch 
Schrauben  erhöht  und  erniedrigt  werden  kann.  Der  Winkel,  wel" 
chen  die  Collimationslinie  mit  der  Axe  macht,  kann  durch  Umlegen 
des  ganzen  Instruments  in  seinen  Lagern  berichtigt  werden,  indem 
man  das  Fernrohr  in  jeder  Lage  des  Instruments  auf  ein  entferntes 
irdisches  Object  richtet,  oder  noch  besser  auf  ein  zu  dem  Zwecke 
vor  dem  Fernrohre  des  Meridiatikreises  aufgestelltes  Femrohr  (CoUi- 
mator),  dessen  Collimationslinie  mit  der  des  Meridiankreises  zu- 
sammenfällt. Ist  nämlich  im  Brennpunkte  dieses  Fernrohrs  ebenfalls 
ein  Fadenkreuz,  so  wird  dies  im  Fernrohre  des  Meridiankreises 
ebenso  wie  ein  unendlich  entferntes  Object  gesehen  werden,  da  die 
vom  Fadenkreuze  ausgehenden  Strahlen  das  Objectiv  des  CoUimators 
parallel  verlassen.  Ist  nun  der  Winkel,  welchen  die  Collimations- 
linie mit  der  Axe  des  Meridiankreises  macht,  von  einem  rechten 
Winkel  um  x  verschieden,  so  werden  die  Winkel,  welche  die  Axen 
der  beiden  Fernröhre  in  beiden  Lagen  des  Meridiankreises  mit 
einander  machen,  um  2x  verschieden  sein,  oder  das  Fadenkreuz 
des  festen  Fernrohrs  wird  sich,  im  Fernrohre  des  Meridiankreises 
gesehen,  um  den  Winkel  2x  gegen  das  andre  Fadenkreuz  bewegt 
zu  haben  scheinen.  Verschiebt  man  dann  dies  Fadenkreuz  durch 
Schrauben,  welche  dasselbe  senkrecht  gegen  die  Gesichtslinie  be- 
wegen, um  den  Winkel  a?,  so  wird  jetzt  die  Collimationslinie  senk- 
recht auf  der  Umdrehungsaxe  stehen  und  das  Fadenkreuz  des 
CoUimators  wird  in  beiden  Lagen  des  Instruments  seine  La^e 
gegen  das  Fadenkreuz  des  Instruments  unverändert  beibehalten, 
oder  richtiger  in  beiden  Lagen  gleichweit  vom  Durchschnittspunkte 
des  Fadenkreuzes  abstehen.  Sollte  dies  noch  nicht  genau  der  Fall 
sein,  so  kann  man  durch  Wiederholung  der  Operation  den  Fehler 
beliebig  klein  machen. 

Wenn  diese  Berichtigungen  gemacht  sind,  beschreibt  die  Colli' 
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mationslinie  einen  Verticalkreis.  um  endlich  die  horizontale  Axe 
genau  von  Ost  nach  West  zu  richten,  muTs  man  zur  Beobachtung 
der  Sterne  seine  Zuflucht  nehmen,  aber  die  Eenntnifs  der  Oerter 
derselben  ist  nicht  erforderlich.  Die  Circumpolarsterne ,  z.  B.  der 
Polarstem,  beschreiben,  aufser  unter  sehr  kleinen  Polhöhen,  einen 
vollen  Kreis  über  dem  Horizonte.  Bewegt  sich  nun  das  Femrohr 
in  einem  Yerticalkreise  und  ist  es  wenigstens  dem  Meridian  nahe, 
so  wird  die  Gesichtslinie  den  Parallelkreis  des  Stems  in  zwei 
Punkten  schneiden,  der  Stem  wird  also  zweimal  während  seines 
Umlaufs  im  Femrohre  gesehen  werden  können.  Beobachtet  man 
dann  die  Zeiten  der  Durchgänge  durch  das  Fadenkreuz  zuerst  über, 
dann  unter  dem  Pole,  so  wird  nur  in  dem  Falle,  dafs  sich  das 
Femrohr  im  Meridiane  bewegt,  die  Zwischenzeit  gleich  12  Stunden 
Sternzeit  -HA«  sein,  wo  A«  jetzt  die  Aenderung  der  scheinbaren 
Rectascension  des  Sterns  in  12  Stunden  ist;  während  die  Zeit  gröfser 
oder  kleiner  sein  wird,  je  nachdem  sich  das  Fernrohr  auf  der 
Ost-  oder  Westseite  vom  Meridiane  bewegt.  Da  nun  das  eine  der 
Zapfenlager  eine  Bewegung  in  der  Richtung  von  Nord  nach  Süd 
zuläfst,  so  kann  man  dies  solange  verrücken,  bis  die  Zwischenzeit 
zwischen  zwei  Beobachtungen  genau  gleich  12^  -H  A«  ist,  wenn  das 
Femrohr  im  Meridiane  oder  die  Axe  von  Ost  nach  West  gerichtet 
sein  wird.*) 

Man  kann  auch  die  Zwischenzeit  zwischen  drei  aufeinander 
folgenden  Durchgängen  des  Stems  durch  den  Meridian,  von  denen 
also  zwei  auf  derselben  Seite  des  Pols  sind,  mit  einander  ver- 
gleichen, die,  im  Falle  das  Instrument  sich  im  Meridiane  bewegt, 
gleich  sein  müssen.  Sind  die  Zwischenzeiten  ungleich,  so  bewegt 
sich  das  Fernrohr  auf  derjenigen  Seite  vom  Meridian,  auf  welcher 
der  Stern  die  kürzere  Zeit  verweilt  hat. 

Beobachtet  man  nun  an  einem  so  berichtigten  Instrumente  die 
Dorchgangszeiten  der  Sterne,  so  erhält  man  die  scheinbaren  Rect- 
ascensionsunterschiede  und  an  diese  sind  die  Reductionen  auf  den 
scheinbaren  Ort  mit  umgekehrten  Zeichen  anzubringen,  um  die  mitt- 
leren Rectascensionsunterschiede  für  den  Anfang  des  Jahres  zu  er- 
halten.    Die  Berechnung  der  Formeln  für  diese  Correctionen  setzt 


*)  Da  die  YoUkommene  Berichtigung  des  Instruments  wegen  der  Aen- 
derungen  der  Fehler  unpraktisch  wäre,  so  berichtigt  man  dasselbe  nur  an- 
nähernd und  bestimmt  durch  die  obigen  oder  ähnliche  Methoden,  wie  im 
letzten  Abschnitte  gezeigt  wird,  die  Fehler  des  Instruments  und  corrigirt  die 
beobachteten  Durchgangszeiten  wegen  dieser  Fehler. 
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aber  schon  eine  genäherte  Kenntnifs  der  Rectascension  nnd  Decli- 
nation  voraus,  die  man  aber  durch  frühere  Sternverzeichnisse  hat. 

Hat  das  Gestirn  eine  sichtbare  Scheibe,  so  kann  man  nur  den 
Rand  desselben  beobachten  und  man  mufs  daher,  da  ein  solches 
Gestirn  auch  eine  eigene  Bewegung  hat,  nach  No.  28  des  ersten 
Abschnitts  die  Zeit  berechnen,  in  welcher  sich  der  Halbmesser  des- 
selben durch  den  Meridian  bewegt  und  diese  Zeit  zu  der  beobach- 
teten Zeit  hinzulegen  oder  davon  abziehen,  je  nachdem  man  den 
dem  Mittelpunkte  vorhergehenden  oder  den  demselben  folgenden 
Rand  beobachtat  hat.  Bei  der  Sonne,  wo  man  beide  Ränder  beob- 
achten kann,  kann  man  einfach'  das  Mittel  aus  den  beiden  Beobach- 
tungszeiten nehmen. 

Die  ührzeiten  der  Culminationen  der  Sterne  können  noch  auf 
eine  andere  Weise,  nämlich  durch  die  Beobachtung  der  Zeiten,  zu 
welchen  die  Sterne  gleiche  Höhen  auf  beiden  Seiten  des  Meridians 
erreichen,  bestimmt  werden.  Zu  diesen  Beobachtungen  ist  ein 
Höhenkreis  erforderlich,  der  an  einer  verticalen  Säule  befestigt  ist, 
welche  selbst  eine  Bewegung  um  ihre  Axe  zuläfst,  sodafs  der  Kreis 
in  die  Ebene  aller  Verticalkreise  gebracht  werden  kann.  Beobachtet 
man  mit  einem  solchen  Instrumente  die  Zeiten,  zu  welchen  ein  Stern 
gleiche  Höhen  auf  beiden  Seiten  des  Meridians  erreicht,  so  ist  die 
halbe  Summe  dieser  Zeiten  die  ührzeit  der  Culmination  des  Sterns. 
Es  ist  klar,  dafs  man  die  Höhe  des  Sterns  selbst  gar  nicht  zu 
kennen  braucht,  und  es  ist  nur  wesentlich,  dafs  das  Femrohr  in 
beiden  Beobachtungen  genau  denselben  Winkel  mit  dem  Horizonte 
macht.  Sind  aber  die  beiden  Winkel  etwas  verschieden,  so  kann 
man  leicht  den  dadurch  verursachten  Fehler  der  ührzeit  der  Cul- 
mination berechnen;  denn,  wenn  die  westliche  Zenithdistanz  um 
A-sr  zu  grofs  beobachtet  ist,  so  ist  der  Stern  in  einem  Stundenwinkel 

beobachtet,  der  um : — 7  zu  grofs  ist  und  man  mufs  daher  von 

'  cosfpsinJL         ^ 

dem  Mittel  der  beiden  Zeiten  die  Correction  A^ r— 7  abziehen. 

Eine  solche  Correction  wird  schon  immer  we^en  der  Refraction  zu 
machen  sein;  denn  obwohl  die  mittlere  Refraction  für  die  beiden 
Beobachtungen  dieselbe  ist,  wenn  die  Höhe  dieselbe  ist,  so  wird 
doch  der  verschiedene  Stand  der  meteorologischen  Instrumente  zu 
den  Zeiten  beider  Beobachtungen  einen  kleinen  Unterschied  hervor- 
bringen, dessen  Einflufs  nach  der  obigen  Formel  berechnet  werden 
kann.    Bei  der  Sonne  macht  auch  die  Aenderung  der  Declination 
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wfihrend  der  Zwischenzeit  beider  Beobachtangen  eine  Correction 
Bothwendig. 

Aus  der  Formel  -Ji=  cos  ?>  sin^  sieht  man,  dafs  es  am  vor- 

theilhaftesten  sein  wird,  die  Zenithdistanzen  der  Sterne  in  der  Nähe 
des  ersten  Yerticals  zu  beobachten,  weil  sich  dieselben  dort  am 
schnellsten  ändern,  und  besonders  vortheilhaft  werden  diese  Be- 
stimmungen in  der  Nähe  des  Aequators,  weil  dort  auch  cos  ^  nahe 
gleich  Eins  ist,  für  Gestirne  nahe  am  Aequator.  Da  die  Bestim- 
mung der  absoluten  Rectascensionen,  wie  man  später  sehen  wird, 
auf  solchen  Beobachtungen  beruht,  so  wird  dieselbe  an  Orten,  deren 
Polhöhe  nicht  zu  grofs  ist,  sich  mit  Vortheil  nach  der  obigen  Me- 
thode machen  lassen. 

6.  Stellt  man  die  Sterne  bei  dem  Durchgange  durch  den  ver- 
ticalen  Faden  des  Meridiankreises  auch  auf  den  horizontalen  Faden 
ein  und  liest  die  Zahlen  ab,  welche  die  Nonien  oder  Mikroskope 
auf  dem  Kreise  angeben,  so  erhält  man  aus  den  Unterschieden  dieser 
Zahlen  die  Unterschiede  der  scheinbaren  Meridianhöhen*).  Kennt 
man  dann  auch  den  Zenithpunkt  des  Kreises,  so  erhält  man,  wenn 
man  denselben  von  allen  Ablesungen  abzieht,  die  scheinbaren  Zenith- 
distanzen der  Sterne.  Diesen  Punkt  kann  man  aber  leicht  durch 
die  Beobachtung  der  reflectirten  Bilder  der  Fäden  in  einem  Queck- 
silberhorizonte finden.  Richtet  man  nämlich  das  Fernrohr  nach 
dem  Nadir  und  stellt  ein  Gefäfs  mit  Quecksilber  unter  das  Objectiv, 
so  wird  man,  wenn  man  Licht  von  der  Aufsenseite  des  Oculars 
nach  dem  Quecksilber  hin  reflectirt,  aufser  den  Fäden  auf  hellem 
Grunde  auch  die  reflectirten  Bilder  derselben  erblicken,  und  wenn 
man  das  Femrohr  soweit  bewegt,  dafs  das  reflectirte  Bild  des 
horizontalen  Fadens  mit  dem  Faden  zusammenfällt,  so  wird  das 
Femrohr  nach  dem  Nadir  gerichtet  sein,  man  erhält  daher  dann 
durch  die  Ablesung  den  Nadirpunkt,  mithin  auch  den  Zenithpunkt 
des  Kreises. 

Die  scheinbaren  Zenithdistanzen  der  Sterne  müssen  zunächst 
von  der  Refraction  und,  wenn  man  die  Sonne,  den  Mond  oder 
einen  der  Planeten  beobachtet,  auch  von  der  Parallaxe  befreit 
werden,  indem  man  zu  der  Zenithdistanz  die  nach  Formel  (Ä)  in 


*)  Im  siebenten  Abschnitte  werden  die  vollständigen  Correctionen  ge- 
geben, die  an  diese  Ablesungen  anzubringen  sind,  um  dieselben  von  den 
Fehlem  des  Instruments  zu  befreien,  wie  z.  B.  den  Theilungsfehlern  und  den 
Yon  der  Einwirkung  der  Schwere  auf  die  einzelnen  Theile  des  Instruments 
herrührenden  Fehlem. 
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No.  12  des  dritten  Abschnitts  berechnete  Refraction  addirt  und  da- 
von p  sin  z  abzieht,  wo  p  die  Horizontalparallaxe  ist  (auljser  beim 
Monde,  wo  die  strenge  Formel  anzuwenden  ist).  Hat  das  Gestirn 
eine  sichtbare  Scheibe  wie  die  Sonne,  so  mufs  man  an  die  beob- 
achtete und  wegen  Refraction  und  Parallaxe  verbesserte  Zenith- 
distanz  des  Randes  noch  den  Halbmesser  anbringen,  oder  wenn 
man  den  oberen  sowohl  als  den  unteren  Rand  der  Sonne  beobachtet 
hat,  aus  beiden  corrigirten  Zenithdistanzen  das  Mittel  nehmen.  Da 
man  in  diesem  Falle  die  Einstellung  des  oberen  und  unteren  Randes 
in  einiger  Entfernung  vom  verticalen  Faden,  also  vom  Meridian 
machen  mufs,  so  ist  es  nöthig,  noch  eine  kleine  Correction  an- 
zubringen (deren  Ausdruck  im  siebenten  Abschnitte  gegeben  wird), 
da  der  Horizontalfaden  einen  gröfsten  Kreis  an  der  Himmelskugel 
darstellt,  also  vom  Parallel  des  Gestirns  verschieden  ist. 

Kennt  man  die  Zenithdistanzen  im  Meridiane,  so  erhält  man 
daraus  nach  No.  23  des  ersten  Abschnitts  die  Declinationen,  wenn 
die  Polhöhe  des  Standpunkts  des  Instruments  bekannt  ist.  Diese 
kann  man  aber  leicht  bestimmen,  indem  man  nach  dem  Vorigen 
die  Zenithdistanzen  der  Circumpolarsterne  in  der  oberen  und  un- 
teren Culmination  beobachtet,  da  die  halbe  Summe  der  wegen  der 
Refraction  corrigirten  Zenithdistanzen  -\-^^^  gleich  der  Aequator- 
höhe  des  Beobachtungsortes  ist,  wo  A  ^  die  Aenderung  der  Reduction 
auf  die  scheinbare  Declination  während  der  Zwischenzeit  ist.  Man 
kann  auch  die  Polhöhe  dadurch  bestimmen,  dafs  man  die  Circum- 
polarsterne in  der  oberen  und  unteren  Culmination  sowohl  direct, 
als  auch  von  einem  künstlichen  Horizonte  reflectirt  beobachtet 
Dann  ist  die  halbe  Summe  der  wahren  Höhen  in  der  oberen  und 
unteren  Culmination  weniger  ^A^  gleich  der  Polhöhe  des  Beob- 
achtungsortes. Da  aber  die  directen  und  reflectirten  Beobachtungen 
nicht  gleichzeitig  gemacht  werden  können,  auch  gewöhnlich  bei 
jeder  Culmination  mehrere  Beobachtungen  in  der  Nähe  des  Meri- 
dians gemacht  werden,  so  mufs  man  in  dem  Falle  an  jede  einzelne 
Beobachtung  die  Reduction  auf  den  Meridian  anbringen,  wie  dies 
im  siebenten  Abschnitte  beim  Meridiankreise  gezeigt  wird. 

Für  einen  Beobachtungsort  in  der  Nähe  des  Aequators  lassen 
sich  diese  Methoden  der  Bestimmung  der  Polhöhe  durch  die  Circum- 
polarsterne nicht  anwenden.  Für  einen  solchen  Ort  mufs  man  die 
Höhe  oder  Zenithdistanz  des  Aequators  durch  die  Beobachtung  der 
Sonne  bestimmen,  wie  dies  in  der  folgenden  Nummer  gezeigt  wer- 
den wird. 

Nachdem  so  die  Polhöhe  des  Beobachtungsorts  bestimmt  ist, 
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findet  man  aus  den  wegen  Refraction  verbesserten  Zenithdistanzen 
die  scheinbaren  Declinationen  der  Sterne«  die  dann  durch  Anbrin- 
gung der  Reduction  auf  den  scheinbaren  Ort  mit  umgekehrtem 
Zeichen  in  mittlere  Declinationen  für  den  Anfang  des  Jahres  ver- 
wandelt werden. 

7.     Da  for  die  Sonne 

sin  Ä  tang  s  =  tang  2>, 
80  giebt  die  Beobachtung  der  Declination  der  Sonne  entweder  die 
Schiefe  der  Ecliptic,  wenn  die  Rectascension  bekannt  ist,  oder  die 
Rectascension,  wenn  die  Schiefe  als  bekannt  angenommen  wird. 
Die  Differentialgleichung  (welche  man  erhält,  wenn  man  die  obige 
Gleichung  lognrithmisch  differenzirt) 

cotang-4 .  dA  -f-   .    ^    =   .    ^j. 
°  sm2e      sm  2i> 

zeigt  aber,  dafs  es  am  vortheilhaftesten  ist,  die  Schiefe  der  Ecliptic 

durch  Beobachtungen  in  der  Nähe  der  Solstitien,  die  Rectascension 

dagegen  durch  Beobachtungen  in  der  Nähe  der  Aequinoctialpunkte 

zu  bestimmen.    Beobachtet  man  die  Declination  der  Sonne  zur  Zeit, 

wenn  die  Rectascension  derselben  90^  oder  270^  ist,  so  ist  dieselbe, 

wenn  man  die  Breite  der  Sonne  davon  abzieht,  gleich  der  Schiefe 

der  Ecliptic.    Wenn   man    aber   auch   nur  die  Declination  in  der 

Nähe  der  Solstitialpunkte  beobachtet,  so  wird  man,  wenn  man  die 

Lage  des  Frühlingspunkts  näherungsweise  kennt,  durch  Rechnung 

entweder  nach  obiger  Formel,  oder  besser  durch  die  Entwickelung 

derselben  in  eine  Reihe,  die  Schiefe  der  Ecliptic  finden.    Sei  D'  die 

beobachtete  Declination,  B  die  Breite  der  Sonne,  so  wird  nach  den 

Formeln  in  der  Anm.  zu  No.  11  des  ersten  Abschnitts 

cos-ö 
die  wegen  der  Breite  der  Sonne  verbesserte  Declination  sein,  welche 
man  beobachtet  haben  würde,  wenn  der  Mittelpunkt  der  Sonne  in 
der  Ecliptic  gestanden  hätte.  Ist  dann  x  die  Entfernung  der  Sonne 
vom  Solstitialpunkte  in  Rectascension,  also  gleich  90^ — -4.,  so  hat 
man  die  Gleichung: 

cos  X  tang  e  ^  taug  D, 
aus  der  man,   da  x  nach  der  Voraussetzung  eine  kleine  Gröfse  ist, 
e  in  eine  schnell  convergirende  Reihe  entwickeln  kann,  indem  man 
nach  Formel  (18)  in  No.  11  der  Einleitung  erhält: 

e  =  D  +  tangia?2  ^  gj^ 2i)  +  ^  tang  i«*  sin  42)  -h  . . .         (Ä) 
Danach  kann  man  also  aus  einer  Beobachtung  der  Declination 
der  Sonne  in  der  Nähe  eines  der  Solstitialpunkte  die  Schiefe  der 
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Ecliptic  leicht  bestimmen.  Es  ist  klar,  dafs  die  Aberration  der 
Sonne,  die  nur  den  scheinbaren  Ort  in  der  Ecliptic  ändert,  keinen 
Einflufs  auf  das  Resultat  hat.  Ebenso  wenig,  wird  e  geändert, 
wenn  Ä  und  D  mittelst  der  Präcession  auf  ein  andres  Aequinoctimn 
reducirt  würden.  Sind  aber  Ä  und  D  mit  der  Nutation  behaftet,  so 
wird  auch  das  gefundene  s  die  scheinbare,  mit  Nutation  behaftete 
Schiefe  der  Ecliptic  sein. 

Am  19,  Juni  184B  wurde  zu  Königsberg  die  Declination  der 
Sonne  beohachtet  gleich  4-  23^26' 8".  57,  welcher  Werth  schon 
wegen  der  Refraction  und  Parallaxe  verbessert  ist.  Die  Rect- 
ascension  zu  derselben  Zeit  ward  5**  48™  50^  .  54  gefunden.  Es 
ist  also  för  diesen  Fall  a:  =  0»»  ll^^O»  .  46  =  2^47'  21".  90,  und  da 
die  Breite  der  Sonne  gleich  -l-0".70  war,  so  wird: 

i)=:  +  230  26'    7".  87 

I.  Glied  der  Reihe  =     H-  1  29   .  23 

IL  Glied  der  Reihe  =  +  0  .  04 

fi  =  23^27' 3rM4. 

Dies  ist  also  die  scheinbare  Schiefe  für  1843  Juni  19,  wie  die- 
selbe aus  dieser  Beobachtung  folgt.  Berechnet  man  nun  die  Nutation 
der  Schiefe  nach  den  Formeln  in  No.  5  des  zweiten  Abschnitts, 
so  findet  man,  da  0,=  272^37'.  4,  ©  =  87<>0',  (i  =  350^17'  und 
P=  2800 14'  ist,  Ae=H-0".05,  mithin  wird  die  mittlere  Schiefe 
für  diesen  Tag  nach  dieser  Beobachtung  23^  27'  37" .  09. 

Dasselbe  hätte  man,  nur  auf  längerem  Wege,  erhalten,  wenn 
man  Ä  und  D  nach  den  in  No.  5  und  7  des  zweiten  Abschnitts 
gegebenen  Vorschriften  wegen  der  Nutation  verbessert  und  mit  die- 
sen verbesserten  Werthen  die  Formel  (Ä)  berechnet  hätte.  Es  ist 
aber  die  Nutation  der  Länge  gleich  4- 18".  18,  womit  man  findet 
Aa  =  H-  1»  .  25,  A<^  =  4-  0".  39,  mithin: 

Verbessertes  D  =  23®  26     T* .  48 

I.  Glied  +  1  29  .  57 

IL  Glied         +0  .04 

Mittlere  Schiefe  =  23°  27'  37" .  09. 

Um  nun  das  Resultat  von  den  zufälligen  Beobachtungsfehlem 
zu  befreien,  beobachtet  man  die  Declination  der  Sonne  an  möglichst 
vielen,  in  der  Nähe  des  Solstitiums  liegenden  Tagen  und  nimmt 
aus  den  einzelnen  dadurch  erhaltenen  Bestimmungen  von  e  das 
Mittel.  Die  in  x  und  D  möglicherweise  vorhandenen  constanten 
Fehler  werden  aber  auf  diese  Weise  nicht  eliminirt.  Bezeichnet 
man  die  mit  den  Werthen  x  und  D  nach  dem  Vorigen  berechnete 
Schiefe  durch  e',  den  wahren  Werth  der  Schiefe  durch  e,  die  Fehler 
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Ton  X  und  D  durch  dx  nnd  dD,  so  giebt  jede  Beobachtung  die 
Gleichung: 

sin  2I> 

wie  man  leicht  aus  der  oben  gegebenen  Differentialgleichung  findet 
und  wo  dx  in  Zeitsecunden  ausgedrückt  ist.  Für  das  obige  Beispiel 
wird  z.  B.: 

e  =  23°  27'  37".09  +  0.212  dx  +  1.001  dD, 

so  dafs  ein  Fehler  von  einer  Zeitsecunde  in  x  erst  einen  Fehler  von 
0".21  in  der  Schiefe  erzeugt.  Nimmt  man  dann  einen  Werth  e^ 
von  e  an,  so  dafs  «  =  e^j  -\-  de  ist  und  setzt  e  o  —  «'  =  »,  so  giebt 
eine  jede  Beobachtung  eine  Gleichung  von  der  Form: 

0  =  n-hde—  ^  tang o; sin 2 e da; .    .  ^ dB. 

sin  2 1> 

Behandelt  man  dann  alle  Gleichungen  nach  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate,  so  kann  man  aus  den  drei  Gleichungen  des 
Minimums  dt  als  Function  von  dx  und  dD  darstellen,  so  dafs  man 
dann  leicht,  wenn  man  genöthigt  sein  sollte,  die  Rectascensionen 
oder  Declinationen  um  die  constanten  Gröfsen  dA  =  —  dx  und  dD 
zu  ändern,  die  daraus  entstehende  Aenderung  von  e  findet.  Der 
aus  den  Beobachtungen  eines  Solstitiums  gefundene  wahrschein- 
lichste Werth  der  Schiefe  wird  also  die  Form  haben: 

e'-hrtd2)4-5<fa;, 

wo  der  Coefficient  von  dD  immer  nahe  gleich  Eins  ist  Sind  keine 
constanten  Fehler  in  D  und  x  vorhanden,  also  dD  und  dx  gleich 
Null,  so  sollte  man,  wenn  man  eine  ähnliche  Bestinmiung  zur  Zeit 
des  Wintersolstitiums  macht,  bis  auf  die  Säcularveränderung  0".23 
während  der  Zwischenzeit  der  Beobachtungen  denselben  Werth  für 
die  Schiefe  erhalten.  Im  Allgemeinen  werden  sich  aber  die  bei 
den  einzelnen  Zenithdistanzen  gemachten  zufälligen  Fehler  oder  zu- 
fällige-Fehler  in  der  Refraction  nicht  völlig  in  dem  Mittel  der  um 
das  Solstitium  herum  gemachten  Beobachtungen  aufheben,  so  dafs 
man  erst  hoffen  kann,  aus  dem  Mittel  einer  Anzahl  von  beobach- 
teten Solstitien  auf  eine  Epoche  reducirt,  einen  genauen  Werth  für 
die  Schiefe  zur  Zeit  dieser  Epoche  zu  erhalten.  Bestimmt  man 
aber  die  mittlere  Schiefe  der  Ecliptic  zu  verschiedenen  Zeiten,  so 
erhält  man  zugleich  die  Säcularänderung  derselben.  Hat  man  zur 
Zeit  t  die  mittlere  Schiefe  «  beobachtet  und  ninmit  man  an,  dafs 
zur  Zeit  t^  der  wahre  Werth  der  mittleren  Schiefe  «q  -h  de  war, 
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und  dafs  die  jährliche  Abnahme  Ae-4-a?  ist,  so  würde,  wenn  der 
beobachtete  Werth  der  richtige  wäre, 

e  =  eo  +  dfi  —  (Ae  H- a)  (^  —  *o) 
sein. 

Setzt  man  daher 

eo  —  A  e  (^  —  *o)  —  e  =  n, 

SO  giebt  jede  Beobachtung  der  mittleren  Schiefe  zur  Zeit  eines 
Sols^itiums  eine  Gleichung  von  der  Form: 

und  wenn  man  mehrere  solcher  Bestimmungen  hat,  so  kann  man 
daraus  die  wahrscheinlichsten  Werthe  von  de  und  x  nach  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  finden.  Bessel  fand  so  aus  der 
Vergleichung  seiner  eigenen  Beobachtungen  mit  denen  von  Bradley 
für  die  mittlere  Schiefe  der  Ecliptic  für  1800  den  Werth  23»  27'  54".  80 
und  die  jährliche  Abnahme  0".457,  während  Peters  aus  der  Ver- 
gleichung der  Struve'schen  Beobachtungen  mit  denen  von  Bradley 
die  mittlere  Schiefe  für  die  Zeit  t  gleich 

23"  27'  54". 22  —  0".4645  {t  -  1800) 

fand,  ein  Werth,  der  jetzt  gewöhnlich  als  der  genauere  angenom- 
men wird. 

Ist  bei  der  Bestimmung  der  Declinationen  ein  constanter  Fehler 
gemacht,  z.  B.  die  Polhöhe  nur  annähernd  bekannt,  so  werden  sich 
auch  in  der  aus  den  Sommer-  und  Wintersolstitien  bestimmten 
Schiefe  constante  Unterschiede  zeigen.  Da,  D  =  z  -h  9,  so  würde 
man,  wenn  d^  die  an  die  angenommene  Polhöhe  anzubringende 
Verbesserung  bezeichnet  und  e  wieder  der  wahre,  e'  der  aus  den 
Beobachtungen  hergeleitete  Werth  der  Schiefe  ist,  zur  Bestimmung 
von  d^  aus  dem  Sommersolstitium  die  Gleichung  haben: 

e  =  e'  -f-  ad^^ 
dagegen  aus  dem  Wintersolstitium  die  Gleichung: 

e,  =  s"  —  a'd^ 
und  es  wäre  daher: 

^9- ^qi^; . 

wo  e  —  e'  die  Säcularänderung  ist.  Dies  ist  die  Verbesserung  der 
Polhöhe,  vorausgesetzt,  dafs  in  der  Bestimmung  von  z  kein  con- 
stanter Fehler  ist.  Einen  genäherten  Werth  für  die  Polhöhe  findet 
man  auch  auf  diese  Weise  schon  durch  die  Beobachtung  der  Zenith- 
distanz  der  Sonne  an  den  Tagen  des  Sommer-  und  Wintersol- 
stitiums.     Sind  nämlich  zf  und  zf^  die  wegen  Refraction,  Parallaxe 


223 

und  Nutation  corrigirten  Zenithdistanzen  und  nimmt  man  südliche 
Zenithdistanzen  negativ,  so  wird: 

«'  -4-  «" 

8.  Kennt  man  die  Schiefe  der  Ecliptic,  so  kann  man  die 
absolute  Rectascension  eines  Sterns  und  somit  aus  den  Re'ctascen- 
sionsunterschieden  die  Rectascensionen  aller  Sterne  bestimmen.  Man 
wählt  dazu  immer  einen  hellen  Stern  aus,  den  man  auch  bei  Tage 
immer  beobachten  kann  und  der  in  der  Nähe  des  Aequators  steht, 
wie  z.  B.  a  Canis  minoris  (Procyon)  oder  a  Aquilae  (Atair).  Beob- 
achtet man  nun  den  Stern  im  Meridian  zur  Uhrzeit  ^,  die  Sonne 
zur  Zeit  T,  so  ist  die  Zeit  ^  —  T,  wegen  des  Ganges  der  Uhr  cor- 
rigirt,  gleich  dem  Rectascensionsunterschiede  des  Sterns  und  der 
Sonne  zur  Zeit  der  Culmination  derselben.  Hat  man  dann  auch 
bei  der  Culmination  die  Declination  der  Sonne  beobachtet,  so  er- 
hält man  die  Rectascension  der  Sonne  aus  der  Gleichung: 

sin  A  tang  £  =  tang  2>, 
wo  wieder  vorausgesetzt  ist,  dafs  D  wegen  der  Parallaxe  und  Breite 
der  Sonne  corrigirt  ist.    Man  findet  daher  auch: 

a  =  arc  sin  ^ Vt  —  T, 

längs 

wo  strenge  genommen  auch  die  Zeit  T  wegen  der  Breite  der  Sonne 
corrigirt  sein  mufs,  indem  man  dazu  -I-  cos  A  sec  ^  sin  e  —  addirt. 

Ist  die  angenonmiene  Schiefe  e  und  die  beobachtete  Declina- 
tion D  fehlerhaft,  so  wird  man  auch  a,  abgesehen  von  den  Beob- 
achtungsfehlem in  der  Zwischenzeit  t — T,  fehlerhaft  erhalten.  Um 
den  Einflufs  solcher  Fehler  zu  schätzen,  dient  wieder  die  in  der 
vorigen  Nummer  gefundene  Differentialgleichung: 

sin  2  e  sin  2  x> 

wonach  also  jede  Beobachtung  die  Gleichung  giebt: 

.    tang D  .    .       -,      2 tang A  .     .2 tang A  ,^       .  ,^ 

a  =  arc  sin  -— ^ h  t  —  T ^|—  de  +     rT^i  ^■^-      (^) 

lange  8m2e  sin  21/ 

Man  sieht  aus  dieser  Gleichung,  dafs  es  am  vortheilhaftesten 
ist,  die  Beobachtungen  in  der  Nähe  des  Aequinoctiums  anzustellen, 
da  dann  die  Goefficienten  von  de  und  dD  9.m  kleinsten  werden, 
nämlich  far  de  gleich  Null  und  iai  dD  gleich  cotang  e  oder  2.3. 
Man  sieht  femer,  dafs  man  die  Beobachtungen  so  combiniren  kann, 
dafs  der  Einflufs  eines  Fehlers  in  e  sowohl  als  eines  constanten 
Fehlers  in  D  verschwindet.    Nimmt  man  nämlich  aus  der  Gleichung 


224 

sin  Ä  =  *"^      für  Ä  immer  den  spitzen  Winkel,  so  erhält  man  für 
lange 

die  Rectascension  180^— -4.'  der  Sonne,  wenn  t^  nnd  T  wieder  die 
beobachteten  Culminationszeiten  des  Sterns  und  der  Sonne  bezeich- 
nen, die  Gleichung: 

a==  180  —  arc sin ^7^^ \'f  —  T-\ r-| — de .    J^^  dB, 

tang  e  sm  2  £  sm  2 1/ 

und  indem  man  diese  Gleichung  mit  der  vorigen  verbindet: 

a  =  i[(*-r)  +  (*'~r)]  +  i  [aresin  ^^-arc sin ^?^  + 180«] 

^\^^^]aD^'^''rJ^'''de,(S) 
L8m2i>      sm22>J  sm  2  e 

Ist  nun  der  spitze  Winkel -4.'= ^1,  so  ist  auch  2>'=D.  Beob- 
achtet man  also  die  Rectascensionsunterschiede  der  Sonne  und  eines 
Sterns  zu  den  Zeiten,  wo  die  Sonne  die  Rectascensionen  Ä  und 
180^ — Ä  hat,  so  werden  die  Coefficienten  von  dD  und  de  in  der 
Gleichung  (B)  gleich  Null,  die  constanten  Fehler  in  der  Declination 
und  der  Schiefe  werden  dann  also  ohne  allen  Einflufs  auf  die  Rect- 
ascension des  Sterns  sein.  Man  wird  dies  zwar  nie  in  aller  Strenge 
erreichen  können,  weil  es  sich  nie  so  treffen  wird,  dafs,  wenn  die 
Sonne  bei  einer  Culmination  die  Rectascension  Ä  hat,  auch  grade 
die  Rectascension  180^  —  Ä  mit  einer  Culmination  zusammentrifft. 
Wenn  aber  auch  nur  Ä^  nahe  gleich  180^  —  Ä  ist,  so  wird  der 
übrig  bleibende,  von  dD  und  de  abhängige  Fehler  doch  immer 
nur  höchst  gering  sein. 

Um  also  die  absolute  Rectascension  eines  Sterns  zu  bestim- 
men, mufs  man  die  Rectascensionsunterschiede  der  Sonne  und  eines 
Sterns  um  das  Frühlings-  und  Herbstäquinoctium  herum  beobach- 
ten. Hat  man  aber  das  eine  Mal  nach  dem  Frühlingsäquinoctium 
beobachtet,  so  mufs  man  die  zweite  Beobachtung  ebenso  lange  vor 
dem  Herbstäquinoctium  anstellen  und  umgekehrt,  fällt  die  erste 
Beobachtung  vor  das  Frühlingsäquinoctium,  so  mufs  die  zweite 
Beobachtung  ebenso  lange  nach  dem  Herbstäquinoctium  gemacht 
werden.  In  der  Verbindung  zweier  solcher  Beobachtungen  heben 
sich  die  constanten  Fehler  in  D  und  e  auf  und  es  bleiben  nur  die 
bei  der  Beobachtung  begangenen  zufälligen  Fehler  der  Culminations- 
zeiten und  Declinationen  im  Resultate  zurück.  Diese  kann  man 
nur  durch  die  Anzahl  der  Beobachtungen  eliminiren  und  man  mufs 
daher  zu  dem  Ende  nicht  blofs  zwei,  sondern  eine  möglichst  grofse 
Anzahl  von  Beobachtungen,  die  vor  und  nach  dem  Frühlingsäqui- 
noctium und  ebenso  vor  und  nach  dem  Herbstäquinoctium  angestellt 
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sM,  verbinden,  wo  man  sich  aber  gar  nicht  anf  die  Nähe  des 
Aequinoctioms  zu  beschränken  braucht.  Nimmt  man  für  a  einen 
genäherten  Werth  a^  an,  sodafs  assa^  +  ^a  ist  und  setzt: 

.    tangD      ,^       _. 

«0  —  arc  sm  -—— (i  —  T)  ^=n. 

tange 

so  giebt  jede  Beobachtung  eine  Gleichung  von  der  Form: 

^  , -j      .   2  tang -4  ,         2taiigJ.,^ 

0  =  tt  4-  da  -h  —T-^ —  dff t-^^tT  ^^' 

sin  2  £  sin  2 1> 

Behandelt  man  alle  Gleichungen  nach  der  Methode  der  klein- 
sten Quadrate,  so  kann  man  daraus  die  wahrscheinlichsten  Werthe 
von  da-,  de  und  dD  finden  oder  auch  aus  den  Gleichungen  des 
Minimums  da  als  Function  von  de  und  dD  bestimmen,  sodafs, 
wenn  man  d^  und  dD  aus  anderen  Beobachtungen  ableitet  und 
diese  Werthe  in  dem  Ausdrucke  von  da  substituirt,  man  diejenige 
Correction  da  findet,  welche  mit  diesen  Werthen  von  de  und  dD 
die  Summe  der  Quadrate  der  übrig  bleibenden  Fehler  zu  einem 
Minimum  macht.  Ist  die  Anzahl  der  Beobachtungen  grofs  und  sind 
dieselben  um  die  beiden  Aequinoctien  gehörig  vertheilt,  so  werden 
die  Coefficienten  von  de  und  dD  in  der  Endgleichung  für  da 
immer  sehr  klein  sein. 

Liegen  die  beobachteten  Declinationen  zwischen  den  Grenzen 
if:  D,  so  kann  es  sein,  dafs,  wenn  die  Beobachtungen  sich  weit  vom 
Aequinoctium  erstrecken,  die  Aenderung  dD  für  die  ganze  Aus- 
dehnung 2Z)  nicht  als  constant  angenommen  werden  kann,  z.  B.  in 
dem  Falle,  dafs  die  am  Instrumente  abgelesenen  Bogen  Fehler  be- 
sitzen, die  von  der  Zenithdistanz  abhängen,  oder  wenn  die  Con- 
stante  der  Refraction  einer  Verbesserung  bedürfen  sollte.  Obwohl 
auch  in  diesem  Falle  der  Einflufs  der. Fehler  auf  das  Resultat  Null 
wird,  wenn  die  Beobachtungen  symmetrisch  vertheilt  sind,  so  würde 
doch  der  gefundene  Werth  von  dD  oder  das  von  dD  abhängige 
Glied  in  dem  Endausdruck  für  da  keinen  Sinn  haben  oder  sich 
wenigstens  nur  auf  einen  Mittelwerth  beziehen.  In  diesem  Falle 
wird  man  die  Beobachtungen  in  Gruppen,  nach  der  Zenithdistanz 
geordnet,  vertheilen,  innerhalb  welcher  man  den  Fehler  dD  als 
nahe  constant  betrachten  kann  und  die  einzelnen  Gruppen  nach 
der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  behandeln.  DaD  =  f  —  -?  —  p 
ist,  wenn  die  Zenithdistanz  auf  der  Südseite  vom  Zenith  ist,  so 
kann  man  in  dem  Falle  statt  dD  in  der  obigen  Gleichung  setzen 
df  —  d&  tang  z  —  ßf{z\  wenn  dk  die  Verbesserung  der  Refractions- 
eonstante  und  ßf{z)  die  an  die  Ablesungen  anzubringende  Correction 

Bifinnow,  sph&rische  Astronomie.    4   Aufl.  ]^5 
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bedeutet.  Für  die  Bestimmung  dieser  Unbekannten  selbst  besitzt 
man  aber  im  Allgemeinen  bessere  Mittel. 

Am  24.  März  1843  wurde  in  Königsberg  die  Declination  des 
Mittelpunkts  der  Sonne,  von  Refraction  und  Parallaxe  befreit,  ge- 
funden : 

D'  =  -H  10  15' 27".  24 

und  die  Zwischenzeit  zwischen  der  Culmination  der  Sonne  und 
des  Sterns  a  Canis  minoris,  wegen  des  Ganges  der  Uhr  ver- 
bessert: 

«— r=  7»»  19™29».86. 

Da  die  Breite  der  Sonne  -H  0".  21  war,  so  wird  die  Correction 
der  Declination  —  0'M9,  während  die  der  Zeit  T  Null  ist.  Die 
Gröfsen  D  und  T  für  die  Sonne  brauchen  nun  nicht  von  der  Aber- 
ration befreit  zu  werden,  da  diese  nur  den  Ort  der  Sonne  in  der 
Ecliptic  ändert,  für  den  Stern  findet  man  aber  nach  der  Formel  {A.\ 
in  No.  16  des  dritten  Abschnitts,  da  die  Länge  der  Sonne  3^  10'  und 
der  genäherte  Ort  des  Sterns  0=112^46'  und  ^==h-5<>37'  ist: 

a'— a  =  0«.42. 

Da  dies  von  der  Zeit  t  abzuziehen  ist,  so  erhält  man  also: 

t—T=l>  19«n298  .44 
D  =  +  1°  15'  27"  .  05, 

beide  auf  das  scheinbare  Aequinoctium  zur  Zeit  der  Beobachtung 
bezogen.  Nimmt  man  nun  für  die  mittlere  Schiefe  an  dem  Tage 
23^27' 35".  05,  so  mufs  man  hierzu  die  Nutation  addiren,  um  die 
scheinbare  Schiefe  zur  Zeit  der  Beobachtung  zu  erhalten.    Da  aber : 

Q  =  277»  13'.  8,     0  =  P 14',    d  =  283»  56',    P=  280"  14' 

ist,  so  erhält  man  nach  der  Formel  in  No.  5  des  zweiten  Abschnitts 
Ae  =  -hl".72  also: 

e  =  23^'  27'  36" .  77. 

Damit  findet  man  dann 

.d  =r  arc  sin ^51:5  =  2»  53'  57".44  =  ^  11^  35«  .  83. 
tange 

Es  wird  daher  die  auf  das  scheinbare  Aequinoctium  bezogene 
Rectascension 

a  ==  7h  31«^  5»  .  27 

und  wenn  man  noch  die  Nutation  in  Rectascension  +  1 " .  10  und 
die  Präcession  und  eigene  Bewegung  vom  Anfange  des  Jahres  bis 
März  24  gleich  -4-  0.71  abziehet   (indem   die  jährliche  Aenderong 
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3 " .  146  ist),  und  wenn  man  auch  die  Goefficienten  von  dD  und  d  s 
berechnet,  so  erhält  man  aus  dieser  Beobachtung  die  mittlere  Rect- 
ascension  von  a  Canis  minoris  für  1843 . 0 

a  =  l^  31«  3«»  .  46  +  0.1539  dD  —  0.0092  de, 

wo  dD  und  de  in  Bogensecunden  ausgedrückt  sind. 

Ebenso  wurde  am  20.  September  desselben  Jahres  beobachtet: 

D'  =  +  l**16'29".22 
r  —  T'  =  —  4»»  l?"»  5«  .  82. 

Da  an  dem  Tage  die  Breite  der  Sonne  —  0".  56  war,  femer 
J\  =  267®  41'.  9,  0  =  1780  39',  ([  =  1350  41',  P=280^14',  die 
von  B  abhängigen  Correctionen  von  D'  und  T'  gleich  —  0'^  51 
und  -hO».  Ol  sind,  femer  die  Aberration  =  —  O».  56,  die  Nutation 
der  Schiefe  H-0".  27  ist,  so  wird,  da  die  mittlere  Schiefe  an  dem 
Tage  230  27'  34".  82  ist: 

D  =  +  1°  16'  29".  73 
*'  —  T'  =  —  4h  17«a  5«  .  27 
e  =  23»  27'  35"  .  09. 

Damit  findet  man  Ä  =  2^  56'  22''.  36  =  O»»  11°»  45«.  49,  also  die 
Rectascension  der  Sonne  gleich  11*»  48™  14«.  51,  mithin  a  =  7*»31™9«.24 
und  da  die  Nutation  für  den  Stern  an  diesem  Tage  -hl ".11,  die 
Präcession  und  eigene  Bewegung  -h  2^  27  ist,  so  erhält  man  aus 
dieser  Beobachtung  die  mittlere  Rectascension  für  1843.0 

a  =  7h  3im  58  .  86  —  0.1 539 dD  +  0.0094  de. 

Im  Mittel  aus  beiden  Beobachtungen  erhält  man  dann,  von 
den  Constanten  Fehlem  in  D  und  e  frei 

a  =  7»»31°^48  .  66*). 

Man  hätte  auch  die  Rechnung  so  fuhren  können,  dafs  man 
von  jD,  T  und  t  die  Reduction  auf  den  scheinbaren  Ort  abgezogen 
hätte,  indem  man  bei  der  Sonne  die  von  der  Aberration  abhängigen 
Glieder  weggelassen  hätte.  Dann  hätte  man  für  e  die  für  die  beiden 
Beobachtungstage  stattfindende  mittlere  Schiefe  nehmen  müssen  und 
hätte  dann  beide  Mal  Ä  gleich  auf  das  mittlere  Aequinoctium  zu 
Anfang  des  Jahres  bezogen  erhalten. 


*)  Nach  Bessels  Tabulae  Regiomontanae  war  a  =  1^  31™  4«  .  81.  Da 
das  Mittel  aus  den  beiden  Beobachtungen  so  nahe  richtig  ist,  so  müssen 
auch  die  zufalligen  Fehler  in  D  an  beiden  Tagen  nahe  gleich  grofs  gewesen 
sein,  sodafs  sie  einander  im  Resultat  nahe  aufheben.  Vergleicht  man  die 
beiden  Declinationen  mit  den  Sonnentafeln,  so  findet  man  auch  für  die  Fehler 
der  beobachteten  Declinationen  +  7".  67  und  +  8".  24. 

15* 
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9.  Ist  die  absolute  Rectascension  eines  Sterns  bestimmt,  so 
sind  damit  die  Reetascensionen  aller  Sterne  bestimmt,  deren  Rect- 
ascensionsunterschied  von  diesem  Sterne  beobachtet  war  nnd  man 
kann  dann  dieselben  nebst  den  Declinationen  der  Sterne  in  einem 
Cataloge  zusanmienstellen.  Die  von  verschiedenen  Beobachtern  ge- 
machten Cataloge  können  daher  wegen  der  verschiedenen  Bestim- 
mung des  Aequinoctiums  constante  Unterschiede  haben,  die  man 
durch  die  Vergleichung  einer  grofsen  Anzahl  von  Sternörtern,  die 
in  den  verschiedenen  Catalogen  vorkommen  und  auf  dieselbe  Epoche 
reducirt  sind,  bestinamen  kann.  Aehnliche  Unterschiede  können  auch 
bei  den  Declinationen  vorkommen  und  auf  dieselbe  Weiser  bestimmt 
werden.  Da  aber  die  Fehler  aus  schon  vorher  erwähnten  Ursachen 
veränderlich  sein  können,  so  mufs  man  die  Sterne  in  Zonen  von 
gewisser  Breite  mit  einander  vergleichen  und  so  den  Unterschied 
für  diese  verschiedenen  Zonen  bestimmen. 

Um  die  relative  Bestinmiung  der  Stemörter,  sowie  die  der 
.  Planeten  und  Cometen  zu  erleichtern,  werden  die  scheinbaren  Oerter 
von  einigen  Sternen,  die  mit  grofser  Genauigkeit  bestimmt  sind  und 
die  mit  dem  Namen  der  Fundamentalsterne  bezeichnet  werden, 
in  den  astronomischen  Jahrbüchern  für  die  Culminationszeit  für  jeden 
zehnten  Tag  des  Jahres  gegeben.  Um  dann  die  Rectascension  und 
Declination  eines  unbekannten  Objectes  zu  finden,  vergleicht  man 
dasselbe  mit  einem  oder  mehreren  dieser  Fundamentalsteme,  indem 
man  den  Rectascensions-  und  Declinationsunterschied  beider  nach 
dem  Vorigen  bestimmt.  Ist  das  unbekannte  Object  in  Declination 
wenig  von  dem  Fundamentalsteme  verschieden,  so  wird  die  Be- 
stimmung besonders  vortheilhaft,  weil  dann  etwaige  Fehler  des  In- 
struments und  der  Aufstellung  auf  beide  Beobachtungen  nahe  den- 
selben Einflufs  haben  und  einander  daher  im  Unterschiede  beider 
zum  gröfsten  Theile  vernichten. 

Ist  das  zu  bestimmende  Object  dem  Sterne  sehr  nahe,  so  kann 
man  die  Rectascensions-  und  Declinationsunterschiede  anstatt  durch 
ein  Meridianinstrument  auch  an  einem  mit  einem  Micrometer  ver- 
sehenen Fernrohre  beobachten  (wie  im  siebenten  Abschnitte  gezeigt 
wird),  eine  Methode,  die  den  Vortheil  hat,  dafs  man  dieselbe  so 
häufig  als  man  will  wiederholen  kann  und  dafs  man  nicht  auf  die 
Culmination  des  Objects  zu  warten  hat,  die  überdies  bei  Tage  statt- 
finden und  so  die  Beobachtung  eines  schwachen  Objects  vereiteln 
kann.  Diese  Methode  wird  daher  immer  angewandt,  wenn  man  die 
relativen  Oerter  sehr  nahe  stehender  Sterne  oder  die  Oerter  von 
neuen  Planeten  oder  Cometen  bestimmen  will.    Dazu  ist  es  nöthig, 
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eine  grofse  Anzahl  von  Sternörtern  zu  besitzen,  um  unter  allen 
Umständen  Sterne  auffinden  zu  können,  die  sich  mit  dem  Objecto 
micrometrisch  verbinden  lassen.  Zu  diesem  Zwecke,  so  wie  über- 
haupt zu  einer  genaueren  Eenntnifs  des  Fixstemhimmels  hat  man 
Sammlungen  von  Beobachtungen  von  kleinen  Sternen  bis  zur 
neunten  und  zehnten  Gröfse  und  selbst  darunter,  deren  Anzahl 
noch  immer  vermehrt  wird.  Um  dabei  möglichst  viele  Sterne 
mitzunehmen  und  zugleich  die  Reduetion  aller  dieser  Sterne  auf 
den  mittleren  Ort  zu  erleichtem,  beobachtet  man  an  jedem  Tage 
nur  solche  Sterne,  die  in  einer  Zone  von  der  Ausdehnung  weniger 
Grade  in  Declination  durch  den  Meridian  gehen,  indem  man  nur 
die  Zeiten  der  Durchgänge  sowie  die  Ablesung  des  Kreises  für 
jeden  Stern  aufzeichnet.  Solche  Beobachtungen  werden  daher 
Zonenbeobachtungen  genannt.  Für  eine  jede  Zone  berechnet 
man  dann  eine  Tafel,  durch  welche  die  mittlere  Rectascension  und 
Declination  eines  jeden  Sterns  für  eine  bestimmte  Epoche  aus  den 
beobachteten  Gröfsen  hergeleitet  werden  kann,  und  da  diese  Tafeln 
leicht  von  Neuem  berechnet  werden  können,  wenn  genauere  Mittel 
für  deren  Berechnung,  namentlich  genauere  Stemörter,  auf  denen 
sie  beruhen,  zu  Gebote  stehen,  so  ist  diese  Anordnung  der  Zonen- 
beobachtungen besonders  vortheilhaft. 

Nennt  man  t  die  beobachtete  Durchgangszeit  eines  Sterns  durch 
den  Faden  des  Instruments,  z  die  Ablesung  des  Kreises,  so  mufs 
man,  um  aus  beiden  die  mittlere  Rectascension  und  Declination  des 
Sterns  für  eine  bestinmite  Epoche  zu  erhalten,  Correctionen  an- 
bringen, nämlich  an  t  den  Stand  der  Uhr,  die  Abweichung  des 
Instruments  vom  Meridian,  die  Reduetion  auf  den  scheinbaren  Ort 
mit  umgekehrtem  Zeichen  und  die  Präcession  bis  zur  Epoche,  an  z 
dagegen  den  Aequatorpunkt  des  Kreises,  die  Fehler  der  Biegung 
und  Theilung,  die  Refraction  und  ebenfalls  die  Reduetion  auf  den 
scheinbaren  Ort  mit  umgekehrtem  Zeichen  und  die  Präcession. 
Allen  diesen  Correctionen  kann  man  nun  nach  BesseFs  Vorschlage 
die  bequeme  Form  geben,  dafs  man  die  Werthe  k  und  d  derselben 
far  die  der  Mitte  der  Zone  entsprechende  Declination  und  die  ver- 
schiedenen in  der  Zone  vorkonunenden  Werthe  von  t  etwa  von 
10  zu  10  Minuten  in  eine  Tafel  bringt,  aufserdem  aber  noch  die 
Aenderungen  Ä'  und  d/  der  Correctionen  für  100  Minuten  der  Decli- 
nation angiebt,  sodafs  man  die  mittlere  Rectascension  und  Declina- 
tion eines  Sterns  für  die  bestimmte  Epoche  durch  die  folgenden 
Formeln  erhält,  wo  Z  die  Angabe  des  Instruments  für  die  der  Mitte 
der  Zone  entsprechende  Declination  D  bezeichnet: 
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Bezeichnet  man  dann  mit  u  und  %if  den  Stand  der  Uhr  und 
dessen  stündliche  Aenderung,  mit  e  und  ef  die  Abweichung  des 
Instruments  vom  Meridian  für  die  Ablesung  Z  und  die  Aenderung 
für  100  Minuten,  mit  A  den  Aequatorpunkt ,  mit  p  und  s  die 
Refraction  und  die  Fehler  der  Theilung  und  Biegung,  und  mit 
/»'  und  s'  die  Aenderungen  dieser  Gröfsen  für  100  Minuten,  endlich 
mit  Aa  und  A^  die  Reduction  auf  den  scheinbaren  Ort,  so  ist, 
wenn  die  Theilung  im  Sinne  der  Declinationen  fortläuft  und  wenn 
man  den  Anfang  des  Jahres  als  Epoche  nimmt: 

Es  ist  aber  nach  den  Formeln  in  No.  3: 

A  a  =  ^  +  ^  sin  ( Ö'  +  a)  tang  D  +  ^  sin  (S"  +  a)  sec  D , 

U ?iE(^  100'  +  ^  sin (H+a)'-^  100'?-^, 
Llö      cos  J>^  15  cosD         J   100 

A^  =  ^  cos  (ö'  +  a)  +  Ä  cos  {H-\-  a)  sin D  +  »  cos  D 

Iz  —  Z 


+  Tä  cos  (fl  +  a)  cos  D  100'  —  i  sinD  lOO'l^ 


100  ' 
sodafs  man  also  hat: 

j(i==:u  +  e  +u'  {t  —  T)  -  ^-  ^8m(G  +  a)tgn  --  ^sm(H+a)  sezD, 

Ä'=  e'^  l  ^^(^+/)  100'  +  A  sin  (ff  +  a)  ^  100', 
15      cosJD^  '15  cosD 

d  =  —  A-=f  p  +  8  —  ^  cos  ((?  +  ö)  ~  Ä  cos  (JSr  +  «)  sin D  —  »  cos  D, 

d'=  qz  ^'  +  5'  —  [Ä  cos  (ff  +  a)  cos  D  100'  -f-  i  sin  B  100']. 

Der  Stand  der  Uhr  und  der  Aequatorpunkt  des  Kreises  werden 

durch  die  in  den  Zonen  vorkommenden  bekannten  Sterne  bestimmt, 

oder  auch  durch  die  Hauptsterne,  wenn  man  einige  derselben  vor 

oder  nach  der  Zone  beobachtet  hat  und  die  Fehler  des  Instruments 

sowie  der  Aequatorpunkt  und  Gang  der  Uhr  als  constant  angesehen 

werden  können.     Die  Werthe  von  ä,  ä',  d  und  ä'  werden  dann  far 

die  ganze  Ausdehnung  der  Zone  für  die  Werthe  von  t  von  10  zu 

10  Minuten  berechnet  und  in  eine  Tafel  gebracht,    aus  der  man 

leicht  die  Werthe  für  jedes  beliebige  t  interpoliren  kann. 


r 

I 

I 
I 
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III.  Von  der  Bestimmung  der  wahrscheinlichsten  Werthe 
der  zar  Redaction  der  Sternörter  angewandten  Con- 
stanten aas  Beobachtungen. 

Ä,     Bestimmung    der    Constanten    der    Refraction. 

10.  In  No.  6  ist  gezeigt  worden,  wie  man  die  scheinbaren 
Zenithdistanzen  der  Sterne  durch  Beobachtungen  findet,  die  zunächst 
von  der  Refraction  befreit  werden  müssen,  um  die  wahren  Zenith- 
distanzen zu  erhalten.  Beobachtet  man  nun  die  Zenithdistanzen 
eines  Gircumpolarstems  bei  der  obern  und  untern  Culmination  und 
verbessert  dieselben  für  Refraction,  sowie  für  die  kleinen  Aenderun- 
gen  der  Aberration,  Nutation  und  Präcession  während  der  Zwischen- 
zeit zwischen  den  Beobachtungen,  so  giebt  das  arithmetische  Mittel 
aus  diesen  verbesserten  Zenithdistanzen  die  Aequatorhöhe  des  Beob- 
achtungsortes. Macht  man  dann  eine  Reihe  von  solchen  Beobach- 
tungen verschiedener  Sterne,  so  sollten  alle,  wenn  die  angewandte 
Constante  der  Refraction  richtig  ist,  innerhalb  der  Grenzen  der 
möglichen  Beobachtungsfehler  und  der  zufälligen  Fehler  in  der 
Refraction,  deren  in  No.  13  des  dritten  Abschnitts  erwähnt  war, 
denselben  Werth  für  die  Aequatorhöhe  geben,  und  die  Abweichun- 
gen zwischen  den  aus  verschiedenen  Sternen  bestimmten  Aequator- 
oder  Polhöhen  werden  daher  ein  Mittel  an  die  Hand  geben,  die 
den  angewandten  Refractionstafeln  zum  Grunde  liegenden  Constanten 
zu  verbessern. 

Bezeichnet  man  die  gemessenen  Zenithdistanzen  bei  der  oberen 
und  unteren  Culmination  mit  z  und  C,  die  Refraction  mit  r  und  /?, 
so  hat  man  für  nördliche  Polhöhen  die  Gleichungen 

d —  ^  =  «±r 
1800— <J  — ^=C  +  /o, 

wo  südliche  Zenithdistanzen  negativ  genommen  werden  müssen  und 
wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  der  Stern  in 
der  oberen  Culmination  nördlich  oder  südlich  vom  Zenith  ist.  Beide 
Gleichimgen  geben: 

Hätte  man  noch  einen  andern  Stern  in  beiden  Culmlnationen 
beobachtet  und  die  Zenithdistanzen  C  und  z^  gefunden,  so  würde 
man  aus  den  Gleichungen: 


232 

und  9(y  -  j. = ^  +  el±i:^ 

die  Werthe  von  ^  und  von  der  in  ^,  />',  r  nnd  r'  als  Factor  ent- 
haltenen Constante  finden  können.  Wegen  der  Beobachtungsfehler 
würden  aber  diese  Werthe  nur  genähert  sein;  auch  ist,  wie  man 
aus  der  Gleichung  {l)  in  No.  9  des  dritten  Abschnitts  sieht,  die 
Refraction  nicht  strenge  der  Constante  a  proportional,  und  auTser- 
dem  die  Constante  a  nicht  die  einzige  in  der  Refractionsformel 
enthaltene  Constante,  deren  Bestimmung  durch  die  Beobachtungen 
wünschenswerth  ist.  Die  Ivory'sche  Refractionsformel  enthält  aufser 
a  noch  die  Constante  /*,  die  von  der  Abnahme  der  Temperatur  mit 
der  Entfernung  von  der  Erdoberfläche  abhängt,  die  aber  nur  nahe 
am  Horizonte  von  einigem  EinfluTs  ist,  sodafs  sie  hier  unberück- 
sichtigt bleiben  soll;  aufserdem  aber  enthält  sie  in  Gemeinschaft 
mit  allen  andern  Formeln  noch  den  Coefficienten  e  für  die  Aus- 
dehnung der  Luft  durch  die  Wärme,  der  ebenfalls  am  besten  durch 
astronomische  Bestimmungen  bestimmt  wird.  Da  nämlich  die 
atmosphärische  Luft  immer  einen  gewissen  Grad  von  Feuchtigkeit 
hat  und  die  Ausdehnung  der  Luft  sich  mit  der  Feuchtigkeit  der- 
selben ändert,  so  wird  man,  wenn  man  diesen  Coefficienten  aus 
einer  grofsen  Anzahl  von  beobachteten  Refractionen  bestimmt,  einen 
Werth  erhalten,  der  dem  mittleren  Feuchtigkeitszustande  der  At- 
mosphäre entspricht,  sodafs  die  damit  berechneten  Refractionen  bei 
einem  Mittel  aus  vielen  Beobachtungen  möglichst  nahe  denjenigen 
Werth  geben,  den  man  erhalten  haben  würde,  wenn  man  auf  die 
jedesmalige  Feuchtigkeit  der  Luft  Rücksicht  genommen  hätte.  Es 
ist  nun,  wenn  man  die  mittlere  Refraction  mit  JS,  die  wahre  mit JB'  be- 
zeichnet, nach  No.  12  des  dritten  Abschnitts: 

wo  -4  =  1  -f-  g  und  ^  =  1  -f-jp  gesetzt  ist.     Daraus  erhält  man: 

da  l  +  e(r — 50) 

oder,  wenn  man  setzt: 

a  +  da  =  a(l  +  &),  e  +  de  =  e(l+t) 

da  l  +  e(T — 50) 

Nun  ist  aber  nach  Formel  (T)  in  No.  9  des  dritten  Abschnitts: 


/ 
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a^  =  B  + 


'''|^f^^^(^)-^<^)^- 


da  (1  —  a) 

Das  zweite  Glied  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  wird  erst 
for  Zenithdistanzen  von  80^  an  för  diesen  Zweck  von  Einfluss,  und 
wenn  man  setzt: 

so  kann  man  die  Werthe  von'y  aus  der  folgenden  Tafel  nehmen: 


z 

800 
81» 
820 
830 
840 
850 


y 

246 
205 
168 
135 
106 
82 


8 

y 

860 

60.5 

870 

43.2 

880 

29.5 

890 

19.0 

890  30' 

14.8 

Es  wird  somit: 


\         yj         l-he(T— 50) 

Wenn  man  daher  annimmt,  dafs  die  zur  Berechnung  der  Glei- 
chung (a)  angewandten  Refractionen  der  Verbesserungen  dp  und  dr 
bedürfen,  so  erhält  man: 


900— ^  =  :^^  + 


wenn  man  die  Werthe  von  ,    ^\ -4-  für  die  obere   und  untere 

l-|-e(T — 50) 

Culmination  mit  m  und  fi  bezeichnet.   Nimmt  man  auch  fär  ^  einen 
genäherten  Werth  ^o  an?  sodafs  ^  =  ^o-^-^^  ist  und  setzt: 

SO  giebt  jede  Verbindung  der  oberen  und  unteren  Culmination  eines 
Sterns  eine  Bedingungsgleichung  von  der  Form: 


0  =  n  +  d^  + 


(-7) 


±r 


ßp±mr 


Die  Beobachtungen  der  verschiedenen  Sterne  werden  aber  nicht 
dasselbe  Gewicht  haben,  indem  die  zufälligen  Beobachtungsfehler 
desto  gröfser  werden,  je  näher  am  Horizonte  der  Stern  culminirt. 
Der  wahrscheinliche  Fehler  einer  Beobachtung  wird  daher  im  All- 
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gemeinen  mit  der  Zenithdistanz  des  Sterns  bei  der  Gnlmination 
wachsen.  Wären  die  Wertbe  von  d^^  k  und  i  schon  bekannt  und 
in  die  Gleichungen  eingesetzt,  so  wären  die  n  die  reinen  Beobach- 
tungsfehler, und  man  könnte  dann  den  wahrscheinlichen  Fehler  einer 
Beobachtung  für  einen  jeden  Stern  bestimmen.  Da  diese  Werthe 
aber  erst  zu  finden  sind,  so  kann  man  nur  aus  den  Abweichungen 
der  einzelnen  Beobachtungen  vom  Mittel  aus  denselben  den  wahr- 
scheinlichen Fehler  für  einen  Stern  annähernd  bestimmen.  Sind 
dann  w  und  w'  die  wahrscheinlichen  Fehler  einer  Beobachtung  bei 
der  oberen  und  unteren  Gnlmination,  so  mufs  man  alle  Gleichungen 
desselben  Sterns  mit  Yw^  -\-v/^  dividiren,  um  den  Gleichungen 
der  verschiedenen  Sterne  das  richtige  Gewicht  zu  geben.  Sollte  man 
dann  später  nach  Auflösung  der  Gleichungen  die  wahrscheinlichen 
Fehler  beträchtlich  verschieden  finden,  so  kann  man  die  ganze 
Rechnung  wiederholen. 

Man  kann  aber  auch  die  Sterne,  welche  auf  der  Südseite  des 
Zeniths  culniiniren,  zur  Bestinmiung  der  Verbesserung  i  des  Aus- 
dehnungscoefficienten  der  Luft  benutzen.  Für  einen  solchen  Stern 
ist  nämlich  nach  der  früheren  Bezeichnung,  wenn  man  die  Zenith- 
distanzen  positiv  nimmt: 

f>o  —  ^0  +  d  (^--  d)  =  z-\-r-\-r\l-\ j  k  —  mri, 

oder  wenn  man  setzt: 

n  =  z+  r+do  —  ^Q, 

0  =  n  +  d  (<y— ^)  +  r(l+—)k—  mri,  (c) 

\  y  / 

Multiplicirt  man  auch  in  diesem  Falle  die  Gleichungen  für 
jeden  Stern  mit  dem  entsprechenden  Gewicht,  so  kann  man,  wenn 
man  aus  allen  Gleichungen  eines  und  desselben  Sterns  die  Glei- 
chungen des  Minimums  ableitet,  die  Unbekannten  d  {d  —  ^)  und  Ä 
eliminiren,  sodafs  jeder  Stern  zuletzt  eine  Gleichung  von  der  Form 
giebt: 

0  =  N  —  ML  (d) 

Eine  ähnliche  Gleichung  giebt  aber  auch  jeder  in  beiden  Cul- 
minationen  beobachtete  Circumpolarstem,  wenn  man  die  demselben 
Sterne  zugehörigen  Gleichungen  (h)  auf  ähnliche  Weise  behandelt. 
Man  erhält  somit  so  viele  Gleichungen  von  der  Form  (d)  als  Sterne 
beobachtet  sind,  und  aus  allen  kann  man  den  wahrscheinlichsten 
Werth  von  ^  bestimmen*).    Auf  diese  Weise  hat  Bessel  die  Gröfsei 


*)  Da  die  Aenderung  der  Temperatur   auf  tiefe  Sterne    den  gröfsten 
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und  somit  den  Ausdämungscoefficienten  der  Luft  fär  den  mittleren 
Fenchtigkeitszustand  der  Atmosphäre  in  Königsberg  aus  den  dortigen 
Beobachtungen  bestimmt  (vergl.  Bessel,  Astronomische  Beobachtun- 
gen, siebente  Abtheilung,  pag.  X  u.  f.),  und  der  von  ihm  gefundene 
Werth  ist  der  früher  angeführte,  nämlich  0.0020243  für  einen  Grad 
des  Fabrenheit'schen  Thermometers. 

Substituirt  man  den  wahrscheinlichsten  Werth  von  i  in  die 
Gleichungen  (6),  oder  vielmehr  in  die  für  einen  jeden  Stern  gefun- 
denen Gleichungen  des  Minimum,  so  erhält  man  aus  der  Verbindung 
dieser  Gleichungen  für  die  verschiedenen  Sterne  die  wahrscheinlich- 
sten Werthe  von  dy  und  Ä*). 

Hätte  man  auch  noch  auf  die  Verbesserung  der  Constante  f 

du' 
Rücksicht  nehmen  wollen,  so  wäre  zu  dB'  noch  das  Glied  j^df 

hinzuzufügen  gewesen,    oder   wenn  man  /*-f-df/=/'(l-f-Ä)  setzt, 

d  R*  R' 

das  Glied  /-^Ä  =  —  Ä,    wo    die   Werthe    von   x   der   folgenden 

Tafel  entnommen  werden  können: 


z  X 

85°  338 

860  196 

870  111 


z  X 

880  59,3 

890  29.8 

890  30'  20.6. 


B.   Bestimmung  der  Constanten  der  Aberration  und 
Nutation,  sowie  der  jährlichen  Parallaxen  der 

Sterne. 

11.  Die  Aberration,  Nutation  und  Parallaxe  sind  die  in  den 
scheinbaren  Oertern  der  Sterne  enthaltenen  periodischen  Glieder, 
deren  Constanten  daher  durch  die  Beobachtung  der  scheinbaren 
Oerter  der  Sterne  zu  verschiedenen  Zeiten  bestimmt  werden  müssen. 


EiufloTs  hat,    so  wird  es  nicht  nöthig  sein,    hierbei  Sterne    mitzunehmen, 
deren  Meridianhöhe  gröfser  als  60^  ist. 

*)  In  dem  Beispiele  in  No.  25  der  Einleitung  sind  die  Bedingungs- 
gleichungen diejenigen,  die  man  erhalten  hätte,  wenn  man  allen  Beobach- 
tungen dasselbe  Gewicht  gegeben  und  das  Mittel  aus  allen  Gleichungen  far 
einen  und  denselben  Stern  genommen  hätte.  Dann  wird  die  Form  der  Glei- 
chungen, wenn  die  Correction  von  i  schon  angebracht  ist,  0=»  +  df>  +  aÄ. 
Bessel  hat  aber  alle  Beobachtungen  auf  den  Polpunkt,  nicht  wie  hier  vor- 
ausgesetzt ist,  auf  den  Zenithpunkt  des  Kreises  bezogen,  weshalb  der  Co- 
efficient  a  von  dem  oben  vorkommenden  verschieden  ist. 
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Die  Aberration  und  Parallaxe  haben  die  Periode  eines  Jahres  and 
können  daher  aus  der  Vergleichung  der  im  Laufe  eines  Jahres 
beobachteten  scheinbaren  Oerter  bestimmt  werden.  Das  Hauptglied 
der  Nutation  hat  aber  eine  Periode  von  18  Jahren  und  219  Tagen, 
in  welcher  Zeit  die  Mondsknoten  einen  vollen  Umlauf  in  der  Ecliptic 
machen.  Die  Constante  der  Nutation  kann  daher  nur  aus  der  Ver- 
gleichung einer  Anzahl  von  scheinbaren  Oertern,  die  über  eine  lange 
Keihe  von  Jahren  vertheilt  sind,  bestimmt  werden. 

Für  die  Bestimmung  der  Aberrations-  und  Nutationsconstante 
sind  die  Beobachtungen  der  Rectascensionen  des  Polarsterns  am 
geeignetsten,  weil  die  scheinbaren  Oerter  wegen  der  Factoren  sec  d 
und  tang  d  bedeutend  geändert  werden ;  aus  demselben  Grunde  läfst 
sich  auch  die  Parallaxe  des  Polarsterns  auf  dieselbe  Weise  mit  Vor- 
theil  bestinmien.     Setzt  man: 

—  cos  e  cos  a  =  a  sin  A 
—  sin  a  =  a  cos  A^ 
so  geben  die  Formeln  für  die  Aberration  und  Parallaxe  in  Rect- 
ascension  in  No.  16  und  18  des    dritten  Abschnitts,    wenn  k  die 
Constante  der  Aberration,  w  die  Parallaxe  bezeichnet: 

a!  —  a=^  ha  sin  (©  +  A)  sec  d  -f-  nBa  cos  (©  +  J.)  sec  <J  +  9?  (^*)j 
wo  ^  Qc^  für  die  Glieder  der  zweiten  Ordnung  gesetzt  ist.  Macht  man 
daher  mehrere  Beobachtungen  zu  den  Zeiten,  wo  sin  (0-H-4.)  =  ±l 
ist,  also  das  Maximum  der  Aberration  stattfindet,  so  erhält  man 
einen  genäherten  Werth  von  ä,  aus  der  Vergleichung  der  zu  beiden 
Zeiten  beobachteten  Rectascensionen,  nachdem  dieselben  auf  ein 
mittleres  Aequinoctium  reducirt  sind.  Um  aber  wieder  einen  ge- 
naueren Werth  zu  erhalten,  bestimmt  man  wieder  den  wahrschein- 
lichsten Werth,  der  aus  einer  sehr  grofsen  Anzahl  von  Beobach- 
tungen folgt.  Es  sei  die  mittlere  Rectascension  a  um  A  a  fehlerhaft, 
der  angenommene  Werth  der  Constante  Ä  um  A^,  so  dafs  a  +  A« 
und  Ä  -f-  AÄ  die  wahren  Werthe  dieser  Gröfsen  sind.  Bezeichnet 
man  dann  mit  ao  die  scheinbare  Rectascension,  die  aus  a  mittelst 
der  Aberrationsconstante  k  und  der  als  richtig  angenommenen  Prä- 
cession  und  Nutation  berechnet  ist  und  an  die  auch  die  von  dem 
Quadrate  von  Ä,  sowie  die  vom  Producte  der  Aberration  und 
Nutation  abhängigen  Glieder  angebracht  sind,  da  diese  an  sich 
klein  sind  und  sich  für  den  verbesserten  Werth  von  k  sehr  wenig 
ändern;  bezeichnet  fem  er  af  die  aus  der  Beobachtung  gefundene 
scheinbare  Rectascension,  so  ist: 

«'  =  ao  +  Aa  +  AÄ;.asin(©  +ul)sec<J  +  wÄ«cos(©  +.4)seci^, 
und  wenn  man  also  setzt 
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SO  giebt  jede  beobachtete  Rectascension  des  Polarsterns  eine  Glei« 
chung  von  der  Form: 

0  =  n-f-Aa  +  AA;.a8in(0  +Ä)8ecd  +  ieRacos{(D  +il)8ec^, 

und  aus  der  Verbindung  aller  vorhandenen  Gleichungen  bestimmt 
man  dann  die  wahrscheinlichsten  Werthe  von  A«»  A^  und  tt  nach 
der  Methode  der  kleinsten  Quadrate. 

umfassen  nun  die  Beobachtungen  einen  langen  Zeitraum  von 
Jahren,  so  kann  man  auch  die  Oonstante  der  Nutation  bestimmen, 
d.  h.  den  Coefficienten  von  cos  f\  in  dem  Ausdrucke  far  die  Nuta- 
tion der  Schiefe.  Bezeichnet  man  die  Verbesserung  dieses  Coeffi- 
cienten mit  Av,  so  mufs  man  der  obigen  Bedingungsgleichung  noch 

das  Glied  -h-^^y  hinzufügen,  wo  der  Werth  von  -^  in  No.  6 

av  av 

des  zweiten  Abschnitts  gegeben  ist.  Die  vollständige  Bedingungs- 
gleichung für  die  Bestimmung  der  Aberration,  Parallaxe  und 
Nutation  aus  den  beobachteten  scheinbaren  Rectascensionen  wird 
daher: 

0=n+ Aa+ AÄ.asinC©  +Ä)secd+ nSa co8{Q)  -\-Ä)secd  +  -^^v. 

Wendet  man  zu  dieser  Bestimmung  die  Beobachtungen  ver- 
schiedener Sternwarten  an,  so  mufs  man  den  verschiedenen  Glei- 
chungen das  richtige  Gewicht  geben,  indem  man  die  wahrschein- 
lichen Fehler  der  auf  den  verschiedenen  Sternwarten  gemachten 
Beobachtungen  bestimmt.  Auch  kann  man  dann  den  Fehler  Aa 
bei  den  Beobachtungen  der  verschiedenen  Sternwarten  nicht  gleich 
nehmen,  da  die  beobachteten  Rectascensionen  einen  constanten 
Unterschied  haben  können.  Man  mufs  dann  erst  diesen  Unter- 
schied bestimmen  und  an  die  Beobachtungen  anbringen  oder  die 
aus  den  Beobachtungen  der  einzelnen  Sternwarten  abgeleiteten 
Gleichungen  für  die  Elimination  von  A«,  A«'?  etc,,  besonders  be- 
handeln. 

Auf  diese  Weise  bestimmte  von  Lindenau  aus  den  von  Bradley, 
Maskelyne,  Pond,  Bessel  und  ihm  selbst  in  einem  Zeiträume  von 
60  Jahren  beobachteten  Rectascensionen  des  Polarsterns  die  folgen- 
den Werthe  der  Constanten: 

*  =  20".  4486        V  =  8".  97707        w  =  0".  1444, 

Peters  dagegen  aus  den  von  Struve  und  Preufs  in  den  Jahren  1822 
bis  1838  in  Dorpat  beobachteten  Rectascensionen: 

h  =  20".  4255        V  =  9".  2361  tt  =  0".  1724. 
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Will  man  die  Declinationen  zur  Bestimmung  dieser  Gonstanten 
anwenden,  so  sind  wieder  Beobachtungen  des  Polarsterns  hierzu 
sehr  geeignet,  weil  man  denselben  bei  jeder  Culmination  mehr- 
mals einstellen,  also  die  Sicherheit  der  Beobachtungen  beliebig 
vergröfsem  kann.  Führt  man  für  diesen  Fall  die  folgenden  Hnlfs- 
gröfsen  ein: 

sin  a  sin  d  cos  e  —  cos  <J  sin  e  =  6  siaB 

—  CDS«  sin^  =  bcosB, 

so  wird  die  Aberration  in  Declination  gleich  kh  sin  (0  -1-5),  die 
Parallaxe  gleich  7üb  cos  (Q-hB).  Bezeichnet  man  dann  wieder 
mit  <Jq  die  scheinbare  Declination,  die  aus  der  mittleren  Declination 
mit  der  Aberrationsconstante  ä,  der  Nutationsconstante  v  und  der 
als  richtig  angenommenen  Präcession  berechnet  ist,  wieder  mit 
Rücksicht  auf  die  von  den  Quadraten  und  dem  Producte  der  Ab- 
erration und  Nutation  abhängigen  kleinen  Glieder;  bezeichnet  ferner 
^  die  beobachtete  scheinbare  Declination  und  setzt  man  ^q  — ^=n, 
so  giebt  wieder  eine  jede  Beobachtung  der  Declination  eine  Glei- 
chung von  der  Form: 

0  =  n  +  ^^  +  ^kbsm(e+B)  +  7rbcos{®+B)  +  ^^v, 

und  wenn  die  Beobachtungen  einen  hinlänglichen  Zeitraum  um- 
fassen, so  kann  man  wieder  aus  diesen  die  wahrscheinlichsten 
"Werthe  von  A<^,  AA:,  ^  und  A»'  nach  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  bestimmen.*)  Durch  solche  Beobachtungen,  nämlich  die 
von  Meridianzenithdistanzen  der  Sterne  wurde  die  Aberration  von 
Bradley  entdeckt,  indem  er  vom  Jahre  1725  ab  zu  Kew  aufser  22 
anderen  Sternen  vorzüglich  den  Stern  y  Draconis,  der  nahe  durch 
das  Zenith  des  Ortes  ging,  verfolgte  und  eine  periodische  Aenderung 
seiner  Zenithdistanz  bemerkte,  die  von  der  Parallaxe,  deren  Auf- 
findung der  eigentliche  Zweck  dieser  Beobachtungen  war,  nicht 
herrühren  konnte.  Die  Erklärung  dieser  Erscheinung  durch  die 
Zusanmiensetzung  der  Bewegung  des  Lichts  mit  der  Bewegung  der 
Erde  wurde  indessen  erst  später  von  Bradley  richtig  gegeben.  Das 
Instrument,  dessen  er  sich  zu  diesen  Beobachtungen  bediente,  war 
ein  Zenithsector,    d.  h.  ein  Ereissector   von  sehr  grofsem  Radius, 


*)  Da,  wie  man  später  sehen  wird,  der  Stern  noch  eine  eigene  Bewe- 
gung haben  kann,  so  sollten  den  Gleichungen  far  die  Rectascension  und  De- 
clination noch  Glieder  von  der  Form  j)  (^— -^o)  und  q(f — *o)  hinzugefügt 
sein,  wo  p  und  q  die  eigenen  Bewegungen  in  Rectascension  und  Declination 
sind,  a  und  d  aber  dann  die  mittleren  Oerter  zur  Zeit  t^  bedeuten. 


r 
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womit  er  die  Zenithdistanzen  der  Sterne  bis  etwa  über  12^  zu 
jeder  Seite  des  Zeniths  messen  konnte.  Da  der  Stern  y  Draconis 
in  der  Nähe  des  Pols  der  Ecliptic  steht,  so  war  derselbe  for  die 
Bestimmung  der  Parallaxe,  mithin  auch  der  Aberration,  besonders 
geeignet.  Für  den  Pol  der  Ecliptic  ist  nämlich  a=:27<)^  und 
(^=900  —  e,  es  wird  also  6=1  und  jB=  —  90®,  das  Maximum 
und  Minimum  der  Aberration  und  Parallaxe  in  Declination  ist 
daher  gleich  li  und  -n  selbst. 

Durch  ähnliche  Beobachtungen  entdeckte  Bradley  auch  die 
Nutation.  Die  Beobachtungen  reichen  vom  19.  August  1727  bis 
zum  3.  September  1747  und  umfassen  daher  eine  vollständige 
Periode  der  Nutation.  Busch  bestimmte  aus  diesen  Beobachtungen 
den  Werih  der  Aberrationsconstante  gleich  20".  2116  und  den 
der  Nutationsconstante  gleich  9^^ .  23.  Lundahl  fand  aus  den 
von  Struve  und  Preufs  in  Dorpat  beobachteten  Declinationen  des 
Polarsterns: 

Ä;  =  20".  5508  v  =  9".  2164  n  =  0".  1473. 

Der  in  No.  5  des  zweiten  Abschnitts  aufgeführte  Werth  der  Nuta- 
tionsconstante ist  der  von  Peters  in  seiner  Abhandlung  „Numerus 
constans  nutationis^  gegebene,  der  aus  den  obigen  drei  Bestinmiungen 
von  Peters,  Busch  und  Lundahl  mit  Rücksicht  auf  die  Sicherheit 
der  einzelnen  Resultate  abgeleitet  ist. 

Der  in  No.  16  des  dritten  Abschnitts  gegebene  Werth  der  Ab- 
errationsconstante ist  aber  nicht  aus  den  oben  gegebenen  Werthen 
abgeleitet,  sondern  ist  von  Struve  aus  den  Durchgängen  gewisser 
Sterne  durch  den  ersten  Vertical  hergeleitet. 

Stellt  man  nämlich  ein  Instrument  genau  im  ersten  Verticale 
auf  und  beobachtet  die  Zeit,  wann  ein  Stern  im  Osten  und  Westen 
am  Faden  des  Instruments  erscheint,*)  so  ist  die  halbe  Zwischen- 
zeit der  Beobachtungen  gleich  dem  Stundenwinkel  des  Sterns  bei 
seinem  Durchgange  durch  den  ersten  Vertical.  Nennt  man  diesen  ^, 
so  giebt  das  rechtwinklige  Dreieck  zwischen  dem  Zenith,  dem  Pole 
und  dem  Sterne  die  Gleichung: 

tang  d  =  tang  ^  cos  t^ 

woraus  man  sieht,  dafs  man  durch  solche  Beobachtungen  die  Decli- 
nationen der  Sterne  bestimmen  kann.  Differenzirt  man  die  Glei- 
chung logarithmisch,  so  findet  man: 


*}  Das  Nähere  hierüber  ist  in  No.  27  des  siebenten  Abschnitts  zu  finden. 
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dd  =   .   -     da  —  4  sin  2  diöjmtdt. 

woraus  man  also  sieht,  dafs  ein  Fehler,  den  man  in  der  Beobach- 
tung von  t  gemacht  hat,  desto  weniger  EinfluTs  hat,  je  kleiner  t  ist, 
je  näher  also  am  Zenith  der  Stern  durch  den  ersten  Vertical  geht 
Ist  die  Zenithdistanz  sehr  klein,  so  läfst  sich  also  die  Declination 
solcher  Sterne  mit  grofsem  Vortheil  auf  diesem  Wege  bestimmen. 
Die  Bedingungsgleichungen  für  jeden  einzelnen  Stern  werden  dann 
dieselben  wie  früher  und  es  ist  wieder  besonders  vortheilhaft,  für 
die  Bestimmung  der  Constanten  Sterne  auszuwählen,  welche  dem 
Pole  der  Ecliptic  nahe  liegen.  Auf  diese  Weise  fand  Struve  aus 
vielen  Sternen  mit  sehr  grofser  üebereinstimmung  den  Werth  der 
Aberrationsconstante  20". 4451,  eine  Zahl,  die  wohl  nur  wenig  von 
der  Wahrheit  abweichen  wird.  Die  Beobachtungen  umfassen  aber 
einen  zu  kurzen  Zeitraum  far  die  Bestimmung  der  Nutationscon- 
staute,  die  ebenfalls,  wie  auch  die  Parallaxe  solcher  Sterne,  auf 
diesem  Wege  mit  Vortheil  bestimmt  werden  kann. 

Die  Constante  der  Aberration  kann  noch  auf  einem  anderen 
Wege  gefunden  werden,  da  dieselbe  nach  No.  16  des  dritten  Ab- 
schnitts aus  der  Geschwindigkeit  der  Bewegung  der  Erde  und  der 
des  Lichts  berechnet  werden  kann.  Die  Winkelgeschwindigkeit  der 
Erde  ist  sehr  genau  bestimmt,  nämlich  59'  8".  193  in  einem  Tage. 
Die  Zeit,  welche  das  Licht  braucht,  um  den  Halbmesser  der  Erd- 
bahn zu  durchlaufen,  wurde  zuerst  von  dem  Dänischen  Astronomen 
Olav  Römer  aus  den  Verfinsterungen  der  Jupitertrabanten  herge- 
leitet, indem  derselbe  im  Jahre  1675  die  Bemerkung  machte,  dafs 
diese  Verfinsterungen  zu  der  Zeit,  wenn  die  Erde  zwischen  der 
Sonne  und  Jupiter  steht,  um  8™  13«  früher,  dagegen  zu  der  Zeit, 
wo  die  Sonne  zwischen  Jupiter  und  der  Erde  steht,  um  ebenso 
viel  später  eintrafen,  als  die  .Vorausberechnung  derselben  ergab. 
Da  nun  im  ersteren  Falle  die  Erde  dem  Jupiter  um  den  ganzen 
Durchmesser  der  Erdbahn  näher  steht  als  im  zweiten  Falle,  so 
kam  Römer  bald  auf  die  richtige  Erklärung  dieser  Erscheinung, 
dafs  nämlich  das  Licht  eine  Zeit  von  16™  26«  brauche,  um  den 
Durchmesser  der  Erdbahn  zu  durchlaufen.  Ist  daher  T  die  nach 
den  Tafeln  berechnete  Zeit  des  Anfangs  oder  des  Endes  einer  Ver- 
finsterung, so  mufs  man  zu  dieser  Zeit,  um  dieselbe  mit  den  Beob- 
achtungen in  üebereinstimmung  zu  bringen,  das  Glied 

die  sogenannte  Lichtgleichung,  hinzufügen,  wo  K  die  Anzahl  von 
Secunden  bezeichnet,   in  welchei;  das  Licht  den  Halbmesser  der 
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Erdbahn  durchläuft,  A  aber  die  Entfernung  des  Jupitermondes  von 
der  Erde  ist,  in  Einheiten  der  halben  grofsen  Axe  der  Erdbahn 
ausgedrückt.  Ist  dann  Tq  die  so  verbesserte  Zeit  der  Verfinsterung, 
T  die  beobachtete  Zeit,  so  giebt  jede  beobachtete  Finsternifs  eine 
Gleichung: 

und  ans  einer  grofsen  Anzahl  solcher  Gleichungen  läfst  sich  der 
wahrscheinlichste  Werth  von  dK  bestimmen.  Die  beobachtete  Zeit 
des  Anfangs  und  des  Endes  einer  Verfinsterung  ist  aber  immer  un- 
sicher, indem  die  Monde  ihr  Licht  nur  allmählich  verlieren  und  da 
der  Fehler  der  Beobachtung  von  der  Gute  des  Fernrohrs  abhängt, 
so  wird  es  gut  sein,  nur  solche  Beobachtungen  zusammen  zu  neh- 
men, die  mit  demselben  Instrumente  gemacht  sind,  auch  die  beob- 
achteten Zeiten  der  Eintritte  von  denen  der  Austritte  besonders  zu 
behandeln.  Delambre  fand  aus  einer  sorgfältigen  Discussion  der 
vorhandenen .  Beobachtungen  von  Verfinsterungen,  die  Aberrations- 
constante  20".  255,  welcher  Werth  nach  dem  Vorigen  etwas  zu 
klein  ist. 

12.  Die  jährliche  Parallaxe  eines  Sterns  kann  noch  auf  einem 
anderen  Wege  bestimmt  werden,  nämlich  durch  die  Messung  der 
Aenderungen  seines  Orts  gegen  die  eines  benachbarten  Sterns,  dessen 
Parallaxe  Null  ist  und  diese  Methode  ist  vorzüglicher  als  die  vorige, 
weil  sich  die  relativen  Oerter  zweier  benachbarten  Sterne  durch 
micrometrische  Messung  (wie  im  siebenten  Abschnitte  gezeigt  wird) 
mit  grofser  Genauigkeit  bestimmen  lassen,  und  weil  der  Einflufs 
der  kleinen  Correctionen  auf  die  Oerter  der  beiden  Sterne  so  nahe 
gleich  ist,  dafs  ein  etwaiger  Fehler  in  den  angewandten  Constanten 
keinen  merklichen  Fehler  in  dem  Unterschiede  der  abgeleiteten  mitt- 
leren Oerter  hervorbringen  kann*).  Eigentlich  giebt  diese  Methode 
nur  den  Unterschied  der  Parallaxen  der  beiden  angewandten  Sterne. 
Da  man  aber  im  Allgemeinen  annehmen  kann,  dafs  sehr  kleine 
Sterne  auch  sehr  weit  entfernt  sind,  also  eine  unmerkliche  Parallaxe 
haben,  so  kann  man  immer  hoffen,  wenn  man  einen  oder  mehrere 
solcher  schwachen  Sterne  als  Vergleichssterne  wählt,  dafs  die  ge- 
fundene Parallaxe  der  Wahrheit  sehr  nahe  konmit. 


*)  Wenn  die  Sterne  so  nahe  stehen,  so  ist  es  vortheilhafter,  nicht  die 
mittleren  Oerter  jedes  einzelnen  Sterns  herzuleiten,  sondern  nur  den  Unter- 
schied der  scheinbaren  Oerter  von  Refraction,  Aberration,  Pracession  und 
Nutation  zu  befreien.  Die  dazu  dienenden  Foimeln  werden  in  VIII  und  IX 
des  siebenten  Abschnitts  gegeben. 

Brfinnow,  sph&rische  Astronomie.    4.  Aufl.  \Q 
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Hat  man  die  unterschiede  beider  Sterne  in  Rectascension  oder 
Declination  beobachtet,  so  giebt  eine  jede  Beobachtung,  wegen  der 
kleinen  Correctionen  verbessert,  eine  Gleichung,  und  wenn  man  för 
die  Zeit  fo  die  Unterschiede  a'o  —  «o  und  <^o  —  <5K)  annimmt  und 
ö'q  —  OQ  —  (a'  —  a)  mit  n  und  ^'o  —  ^o  —  (^  —  <>)  mit  n'  bezeichnet, 
die  Fehler  der  angenommenen  Werthe  mit  Aa  und  A<^5  und  die 
eigenen  Bewegungen  in  Rectascension  und  Declination  mit  p  und  $, 
so  erhält  man: 

0  =  n-h  A«  + wl2öcos(0  '^Ä)8ecd'^p(t  —  to) 
0  =  n'H-A^-l-wE6 008(0  -^ B)  +qlt  —  to), 

wo  die  Werthe  von  a,  J.,  h  und  B  sich  aus  den  vorher  angefahrten 
Formeln  ergeben,  nämlich: 

a  sin  -ä  =  —  cos  e  cos  a 
a  cos  A^=  —  sin  a 
und 

&  sin  JB  =  sin  a  sin  d  cos  e  —  cos  d  sin  e 
ft  cos  B  =  —  cos  a  sin  ^. 

Der  Werth  von  a  erreicht  ein  Maximum  und  wird  gleich  Eins  für 
solche  Sterne,  für  welche  der  Declinationskreis  mit  dem  Breiten- 
kreise zusammenfällt.  Dies  ist  an  sich  klar,  ergiebt  sich  aber  auch 
aus  den  obigen  Formeln,  da  man  mit  Hülfe  der  Formeln  in  No.  11 
des  ersten  Abschnitts  erhält: 

a^  =  1  —  cos  0^  sin  17*. 

Für  solche  Sterne  ist  es  also  vortheihaft,  die  Parallaxe  durch  Rect- 
ascensionsunterschiede  zu  bestimmen,  eine  Methode,  für  welche  die 
Anwendung  eines  Chronograph  erforderlich  ist.  Für  Sterne  in  der 
Nähe  des  Poles  der  Ecliptic  wird  aber  auch  die  Bestimmung  durch 
Declinationsunterschiede  vortheilhaft.  Die  Gröfse  h  erreicht  den 
Maximumwerth  Eins  für  Sterne,  für  welche  der  Declinationskreis 
auf  dem  Breitenkreise  senkrecht  steht,  d.  h.  für  Sterne,  für  welche 
sin  a  =  —  cotg  e  cotg  S  ist;  h  ist  indessen  für  alle  Sterne  in  der 
Nähe  des  Poles  der  Ecliptic  der  Einheit  nahe,  weil  die  Ellipse, 
welche  diese  Sterne  in  Folge  der  Parallaxe  beschreiben,  einem 
Kreise  nahe  kommt. 

Gewöhnlich  beobachtet  man  aber  statt  des  Rectascensions-  und 
Declinationsunterschiedes  der  beiden  Sterne  die  Distanz  und  den 
Positionswinkel,  d.  h.  den  Winkel,  welchen  der  Declinationskreis 
des  einen  Sterns  mit  dem  durch  beide  Sterne  gehenden  gröfsten 
Kreise  macht.  Ist  a  und  d  die  wahre,  a*  und  <^'  die  mit  Parallaxe 
behaftete  Rectascension  und  Declination  des  einen  Sterns,  of^  und  ^' 
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die  Rectascension  und  Declination  des  anderen  Sterns,  so  ist  die 
Aendenmg  der  Rectascensions-  und  Declinationsunterschiede  durch 
Parallaxe : 

d  (a"  —  a)  =  a-—  a'  =  izB  [cos  0  sin  a  —  sin  ©  cos  s  cos  a]  sec  d 
d  {d"  —  d)  =  d  —  <J'  =  TcB  [cos  fi  sin  a  sin  <>  —  sin  e  cos  «J]  sin  0 

-h  7cB  sin  d  cos  «cos  © . 

Bezeichnet  man  die  wahre  Distanz  und  den  wahren  Positions- 
winkel mit  A  und  P,  so  ist: 

A  sin  P  =  cos  d  (a"  —  a) 
AcosP=<J"  — (J 
also: 

du  =  sin  P cos  ^d  («"  —  a)  -h  cos  Fd  (^'  —  rf) 
AdP  =  cos  P  cos  dd  («"  —  a)  —  sin  Pd  (<t"  —  d). 

Substituirt  man  hierin  die  obigen  Werthe,  so  findet  man  leicht, 
dafs  wenn  man  setzt: 

w  cos  Jlf  =  sin  a  sin  P  +  sin  <J  cos  a  cos  P, 

m  sin  M  =  [ —  cos  a  sin  P4-  sin  d  sin  a  cos  P]  cos  e  —  cos  <J  cos  P sin  e, 

w'  cos  JIT  =  —  [sin  «  cos  P  —  sin  d  cos  a  sin  P], 

f»'  sin  3r  =  —  [ —  (cos  a  cos  P-h  sin  <^ sin  a  sin  P)  cos  e  -h  cos «J  sin P sine], 

man  erhält: 

dA  =  w22m  cos  (©  —  M) 

dP=  nBm'  cos  (©  —  JT). 

Die  Formeln  für  m,  M^  rnf  und  if'  lassen  sich  leicht  durch  die 
Einführung  von  Hülfswinkeln  für  die  Rechnung  übersichtlicher  dar- 
stellen. Die  Gröfsen  m  und  m*  bestimmen  das  Maximum  des  Coeffi- 
cienten  der  Parallaxe  für  die  beiden  Coordinaten.  Dieselben  werden 
gleich  Eins,  wenn  der  beide  Sterne  verbindende  gröfste  Kreis 
respective  senkrecht  auf  dem  Breitenkreise  ist  oder  mit  demselben 
zusammenfällt.  Dies  ist  wieder  an  sich  einleuchtend,  ergiebt  sich 
aber  auch  aus  den  folgenden  leicht  zu  findenden  Ausdrücken: 

w«  =  1  —  cos'/9'  cos  (iy  4-  P)' 
W«=  1  —  cos  yS«  sin  (iy  +  P)* 

Bezeichnet  man  wieder  mit  dAo  die  Verbesserung  der  an- 
genommenen Entfernung  zu  der  Epoche  ^o,  mit  dg  die  Ver- 
besserung der  angenommenen  eigenen  Bewegung  in  der  Richtung 
von  A?  so  erhält  man  aus  den  gemessenen  Entfernungen  eine 
Gleichung: 

0  =  V  -h  dAo  +  (*  —  <o)  <^3  +  ^-R*»  cos  (®  —  -M") 

16* 
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und  ebenso  aus  den  Positionswinkeln: 

0  =  v'  -f  dPo  -h  («  —  <o)  dg!  +  ^-BW  cos  (0  —  Af'), 

die  man  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  behandelt.  Auf 
diese  Weise  bestinunte  Bessel  zuerst  die  Parallaxe  des  Sterns 
61  Cygni. 


C.    Bestimmung   der  Constante    der  Präcession   und   der 

eigenen  Bewegungen  der  Sterne. 

13.  Man  erhält  die  Aenderung  der  Rectascension  und  Decli- 
nation  eines  Sterns  durch  die  Präcession  während  des  Intervalls 
if — ^,  wenn  man  die  jährlichen  Aenderungen: 

da  ,      X    *  •  dl,       da  ^     ,       ^^  .    •  . 

-^-  =  TO  +  n  tg  <y  sm  a  =  cosen  TT n  +  sin  Sn  -jr  tg  tf  sm  a 

dt  dt       dt  at 

dd  .        dl 

-— -  =  n  cos  a  =  sm  &)  -3r7  cos  a 

dt  dt 

für  die  Mitte  des  Intervals  berechnet  und  mit  der  Zwischenzeit 
i!  —  t  multiplicirt.     Da  nun  der  numerische  Werth  von  —    durch 

die  Theorie  der  säcularen  Störungen  der  Planeten  gegeben  ist,  so 
läfst  die  Vergleichung  der  Unterschiede  der  zu  zwei  Epochen  beob- 
achteten Positionen  eines  Sterns  mit  den  obigen  Formeln  eine  Be- 

Stimmung  des  Werthes  der  Lunisolarpräcession  -j^ ,  «owohl  aus  den 

Rectascensionen  als  aus  den  Declinationen  zu.  Wären  die  Sterne 
im  Räume  unbeweglich,  so  würde  man  aus  verschiedenen  Sternen 
nahe  dieselbe  Präcessionsconstante  finden,  und  zwar  desto  genauer, 
je  entfernter  die  Beobachtungen  von  einander  wären,  da  etwaige 
Fehler  der  Beobachtungen  desto  geringeren  Einflufs  haben  würden. 
Da  nun  aber  nicht  nur  verschiedene  Sterne  verschiedene  Werthe 
für  die  Präcession  geben,  sondern  auch  die  einzelnen  Sterne  ver- 
schiedene Werthe  aus  den  Rectascensionen  und  Declinationen,  so 
mufs  man  denselben  eigene  Bewegungen  zuschreiben,  und  da  diese 
wie  die  Präcession  der  Zeit  proportional  sind,  so  läfst  letztere  sich 
nicht  davon  trennen.  Die  Schwierigkeit  wird  noch  dadurch  ver- 
mehrt, dafs  diese  eigenen  Bewegungen  zum  Theil  wenigstens  ein 
bestimmtes,  vom  Orte  des  Sterns  abhängiges  Gesetz  befolgen,  und 
man  kann  daher  die  eigenen  Bewegungen  nur  durch  die  Verglei- 
chung sehr  vieler,  über  alle  Punkte  des  Himmels  vertheilten  Sterne 
eliminiren,  indem  man  alle  diejenigen  ausschliefst,  die  eine  von  den 


J 
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tbrigen  sehr  verschiedene  Präcession  geben  würden,  also  eine  be- 
deutende eigene  Bewegung  haben  müssen.  Die  grofse  Menge  der 
Beobachtungen  wird  dann  den  Einflufs  der  eigenen  Bewegungen  so 
viel  wie  möglich  und  die  etwaigen  Beobachtungsfehler  vollständig 
eliminiren.  I)a  die  eigenen  Bewegungen  der  Zeit  proportional  sind, 
so  bleibt  die  dadurch  entstehende  Unsicherheit  in  der  Bestimmung 
der  Präcession  dieselbe,  so  grofs  man  auch  die  Zwischenzeit  zwischen 
den  mit  einander  verglichenen  Stemverzeichnissen  nimmt  und  man 
wird  daher  zwei  solche  Verzeichnisse  auswählen,  die  eine  möglichst 
grofse  Anzahl  von  Sternen  gemeinschaftlich  enthalten  und  deren 
Zwischenzeit  grofs  genug  ist,  um  die  Unsicherheit,  die  von  den 
.  Beobachtungsfehlem  herrührt,  hinreichend  klein  zu  machen.  Sind 
dann  mo  nnd  wo  die  bei  der  Vergleichung  der  beiden  Verzeichnisse 
angewandten  "Werthe  von  m  und  w,  femer  a,  <J  und  a',  ^  die  in 
beiden  Verzeichnissen  aufgeführten  mittleren  Oerter  eines  Sterns  für 
die  Zeiten  t  und  ^,  A«  nnd  A<^  die  constanten  Unterschiede  der  Ver- 
zeichnisse in  Rectascension  und  Declination,  so  giebt,  wenn  man: 

a  4-  (mo  4-  no  tg  <5o  sin  Oq)  {f  —  t)  —  a'  =  v{t'  —  t) 
und 

^4-noCOsao(*'  — 0  -  ^'  =  y'(e'  — 0 

setzt,  jeder  Stem  zwei  Gleichungen  von  der  Form: 


snd 


0  =  V  4-  w -.  4-  dm^  4-  dn^  tg  ^o  sin  «o 

0  =  v'  4-  Ti -.  4-  dno  cos  a^. 


Betrachtet  man  daher  die  eigenen  Bewegungen,  welche  in 
V  und  v'  enthalten  sind,  als  von  der  Natur  zufälliger  Beobach- 
tungsfehler, so  kann  man  aus  einer  grofsen  Anzahl  von  solchen 
Gleichungen  die  wahrscheinlichsten  Werthe  der  Unbekannten  nach 
der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  finden.  Diese  Annahme  würde 
gerechtfertigt  sein,  wenn  nicht,  wie  oben  bemerkt,  ein  Theil  der 
eigenen  Bewegungen  der  Sterne  ein  Gesetz  befolgte,  das  von  dem 
Orte  der  Sterne  abhängt.  Da  es  aber  grofse,  wenn  nicht  unüber- 
windliche Schwierigkeiten  hat,  ein  diese  gesetzmäfsige  Bewegung 
ausdrückendes  Glied  in  die  obigen  Gleichungen  einzuführen,  worauf 
später  zurückgekommen  wird,  so  kann  man  kaum  etwas  Besseres 
thun,  als  die  obige  Annahme  zu  machen  und  darauf  zu  sehen,  dafs 
die  Anzahl  der  Sterne  sehr  grofs  und  möglichst  gleich  über  den 
Hinmiel  vertheilt  ist.  Dann  ergiebt  sich  aus  den  Rectascensionen 
eine  Bestimmung  von  m  und  n,  aus  den  Declinationen  eine  Bestim-: 
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mang  yon  n;  man  sieht  aber,  dafs  ein  Fehler  in  der  Bestimmung 
der  absoluten  Rectascension,  der  bei  jedem  VerzeichniTs  constant  ist, 

sich  mit  dmo  verbindet,  auch  bleibt  darin,  weil  m  =  cos  ^~ji  ~"J? 

ein  Fehler  in  der  Präcession  durch  die  Planeten,  der  von  den 
unrichtig  angenommenen  Massen  der  Planeten  herrühren  kann.  Die 

Bestimmung  von  ^  =  "jT  sin  Sq  aus  den  Rectascensionen  ist  aber 

von  einem  solchen  beständigen  Fehler  unabhängig  und  die  Decli- 
nationen  geben  sowohl  dno  als  auch  den  beständigen  Fehler  der 
Declination.  Da  man  aber  nicht  annehmen  kann,  dafs  dieser  für 
die  beiden  Verzeichnisse  für  alle  Declinationen  derselbe  bleibt,  so 
ist  es  besser,  die  Sterne  in  Zonen  von  einigen  Graden  Breite  z.  B. 
von  100  in  Declination  zu  theilen  und  die  Gleichungen  für  jede 
Zone  besonders  zu  behandeln,  also  den  mittleren  Unterschied  A<^ 
für  eine  jede  solche  Zone  zu  bestimmen.  Auf  diese  Weise  berech- 
nete Bessel  in  seinem  Werke  Fundamenta  astronomiae  den  Werth 
dieser  Constante  aus  einer  Anzahl  von  mehr  als  2000  Sternen, 
deren  Oerter  aus  den  Bradley'schen  Beobachtungen  für  das  Jahr 
1755  hergeleitet  und  von  Piazzi  für  das  Jahr  1800  bestimmt  waren. 
Er  fand  dafür  für  das  Jahr  1750  den  Werth  50".  340499,  den  er 
später  nach  den  Königsberger  Beobachtungen  in  50".  37572  um- 
änderte.    (Vergl.  Astron.  Nachrichten  No.  92.) 

14.  Die  Unterschiede  der  beobachteten  Oerter  der  Sterne  zu 
den  verschiedenen  Epochen  mit  dem  Betrage  der  Präcession  in 
der  Zwischenzeit,  welche  mit  der  so  bestimmten  Constante  be- 
rechnet ist,  sieht  man  dann  als  die  eigenen  Bewegungen  der  Sterne 
an,  und  im  Allgemeinen  kann  man  dieselben  durch  die  Annahme 
einer  der  Zeit  proportionalen  und  in  einem  gröfsten  Kreise  vor  sich 
gehenden  Bewegung  innerhalb  der  Grenzen  der  möglichen  Beob- 
achtungsfehler darstellen.  Halley  war  der  erste,  welcher  im  Jahre 
1713  eine  solche  eigene  Bewegung  bei  den  Sternen,  Sirius,  Aldebaran 
und  Arcturus*)  entdeckte.  Seitdem  hat  man  aber  bei  sehr  vielen 
Sternen  mit  Sicherheit  eigene  Bewegungen  erkannt  und  man  mnfs 
annehmen,  dafs  solche  allen  Sternen  zukommen,  wenn  dieselben 
auch  bei  den  meisten  noch  nicht  nachgewiesen  werden  können,  da 
sie  sehr  klein  sind  und  noch  innerhalb  der  Grenzen  der  Beobach- 


*)  Der  letztere  Stern  hat  eine  eigene  Bewegung  von  2"  in  Declination 
\mä  ist  daher  seit  den  Zeiten  des  Hipparch  schon  über  einen  Grad  am 
Bimmel  fortgerückt. 


J 
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tongsfehler  liegen.  Die  gröfsten  eigenen  Bewegungen  konunen  vor 
bei  dem  Stern  61  Cygni,  dessen  jährliche  Aenderung  in  Rectascension 
und  Declination  5^M  und  3^^2  beträgt,  dann  bei  a  Centauri,  dessen 
jährliche  Bewegungen  nach  der  Richtung  der  beiden  Coordinaten  7".0 
und  0".8  sind,  endlich  bei  1830  Groombridge ,  der  sich  5". 2  in 
Rectascension  und  5".  8  in  Declination  bewegt. 

Der    ältere  Herschel   fand    zuerst   in  diesen  Bewegungen  der 
Sterne  ein  Gesetz  auf,  indem  er  durch  die  Vergleichung  von  vielen 
derselben  die  Bemerkung  machte,  dafs  die  Sterne  im  Allgemeinen 
sich  von  einem  Punkte  des  Himmels  in  der  Gegend  von  X  Herculis 
entfernen.     £r  gründete   darauf  die  Yermuthung,    dafs  die  eigene 
Bewegung  der  Sterne  zum  Theil  nur  scheinbar  sei  und  durch  die 
Bewegung  unseres  Sonnensystems  nach  diesem  Punkte  des  Him- 
mels zu  hervorgebracht  würde,  eine  Ansicht,   welche  die  späteren 
Untersuchungen  über  diesen  Gegenstand  vollkommen  bestätigt  haben. 
Die  jährliche  eigene  Bewegung  der  Fixsterne  wird  daher  zusammen- 
gesetzt sein,   erstens  aus  der  jährlichen  eigenthümlichen  Bewegung 
der  einzelnen,  vermöge  welcher  sich  dieselben  nach  einem  uns  un- 
bekannten  Gesetze   wirklich  im  Raum  fortbewegen   und    zweitens 
aus  der  scheinbaren  Bewegung,  welche  von  der  Bewegung  unserer 
Sonne  herrührt.     Da  der  erstere  Theil    dieser  Bewegung  kein  be- 
stimmtes Gesetz  befolgt,  so  werden  vermöge  derselben  Sterne,  welche 
in  derselben  Gegend  des  Himmels  stehen,  ihren  Ort  nach  den  ver- 
schiedensten Richtungen  verändern.    Die  Richtung  des  andern  Theils 
der  scheinbaren  Bewegungen  der  Sterne  wird  dagegen  durch  die 
Lage  jedes  Sterns  gegen  den  Punkt  des  Himmels,  nach   welchem 
hin  sich  die  Sonne  bewegt,  vollständig  bedingt.     Nimmt  man  nun 
für  diesen  Punkt  einen  bestimmten  Punkt  an,  dessen  Rectascension 
und  Declination  A  und  B  ist,    so    kann  man  für  jeden  einzelnen 
Stern   diejenige    Richtung   berechnen,    nach    welcher  sich  derselbe 
scheinbar    vermöge    der   Fortrückung    der    Sonne    bewegen    mufs. 
Vergleicht  man  dann  diese  Richtung  mit  der  wirklich  beobachteten 
Richtung,    so    kann   man   für    einen  jeden  Stern  die  Bedingungs- 
gleichung   zwischen    den  Unterschieden  der   berechneten   und    der 
beobachteten    Richtung   und   den  Aenderungen    der   Rectascension 
und  Declination  A  und  D  aufstellen,  und  da  derjenige  Theil  die^ 
ser  Unterschiede,    welcher   von    den  eigenthümlichen  Bewegungen 
der  Sterne  herrührt,  kein  bestimmtes  Gesetz  befolgt,  also  von  der 
Natur  zußllliger  Beobachtungsfehler  ist,  so  wird  man  aus  einer  sehr 
grofsen  Anzahl  solcher  Bedingungsgleichungen  durch  die  Methode 
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der  kleinsten  Quadrate  die  wahrscheinlichsten  Werthe  der  Correctio- 
nen  dÄ  und  dD  bestimmen  können. 

Es  ist  klar,  dafs  die  Richtung  der  scheinbaren  Bewegung  eines 
Sterns  mit  dem  gröfsten  Kreise  zusammenfällt,  welcher  den  Ort 
des  Sterns  mit  dem  Punkte  des  Himmels  verbindet,  auf  welchen  zu 
sich  die  Sonne  bewegt,  weil  dieser  Punkt,  wenn  man  die  Bewegung 
der  Sonne  als  geradlinig  voraussetzt,  in  der  durch  den  Ort  des 
Sterns  und  durch  zwei  Oerter  der  Sonne  im  Räume  gelegten  Ebene 
liegt.  Ist  a  die  als  geradlinig  betrachtete  Veränderung  des  Orts  der 
Sonne  während  der  Zeit  t,  dividirt  durch  die  Entfernung  des  Sterns 
von  der  Sonne,  so  hat  man,  wenn  a  und  ^  die  Rectascension  und 
Declination  des  Sterns  zu  Anfang  der  Zeit  t,  a'  und  ^  dieselben 
Gröfsen  zu  Ende  der  Zeit  t  bezeichnen  und  p  das  Verhältnüüs  der 
Entfernungen  des  Sterns  von  der  Sonne  zu  beiden  Zeiten  ist,  die 
folgenden  Gleichungen: 

p  cos  d*  cos  a'  =  cos  (J  cos  a  —  a  cos  Ä  cos  2) 
p  cos  <J'  sin  a'  =  cos  ^  sin  a  —  a  sin  Ä  cos  D 
psiad'  =  smd  —  a  sin  D, 

aus  denen  man  leicht  erhält: 

cos  «y'  =  cos  <J  —  a  cos  2)  cos  (a  —  Ä), 
also : 


(Ä) 


cos  d*  (a'  —  a)  =  a  cos  D  sin  (a  —  A) 

d'  —  <J  =  —  a  [cos  ^  sin2>  —  sin  ^  cosD  cos  (a — -4)]. 

Man  hat  aber  auch  in  dem  sphärischen  Dreiecke  zwischen  dem 
Pole  des  Aequators,  dem  Sterne  und  dem  Punkte,  dessen  Rect- 
ascension und  Declination  A  und  D  ist,  wenn  man  die  Entfernung 
des  Sterns  von  diesem  Punkte  mit  A  und  den  Winkel  am  Sterne 
mit  P  bezeichnet: 

sin  A  sin  P  =  cos  D  sin  (a  —  A)  ,^. 

sin  A  cosP  =  sin  D  cos  ^  —  cos  D  sin  3  cos  (a  — JL), 

und  da  nun  auch,  wenn  p  den  Winkel  bezeichnet,  welchen  die  Rich- 
tung der  Bewegung  des  Sterns  mit  seinem  Declinationskreise  macht: 

cos  d*  (a'  —  a) 

ist,  so  sieht  man,  dafs  p  =  180^  —  P  ist,  oder  dafs  sich  der  Stern 
in  der  Richtung  des  gröfsten  Kreises,  welcher  den  Ort  desselben 
mit  dem  Punkte,  dessen  Rectascension  und  Declination  A  und  D 
verbindet,  von  dem  letzteren  entfernt.  Durch  die  dritte  der  Differen- 
tialformeln (11)  in  No.  9  der  Einleitung  erhält  man  aber: 


,  ,      CUS  If  »Ul  \M.  lÄ  J     -  -^ 
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sinA 

4-   .    .o  [sin <J cos D  —  cos  d sin  2> cos  (a  —  ^)]  df J« 
sinA  V  /j    — ^ 

also : 

cos  <ysin(q  —  Ä) 

sin  A^ 

: — r«  [sin  ^  cos  D  —  cos  <J  sin  D  cos  (a  —  -<4)]  dA. 

sm  A  V  /j 

Ist  also  p'  der  beobachtete  Winkel,  welchen  die  Richtung  der 
eigenen  Bewegung  mit  dem  Declinationskreise  macht,  von  dem  nörd- 
lichen Theile  desselben  durch  Osten  herum  gezählt,  so  dafs  also: 

und  2?  der  mit  den  genäherten  Werthen  Ä  und  D  nach  den  For- 
meln (B)  berechnete  Werth  von  180^ — P,  so  erhält  man  für  jeden 
Stern  die  Bedingungsgleichung: 

^  .   ,   cosd  sin  (a  —  Ä)  ,  •. 

sm  A 


-: — -ö  [sin  <^  cos  D  —  cos  d  sin  2>  cos  (a  — •  J.)]  d  A 
smA  /j    -*> 


oder: 


^      /  ,v    .    ^    .    cos  <J  sin  (a  —  -4)  ,  _, 

sm  A 

: — 7-  [sin  <^  cos  2>  —  cos  «J  sin  D  cos  (a  —  Ä)]  dA. 

sm  A  \  /j    -*» 

und  kann  dann  aus  vielen  Sternen  durch  die  Methode  der  klein- 
sten Quadrate  die  wahrscheinlichsten  Werthe  von  dD  und  dA 
finden. 

Auf  diese  Weise  bestimmte  Argelander  die  Richtung  der  Be- 
wegung des  Sonnensystems*).  Bessel  hatte  nämlich  in  seinen 
Fundamentis  astronomiae  die  eigene  Bewegung  einer  grofsen  Menge 
von  Sternen  aus  der  Vergleichung  von  Bradley's  und  Piazzi's 
Beobachtungen  hergeleitet.  Argelander  wählte  nun  alle  diejenigen 
Sterne  aus,  welche  in  den  45  Jahren  von  1755  bis  1800  eine 
gröfsere  Bewegung  als  5"  zeigten,  beobachtete  diese  von  Neuem  an 
dem  Meridiankreise  der  Sternwarte  in  Abo  und  bestimmte  die 
eigenen  Bewegungen  durch   die  Vergleichung  seiner  eigenen  Beob- 


*)  s.  Astronom.  Nachrichten  No.  363. 
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achtungen  mit  den  Bradley'schen  genauer*).  Zur  Berechnung  der 
Richtung  des  Sonnensystems  wurden  dann  390  Sterne  verwandt, 
deren  jährliche  eigene  Bewegung  0".  1  im  Bogen  des  gröfsten  Kreises 
überstieg.  Diese  wurden  nach  der  Gröfse  der  eigenen  Bewegung 
in  drei  Klassen  getheilt  und  aus  jeder  Klasse  einzeln  die  an  die 
angenommenen  Werthe  von  Ä  und  D  anzubringenden  Correctionen 
bestimmt.  Aus  den  drei  nahe  übereinstimmenden  Resultaten  ergaben 
sich  dann  mit  Rücksicht  auf  die  Sicherheit  der  einzelnen  im  Mittel 
die  folgenden,  auf  den  Aequator  und  das  Aequinoctium  für  1800 
bezogenen  Werthe  von  Ä  und  D: 

Ä  =  2590  51'. 8  und  D  =  +  32<>  29'.  1, 

Werthe,  welche  sehr  nahe  mit  den  von  Herschel  angenommenen 
übereinstimmen.  Lundahl  bestimmte  die  Lage  dieses  Punktes  noch 
aus  147  Sternen,  welche  der  Aboer  Catalog  nicht  enthielt,  indem  er 
die  Bradley'schen  Positionen  mit  Pond's  Catalog  von  1112  Sternen 
verglich  und  fand: 

Ä  =  252«  24'.  4  und  D  =  +  14«  26'.  1. 

Im  Mittel  aus  beiden  Bestimmungen  erhält  Argelander  mit 
Rücksicht  auf  die  Sicherheit  der  einzelnen: 

^  =  2570  59'.  7  und  2)  =  -f  28«  49'.  7. 

Ganz  ähnliche  Arbeiten  wiHrden  von  0.  von  Struve  und  in 
neuerer  Zeit  von  Galloway  unternommen.  Der  erstere  verglich 
zu  dem  Ende  400  in  Dorpat  beobachtete  Sterne  mit  den  Bradley- 
schen  Positionen  und  fand: 

-4  =  2610  23'  und  2>  =  -I-  37«  36'. 

Galloway  bestimmte  dagegen  die  Richtung  der  Bewegung  des 
Sonnensystems  aus  den  eigenen  Bewegungen  der  südlichen  Sterne 
und  erhielt,  indem  er  die  Positionen,  welche  Johnson  auf  St.  Helena 
und  Henderson  am  Cap  der  guten  Hoffnung  beobachtet  hatten,  mit 
dem  Sterncataloge  von  Lacaille  verglich,  für  A  und  D  die  Werthe: 

Ä  =  2600  1'  und  D  =  +  34«  23'. 

Die  umfassendste  Untersuchung  wurde  von  Mädler  gemacht,  der 
aus  einer  sehr  grofsen  Anzahl  von  Eigenbewegungen  die  Werthe: 

J.  =  2610  38'.8  und  Z)  =  +  390  53'.9 

findet.  Nach  der  Uebereinstimmung  aller  dieser  Werthe  zu  urtheilen, 
wird  somit  der  Punkt,  auf  welchen  zu  sich  das  Sonnensystem  im 
Räume  bewegt,  mit  ziemlicher  Genauigkeit,  wie  sie  bei  dem  Problem 
erreichbar  ist,  bestimmt  sein. 


*)  Argelander,  DLX  stellarum  fixarum  positiones  mediae  ineunte  anno 
1830.    Helsingforsiae  1835. 
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15.     Die  mit  einem  Mittelwerthe  von  Ä  und  D  für  jeden  Stern 
berechnete  Richtung  dieser  parallactischen  Bewegung,  die  durch: 

p cos  J)  sin  (q  — Ä) 

®  sinD  cos  d  —  cos  2>  sin  <J  cos  (a — Ä) 

gegeben  ist,  kann  man  daher  als  der  wahren  ziemlich  nahe  kom- 
mend betrachten.  Wäre  nun  auch  der  Betrag  der  jährlichen  Be- 
wegung in  dieser  Richtung  für  jeden  Stern  bekannt,  so  könnte  man 
daraus  die  jährliche  Aenderung  in  Rectascension  und  Declination, 
soweit  sie  von  dieser  parallactischen  Bewegung  herrührt,  für  jeden 
Stern  berechnen  und  diese  den  in  No.  13  gegebenen  Bedingungs- 
gleichungen für  die  Bestimmung  der  Präcessionsconstante  hinzu- 
fügen. Diese  parallactische  Bewegung  wird  nothwendig  von  der 
Entfernung  der  Sterne  abhängen;  wären  diese  also  bekannt,  so 
könnte  man  auch  die  Gröfse  dieser  Bewegung  für  eine  bestimmte 
Entfernung  selbst  bestimmen.  Da  nämlich  die  Gleichungen  über- 
gehen in: 

1c   cos  D 

0  =s  V  -I-  dmo  -+-  dno  tg  do  sin  ao-\-  — ^  sia  (oq  —  Ä) 

^  A   cos  «Jq 

h 

und      0  =  v'  +  dfiQ  cos  Uq  -\-  —  g  sin  (ö^  — JD), 

wo  cos  dQ=^  g cos  O^ 

sin  «^0  cos  (ao  —  -4)  =  ^r  sin  G^ 

so  könnte  man,  wenn  A  bekannt  ist,  aus  diesen  Gleichungen  die 
Gröfse  k^  die  Bewegung  der  Sonne  in  Secunden  ausgedrückt,  in 
der  als  Einheit  angenommenen  Entfernung  gesehen,  und  aufserdem 
dmQ  und  dn^  von  dieser  gesetzmäfsigen  Bewegung  der  Sterne 
ganz  unabhängig  bestimmen.  Da  aber  die  Entfernungen  der  Sterne 
unbekannt  sind,  so  ist  dies  unmöglich  und  0.  v.  Struve  suchte  der 
Schwierigkeit  dadurch  auszuweichen,  dafs  er  die  mittleren  Werthe 
der  relativen  Entfernimgen  der  Sterne  in  den  verschiedenen  Gröfsen- 
klassen,  wie  sie  von  W.  v.  Struve  in  seinen  Etudes  de  TAstronomie 
Stellaire  aus  der  Anzahl  der  Sterne  in  den  verschiedenen  Gröfsen- 
klassen  hergeleitet  waren,  einführte*).  Struve  verglich  dann  400  Fix- 
sterne, die  von  W.  v.  Struve  und  Preufs  in  Dorpat  beobachtet  waren, 
mit  den  Bradley'schen  Beobachtungen  und  indem  er  zuerst  die  eigene 
Bewegung  der  Sterne  aufser  Acht  liefs,  fand  er  für  die  Aenderung 
der  Präcessionsconstante  aus  den  Rectascensionen  und  Declinationen 


•)  Danach  ist,  wenn  der  Abstand  der  Sterne  erster  Gröfse  gleich  1  an- 
genommen wird,  der  der  Sterne  zweiter  gleich  1.71,  der  dritter  gleich  2.57, 
der  vierter  3.76,  fönfter  5.44,  sechster  7.86  und  siebenter  11.34. 
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zwei  widersprechende  Werthe,  indem  der  eine  positiv,  der  andere 
negativ  war.  Mit  Rücksicht  auf  die  Bewegung  der  Sonne  geben 
aber  die  Rectascensionen  -h  1".  16  und  die  Declinationen  -h  0".  66. 
Daraus  bestinunte  Struve  mit  Rücksicht  auf  die  Sicherheit  der  beiden 
Zahlen  den  Werth  der  Constante  der  allgemeinen  Präcession  für 
1790  zu  50".  23449  oder  um  0.01343  gröfser  als  Bessel.  Ferner 
fand  er  die  jährliche  Winkelgeschwindigkeit  der  Sonne,  gesehen  von 
einem  Punkte,  welcher  sich  in  der  mittleren  Entfernung  der  Sterne 
erster  Gröfse  befindet,  aus  den  Rectascensionen  gleich  0".  321  und 
aus  den  Declinationen  gleich  0".  357.  Bei  dieser  Bestimmung  der 
Präcessionsconstante  und  der  Sonnenbewegung  und  deren  anschei- 
nender Sicherheit  darf  man  aber  nicht  aufser  Acht  lassen,  dafs  die- 
selbe auf  dem  hypothetischen  Verhältnisse  der  mittleren  Entfernungen 
der  Sterne  in  den  verschiedenen  Gröfsenklassen  beruht.  Auch  ist 
es  wohl  nicht  ganz  zu  billigen,  dafs  zur  Bestimmung  der  Constante 
eine  so  geringe  Anzahl  von  Sternen,  die  überdies  meist  Doppel- 
sterne sind,  gewählt  ist. 

Will  man  die  eigene  Bewegung  des  Sonnensystems  bei  der 
Bestimmung  der  Präcessionsconstante  berücksichtigen,  so  ist  es 
vielleicht  besser,  nicht  die  Verhältnisse  der  Entfernungen  der  ein- 
zelnen Gröfsenklassen  nach  einer  Hypothese  numerisch  einzuführen, 
sondern  die  Sterne  in  Klassen  zu  theilen  nach  ihrer  Gröfse  oder 
nach  der  Gröfse  ihrer  Eigenbewegungen  und  für  jede  Klasse  die 

k 
Gröfse  — ,  so  wie  die  Verbesserung  der  Präcessionsconstante  zu 

k 
bestimmen.    Die  so  gefundenen  Gröfsen  —  können  dann  als  Mittel- 

werthe  für  diese  Klassen  angesehen  werden  und  die  gefundenen 
Werthe  von  m  und  n  werden  wenigstens  von  einem  Theile  der 
parallactischen  Bewegungen  unabhängig  sein,  der  um  so  gröfser 
ist,  je  näher  gleich  die  Entfernungen  der  verschiedenen  zusanmien- 
genommenen  Sterne    sind*).     Man   könnte   auch  hierbei  noch  die 

*)  Der  Verfasser  hatte  schon  vor  einer  Reihe  von  Jahren  eine  derartige 
Arbeit  unternommen,  die  aber  noch  nicht  hat  vollendet  werden  können.  Die 
eigenen  Bewegungen  der  Sterne  wurden  aus  der  Vergleichung  der  Henderson- 
schen  Edinburger  Beobachtungen  mit  den  Bradley' sehen  hergeleitet.  Für  die 
jährlichen  parallactischen  Bewegungen  ergeben  sich  auf  diesem  Wege  für 
verschiedene  Gröfsenklassen  die  folgenden  Mittelwerthe: 

für  32  Sterne  4.3.  Gröfse  0".0690  ±0.0110 
für  75  Sterne  4.  Gröfse  0".  0697  ±  0  0066 
für  71  Sterne  4.5.  Gröfse  0".  0468  ±0.0069 
für  284  Sterne     5.  Gröfse  0".0290±  0.0024. 
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Aenderungen  von  Ä  und  D  berücksichtigen,  sodafs  die  Gleichungen 
würden,  wenn  man  -7-  mit  a  bezeichnet: 

0  =  V  +  dmo  +  dno  tang  <>o  sin  ao r  cos  (ao  —  Ä)  adÄ 

cos  <Jo 

.     r         n  •     rkJT^nSin(ao — Ä) 

+  [cos  D  —  sin  DdD] — ^^ — r — -a 

cos  ao 

0  =  v'  +  dno  cos  ao  —  g  cos  (G—D)  adD  +  cosD  sin  do  sin  (ao— -4)adJ. 

+  ag  sin  (G'  —  2>). 

Man  könnte  dann  für  jede  Gröfsenklasse  die  wahrscheinlichsten 
Werthe  von  a,  adA  und  adD  finden.  Wollte  man  das  Struve'sche 
Verhältnifs  der  Entfernungen  annehmen,  so  würde  in  dem  Falle 
nach  Anbringung  des  gehörigen  Factors  die  Unbekannte  a  dieselbe 
sein  für  alle  Klassen.  (Vergl.  hierüber  noch  Airy's  Abhandlung  in 
den  Memoirs  of  the  Royal  Astronomical  Society  Vol.  XXVIII.) 

16.  Die  eigenen  Bewegungen  der  Sterne  können,  mit  wenigen 
Ausnahmen,  für  jetzt  ohne  merklichen  Fehler  als  der  Zeit  propor- 
tional und  in  einem  gröfsten  Kreise  vor  sich  gehend  angenommen 
werden.  Die  eigenen  Bewegungen  in  Rectascension  und  Declination 
ändern  sich  aber  wegen  der  Veränderung  der  Grundebenen,  auf 
welche  sie  bezogen  werden,  und  wenigstens  für  die  dem  Pole  nahe 
stehenden  Sterne  ist  es  nöthig  hierauf  Rücksicht  zu  nehmen. 

Die  Formeln,  welche  die  auf  ein  bestimmtes  Aequinoctium  zur 
Zeit  1750  -h  H  bezogenen  Polarcoordinaten  in  Bezug  auf  den  Aequator 
durch  die  auf  ein  anderes  Aequinoctium  zur  Zeit  1750  H-  t  bezoge- 
ilen Coordinaten  ausdrücken,  sind  nun  nach  No.  3  im  zweiten  Ab- 
schnitt: 

cos  d^  sin  {a!  +  a'  —  z^)  =  cos  «J  sin  (a  -j-  a  -f  e) 
cos  ^  cos  (a'  -f-  a'  —  «')  =  cos  ^  cos  (a  -[-  a  -f-  z)  cos  B  —  sin  <J  sin  9 

sin  ^'  =  cos  <J  cos  (a  -|-  a  +  «)  sin  0  +  sin  <J  cos  B, 

wo  a  und  a!  den  Betrag  der  Präcession  durch  die  Planeten  für  die 
Zeiten  t  und  H  bezeichnen  und  ^,  z^  und  B  Hülfsgröfsen  sind,  welche 
man  durch  die  Formeln  {A)  derselben  Nummer  erhält.  Weil  die 
eigenen  Bewegungen  so  klein  sind,  dafs  man  deren  Quadrate  und 
Producte  vernachlässigen  kann,  so  erhält  man  nach  der  ersten 
und  dritten  Formel  (11)  in  No.  9  der  Einleitung,  wenn  man  be- 
denkt,   dafs    die  obigen  Formeln   aus    einem  Dreiecke  hergeleitet 


Sterne,    deren  jährliche  eigene   Bewegung  grofser  als  0".3  im  Bogen  des 
gröfsten  Kreises  ist,  waren  bei  der  Untersuchung  ausgeschlossen. 
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sind,  dessen  Seiten  90^  —  ^,  90^  —  d  und  9  und  dessen  Winkel 
a  4-  a  -I-  2^,  180  —  a'  --  a'  -\-  z^  und  c  sind : 

^^  =  cos  c  A<^  —  sin  9  sin  («'  4-  a'  —  «')  A« 
cos  (>'  Aa'  =  sin  c  A«?  +  cos  ^  cos  c  A« 

oder,   wenn   man    sin  c  und  cos  c  durch  die  übrigen  Stücke  des 
Dreiecks  ausdrückt: 

Aa'  =  A«  [cos  e+  sin  8  tang  (J'cos  (a'  +  a'-i?0]4-  ^sine  ^^^^"'j^^~^'^ 

(a) 

A  ^ 

^eJ'=  — Aa  sin  0  sin  (a' + a'—z^)  +  -=— ^cos  ^'  [cosO  +  sinG  tang  d'  cos  (a' +a'-"Ä')] 

cosa 

und  ebenso: 

i  r      ^       .   ^ ,        *       /     1       .NT       A  <J'    .   ^  sin  (a-ha-i-z) 

A«  =  Aa  [cos  9  —  sin  9  tang  <?  cos  (a  +  a  -f-  i?) J r.  sm  9 z — 

**  cos  eJ  cos  d 

A  ü* 

A<^=Aa'  sin9sin(a+a-(-Äf)H r;  cos(J[cos9 — sin9tang^cos(a4-a+is)]. 

cos  o 

Beispiel.  Die  mittlere  Rectascension  und  Declination  des 
Polajrstems  für  den  Anfang  des  Jahres  1755  ist: 

a  =  10»  55'  44"  .955  <J  =  4-  87»  59'  41" .  12. 

Durch  Anbringung  der  Präcession  findet  man  den  Ort  des 
Polarsterns  für  den  Anfang  des  Jahres  1850: 

a'  =  16<>  12'  56".  917  ^  =  +  88»  30'  34".  680. 

Nach  Bessel's  Tabulae  Regiomontanae  ist  dieser  Ort  aber: 

a'  =  16°  15'  19"  .530  ^  =  +  88^  30'  34" .  898. 

Dieser  Unterschied  rührt  nun  von  der  eigenen  Bewegung  des 
Polarsterns  her,  die  also  in  der  Zeit  von  1755  bis  1850  -h  2' 22".  613 
in  Rectascension  und  -h  0".218  in  Declination  beträgt.  Die  jähr- 
liche eigene  Bewegung  des  Polarsterns  bezogen  auf  den  Aequator 
von  1850  ist  daher: 

^a'  =  H-  1".  501189  A^'  =  -kO".  002295. 

Wollte  man  daraus  z.  B.  die  eigenen  Bewegungen  A«  nnd  ^d 
des  Polarsterns  bezogen  auf  den  Aequator  von  1755  haben,  so  mufs 
man  dieselben  nach  den  Formeln  (Jb)  berechnen.    Es  ist  aber: 

9=   O<>3r45".600 
a  +  a4-;ef=  11032'    9". 530 

und  hiermit  erhält  man: 

Aa  =  +  1".  10836  A^=  +  0".  005063. 

Bei  einigen  Sternen  läfst  die  Hypothese  einer  gleichförmigen 
eigenen  Bewegung  Fehler  übrig,  die  sich  nicht  durch  Beobachtongs- 
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fehler  erklären  lassen.  Bessel  bemerkte  diese  Veränderlichkeit  der 
eigenen  Bewegungen  zuerst  bei  Sirius  und  Procyon,  indem  er  die 
Declinationen  des  letzteren  Sterns  mit  anderen  Sternen,  die  nahe 
im  Parallel  desselben  sind,  verglich  und  ebenso  die  Rectascensionen 
des  Sirius  mit  denen  benachbarter  Sterne.  Bessel  erklärte  dieselben 
durch  die  Anziehung  eines  unsichtbaren,  in  grofser  Nähe  zu  dem 
Sterne  befindlichen  Körpers  von  bedeutender  Masse,  und  C.  A.F.Peters 
bestimmte  dann  unter  dieser  Voraussetzung  aus  den  Abweichungen 
in  der  Rectascension  des  Sirius  die  Bahn  desselben  um  einen  sol- 
chen dunklen  Körper  und  fand  danach  die  folgende  Formel,  welche 
die  an  die  Rectascension  des  Sirius  anzubringende  Verbesserung 
ausdrückt: 

2  =  0« .  127  4-  0« .  00050  (t  —  1800)  +  0« .  171  sin  (u  +  77°  44'), 

wo  der  Winkel  u  aus  der  Gleichung 

M  =  70. 1865  (t  —  1791.431)  =  u  —  0.7994  sin  u 

%u  nehmen  ist  und  wo  7^.  1865  die  mittlere  Bewegung  des  Sirius 
um  den  Centralkörper  ist.  Durch  die  Anbringung  der  nach  dieser 
Formel  berechneten  Verbesserung  wurden  die  beobachteten  Rect- 
ascensionen des  Sirius  in  grofse  Uebereinstimmung  gebracht.  Safford 
in  Cambridge  zeigte  später,  dafs  auch  die  Declinationen  des  Sirius 
eine  gleiche  Periode  zeigen  und  dafs  man  an  die  jedesmalige  beob- 
achtete Declination  die  Verbesserung  anzubringen  hat: 

g'  =  -f.  0".56  -I-  0".0202  {t  —  1800)  -f- 1".47  sin u  -f-  0".5l  cos  u, 

wo  u  dieselbe  Bedeutung  wie  oben  hat.  Bessel's  Hypothese  erhielt 
durch  die  von  A.  Clarke  in  Boston  im  Jahre  1862  gemachte  Ent- 
deckung eines  schwachen  Begleiters  des  Sirius  eine  glänzende  Be- 
stätigung. Die  von  Bessel  bemerkte  Veränderlichkeit  in  der  Eigen- 
bewegung  des  Procyon  wurde  durch  die  Untersuchungen  von  Auwers 
bestätigt  und  es  ist  zu  vermuthen,  dafs  dieselbe  auf  ähnliche  "Weise 
zu  erklären  ist.  Die  auf  Grund  einer  solchen  Voraussetzung  be- 
rechneten Elemente  der  Procyon-Bahn  wurden  von  Auwers  in  seiner 
Schrift  „Untersuchungen  über  die  veränderlichen  Eigenbewegungen^ 
gegeben. 


Fünfter  Abschnitt. 

Von  der  Bestimmung  der  Lage  der  festen  gröfsten 
Kreise  der  Himmelskugel  gegen  den  Horizont  des 

Beobachtungsortes« 

In  No.  5  und  6  des  vorigen  Abschnitts  ist  schon  gezeigt,  wie 
man  mittelst  eines  fest  aufgestellten  Meridian-Instruments  die  Lage 
der  festen  Kreise  der  Himmelskugel  gegen  den  Horizont  bestimmen 
kann.  Ist  nämlich  das  Instrument  so  berichtigt,  dafs  die  Collima- 
tionslinie  des  Femrohrs  einen  auf  dem  Horizont  senkrechten  Kreis 
beschreibt,  so  bringt  man  dasselbe  in  den  Meridian  und  bestimmt 
also  den  Verticalkreis  des  Poles  des  Aequators  durch  die  Beobach- 
tung der  Circumpolarsteme  über  und  unter  dem  Pole,  indem,  wenn 
das  Instrument  diesen  Verticalkreis  beschreibt,  die  Zwischenzeit 
zwischen  den  Beobachtungen  12  Sternstunden  -h  A«  sein  mufs,  wo  ^a 
die  Aenderung  des  scheinbaren  Orts  während  der  Zwischenzeit  be- 
zeichnet. Ferner  giebt  die  Beobachtung  der  Zenithdistanzen  des 
Sterns  in  beiden  Culminationen  die  Aequatorhöhe  des  Ortes,  in- 
dem diese  gleich  der  halben  Summe  der  wegen  Refraction  ver- 
besserten Zenithdistanzen  -h  iA<^  ist,  wo  A<^  die  Aenderung  der 
scheinbaren  Declination  während  der  Zwischenzeit  der  Beobach- 
tungen bedeutet.  Beobachtet  man  ferner  die  Culmination  eines 
Sterns,  dessen  Rectascension  bekannt  ist,  so  giebt  die  scheinbare 
Rectascension  des  Sterns  in  dem  Augenblicke  den  Stundenwinkel 
des  Frühlingspunkts  oder  die  Stemzeit  in  diesem  Augenblicke.  Ist 
dann  an  einem  andern  Orte  in  demselben  Augenblicke  ebenfalls 
eine  solche  Zeitbestimmung  gemacht,  so  ist  der  Unterschied  der 
Stundenwinkel  des  Frühlingspunktes  an  beiden  Orten,  mithin  der 
Unterschied  der  geographischen  Längen  beider  Orte  bekannt  und 
es  ist  nur  noch  nöthig,  die  Methoden  anzuführen,  durch  welche  man 
bewirkt,  dafs  die  Zeitbestimmungen  an  beiden  Orten  gleichzeitig 
gemacht  werden  oder  durch  die  man,  wenn  dies  nicht  der  Fall  ist, 
den  Unterschied  der  Zeiten  kennen  lernt,  zu  denen  die  Beobach- 
tungen an  beiden  Orten  angestellt  sind. 
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Dieser  Methoden,  welche  die  einfachsten  und  genauesten  sind, 
bedient  man  sich,  wenn  man  ein  festes,  im  Meridian  aufgestelltes 
Höheninstrument  hat.  Man  kann  aber  auch  die  Lage  des  Zeniths 
des  Beobachtungsortes  gegen  den  Pol  und  den  Frühlingsnacht- 
gleichenpunkt  durch  die  Beobachtung  der  Coordinaten  bekannter 
Sterne  in  Bezug  auf  den  Horizont  aufserhalb  des  Meridians  be- 
stimmen und  dieser  umstand  giebt  zu  einer  grofsen  Anzahl  von 
Methoden  Veranlassung,  durch  die  man  je  nach  den  Umständen 
mit  gröfserem  oder  geringerem  Vortheile  diese  Bestimmungen  auf 
Reisen  oder  zur  See  und  überhaupt  dann  machen  kann,  wenn  es 
an  den  für  die  vorher  erwähnten  Methoden  nöthigen  Hülfsmitteln 
gebricht.  Zwischen  der  Höhe  und  dem  Azimute  eines  Sterns  und 
dessen  Rectascension  und  Declination  sowie  der  Polhöhe  und  Stern- 
zeit,  hat  man  nämlich  die  Relationen: 

sin  A  =  sin  f?  sin  (J  4-  cos  f?  cos  <J  cos  (B  —  a). 

.  co8fl?tang<>  .     .  ^    ,^ 

cotang-4.  = /r^        \  +  sm  a>  cotg  (6  —  a), 

sm  (B  —  a)  r      o  ^ 

Diese  Gleichungen  zeigen,  dafs  man  aus  der  Beobachtung  der 
Höhe  oder  des  Azimuts  eines  bekannten  Sterns  bei  bekannter  Pol- 
höhe die  Zeit  oder  bei  bekannter  Stemzeit  die  Polhöhe  bestimmen 
kann,  daher  aus  der  Verbindung  von  zwei  Höhen-  oder  Azimutal- 
beobachtungen desselben  Sterns  oder  zweier  bekannter  Sterne  die 
Polhöhe  sowie  die  Stemzeit. 

Bei  allen  diesen  Bestimmungen  müssen  die  Beobachtungen 
natürlich  wegen  der  Refraction  und  täglichen  Parallaxe  (wenn  das 
beobachtete  Gestirn  kein  Fixstern  ist)  verbessert  werden  und  die 
zur  Berechnung  angewandten  Oerter  müssen  die  scheinbaren  Oerter 
sein.  Zu  den  Beobachtungen  wendet  man  ein  Höhen-  und  Azimutal- 
instrument an,  das  so  berichtigt  sein  mufs,  dafs  die  Collimations- 
linie  des  Fernrohrs  bei  der  Drehung  einen  Verticalkreis  beschreibt 
(siehe  No.  12  des  siebenten  Abschnitts),  oder  auch,  wenn  man  blos 
Höhen  beobachtet,  ein  Reflexionsinstrument,  mit  dem  man  den 
Winkel  zwischen  dem  Stern  und  dem  von  einem  künstlichen  Hori- 
zonte reflectirten  Bilde,  also  die  doppelte  Höhe  mifst.  Beobachtet 
man  mit  einem  Höhen-  und  Azimutalinstrument,  so  kann  man  den 
Zenithpunkt  des  Kreises  wie  beim  Meridianinstrumente  mittelst  eines 
künstlichen  Horizonts  bestinmien  und  den  dafür  gefundenen  Wertb 
von  der  bei  der  Einstellung  des  Sterns  gemachten  Ablesung  oder 
letztere  von  ersterem  abziehen,  oder  man  kann  den  Stern  zuerst  in 
einer  Lage  des  Instruments  einstellen  und  dann  die  Beobachtung, 
nachdem  man  das  Instrument  180^  um  die  verticale  Säule  gedreht 

Brünnow,  aph&rische  Astronomie.    4.  Aufl.  X7 


«o+z=c+-T^(eo-e)-i:^3(e-Bo)* 
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hat,  wiederholen.     Sind  dann  C  und  C'  die  beiden  zu  den  Zeiten 

dz  d^z 

8  und  ö'  gemachten  Ablesungen  und  ^  und  j^    die  Differential- 

9+6' 
quotienten  der  Zenithdistanzen  (1,25)  für  die  Zeit  9q  =  — ^ — »  so 

sind,  wenn  man  annimmt,  dafs  in  der  ersten  Lage  des  Ejreises  die 
Theilung  im  Sinne  der  Zenithdistanzen  fortgeht,  die  auf  das  Mittel 
der  Zeiten  reducirten  Ablesungen,  wenn  Z  den  Zenithpunkt  be- 
zeichnet: 

dz  .  V       .   ^z 

Es  ist  mithin  die  für  das  Mittel  der  Zeiten  geltende  Zenith- 
distanz : 

Endlich  ist,  wenn  man  das  Gestirn  direct  und  von  einem  künst- 
lichen Horizonte  reflectirt  beobachtet,  wenn  die  Theilung  im  Sinne 
der  Zenithdistanzen  fortgeht,  da  dann  die  linke  Seite  der  zweiten 
Gleichung  180^  —  Z(^-\-  Z  geschrieben  werden  mufs: 

d:'z 

Um  das  Azimut  eines  Objects  mit  einem  solchen  Instrument 
zu  beobachten,  mufs  man  nach  einer  der  im  Folgenden  gegebenen 
Methoden  den  Punkt  des  Kreises  bestimmen,  welcher  dem  Meridian 
entspricht,  und  den  dafür  gefundenen  "Werth  von  der  bei  der  Ein- 
stellung des  Sterns  gemachten  Ablesung  des  horizontalen  Kreises 
abziehen  oder  umgekehrt  letzteren  von  ersterem  Werth,  je  nach 
der  Richtung  der  Theilung. 


^  =  i(c-r)-i:^a(e'-e)^ 


9oo-^  =  -i(r~c)4-ii^a(e'~e)^*). 


*)  Dabei  ist  aber  vorausgesetzt,  dafs  der  Punkt  des  Kreises,  welcher  in 
der  einen  Lage  nach  dem  Zenith  gerichtet  war,  auch  in  der  andern  diese 
Lage  unverändert  beibehält.  Um  sich  dessen  zu  versichern,  ist  an  dem  Kreise 
ein  Niveau  befestigt,  dessen  Blase  sich  ändert,  wenn  eine  feste  Linie  im  Kreise 
ihre  Neigung  gegen  die  Lothlinie  ändert.  Ein  solches  Niveau  zeigt  daher  eine 
Aenderung  des  Zenithpunkts  an  und  giebt  zugleich  das  Mittel  an  die  Hand, 
diese  Aenderung  zu  bestimmen.     (Siehe  No.  13  des  siebenten  Abschnitts.) 
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I.  Bestimmung  der  Richtung  des  Meridians  oder  eines 

absoluten  Azimuts. 

1.  Die  einfachste  Methode  zur  Bestimmung  der  Richtung  des 
Meridians  ist  die  Beobachtung  des  Augenblicks,  wenn  ein  Gestirn 
seine  gröfste  Höhe  über  dem  Horizonte  erreicht.  Man  verfolgt  dazu 
z.  B.  die  Sonne  mit  einem  Höheninstrumente  und  ninmit  an,  dafs 
die  Sonne  im  Meridian  ist,  sobald  die  Höhenänderung  aufhört. 
Dieser  Methode  bedient  man  sich  zur  See  um  den  Augenblick  des 
wahren  Mittags  wenigstens  annähernd  zu  finden,  denn  die  Methode 
ist  nothwendig  sehr  unsicher,  da  die  Höhe  der  Oestime  im  Meridian 
ein  Maximum  erreicht,  also  die  Aenderung  derselben  unmittelbar 
vor  und  nach  der  Culmination  sehr  klein  ist. 

Eine  zweite  Methode  ist  die  der  Beobachtung  der  gröfsten 
Digressionen.  Nach  No.  27  des  ersten  Abschnitts  ist  der  Stunden- 
winkel der  gröfsten  Digression  eines  Circumpolarsterns  durch  die 
Gleichung  gegeben: 

.      tang  a>     .      ^        .  .„       sin  (<J  —  c?) 
cos *=  — =^  oder  tang i«'  =    .    ;.  ,   %, 
tang  ö  "  sm  {d  -f-  ^y 

und  zn  dieser  Zeit  ist  die  Bewegung  des  Sterns  senkrecht  gegen 
den  Horizont,  also  die  Bewegung  im  Azimute  Null,  da  der  Ver- 
ticalkreis  den  Parallelkreis  des  Sterns  berührt.  Verfolgt  man  also 
einen  solchen  Stern  mit  einem  Azimutalinstrument,  welches  so  be- 
richtigt ist,  dafs  die  Collimationslinie  des  Femrohrs  einen  Vertical- 
kreis  beschreibt,  so  wird  man  im  Allgemeinen  das  Femrohr  im 
Sinne  des  Vertical-  und  Azimutalkreises  bewegen  müssen,  um  den 
Stern  auf  dem  Fadenkreuze  zu  erhalten,  und  nur  zur  Zeit  der 
gröfsten  Digression  wird  die  verticale  Bewegung  des  Fernrohrs 
allein  dazu  hinreichen.  Liest  man,  sobald  dies  der  Fall  ist,  auf 
dem  Azimutalkreise  in  dieser  Stellung  des  Instruments  a  ab,  da- 
gegen   a\   wenn   man   dieselbe  Beobachtung  auf  der  andern  Seite 

des  Meridians  macht,  so  ist  — ^ —  ^^'  ^^^  Meridiane  entsprechende 

Punkt  des  Kreises.  Man  gebraucht  bei  der  Anwendung  dieser 
Methode  am  vortheilhaftesten  den  Polarstern,  weil  derselbe  unter 
den  helleren  Sternen  wegen  seiner  langsamen  Bewegung  am  läng- 
sten in  der  gröfsten  Digression  verweilt. 

Eine  dritte  Methode,  den  Meridian  zu  finden,  ist  die  der  Beob- 
achtung correspondirender  Höhen.  Da  nämlich  zu  gleichen  Stunden- 
winkeln auf  beiden  Seiten  des  Meridians  auch  gleiche  Höhen  gehören, 

17* 
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so  folgt,  dafs,wenn  man  zu  zwei  ^rschiedenen  Zeiten  ein  Gestirn 
in  derselben  Höhe  beobachtet  hat,  dadurch  zwei  Verticalkreise 
gegeben  sind,  welche  auf  verschiedenen  Seiten  des  Meridians  gleich 
weit  von  demselben  entfernt  sind.  Stellt  man  also  an  einem 
Azimutalinstrumente  ein  Gestirn  auf  das  Fadenkreuz,  liest  den 
Azimutalkreis  ab  und  wartet  dann,  bis  das  Gestirn  nach  der  Cul- 
mination  wieder  an  das  Fadenkreuz  des  in  der  Höhe  unverändert 
gebliebenen  Femrohrs  tritt,  so  ist,  wenn  man  wieder  den  Kreis 
abliest,  das  arithmetische  Mittel  aus  beiden  Ablesungen  der  Meridian- 
punkt des  Kreises.  Braucht  man  zu  diesen  Beobachtungen  die 
Sonne,  welche  ihre  Declination  in  der  Zwischenzeit  zwischen  bei- 
den Beobachtungen  ändert,  so  bedarf  die  so  gefundene  Richtung  des 
Meridians  noch  einer  kleinen  Correction.    DifFerenzirt  man  nämlich 

die  Gleichung: 

sin  ^  =  sin  $?  sin  h  —  cos  ^  cos  h  cos  Ä, 

indem  man  allein  d  und  Ä  als  veränderlich  ansieht,  so  erhält  man: 

,  . cos  ^dd dd 

cos  ^  cos  h  sin  A      cos  ^sint' 
Bezeichnet  man  daher  mit  A  ^  die  Aenderung  der  Declination 
in    der  Zwischenzeit  der  Beobachtungen,    so   muTs  man  von  dem 
arithmetischen  Mittel  der  beiden  Ablesungen  die  Gröfse 

A  <y  cos  ^ A<y 

2  cos  ^  cos  A  sinJl      2  cos  ^  sin  t 
abziehen,  wenn  die  Theilung  in  demselben  Sinne  läuft,  in  welchem 
die  Azimute  gezählt  werden. 

Eine  vierte  Methode  ist  identisch  mit  derjenigen,  welche  in 
No.  5  des  vierten  Abschnitts  erwähnt  war,  um  ein  Meridian- 
instrument genau  in  den  Meridian  zu  bringen.  Beobachtet  man 
nämlich  die  Zeiten,  zu  welchen  ein  Circumpolarstern  über  und 
unter  dem  Pole  dasselbe  Azimut  erreicht,  so  fällt  die  Richtung  des 
Instruments  mit  dem  Meridian  zusammen,  wenn  die  Zwischenzeit 
zwischen  den  beiden  Beobachtungen  gleich  12  Stemstunden  -HA« 
ist,  wo  A  «  die  Aenderung  des  scheinbaren  Ortes  des  Sterns  in  der 
Zwischenzeit  ist.  Ist  dies  aber  nicht  der  Fall,  so  findet  man  das 
Azimut  auf  die  folgende  Weise.  Zählt  man  die  Azimute  von  dem 
Nordpunkte  ab  anstatt  von  dem  Südpunkte,  so  hat  man  für  die 
erste  Beobachtung: 

cos  h8mÄ=  cos  d  sin  t 
cos  Ä  cos  -4.  =  cos  f>  sin  ^  —  sin  ^  cos  <J  cos  t, 
und  für  die  zweite  Beobachtung  unterhalb  des  Pols: 

cos  Ä'  sin  -4  =  cos  <J  sin  t' 
cos  h'  cos  Ä  =  cos  f>  sin  ^  —  sin  ^  cos  ^  cos  t'. 
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Addirt  man  die  erste  Gleichung  zur  dritten  und  zieht  die  zweite 
von  der  vierten  ab,  so  erhält  man  leicht  durch  Division  der  ent- 
stehenden Gleichungen: 

°  °  Sin  f? 

Ist  1f  —  t  nahe  12  Stunden  Sternzeit,  so  wird  90  —  ^{f  —  t) 
und  ebenso  Ä  ein  kleiner  Winkel,  und  da  dann  i(h-h  h')  sehr  nahe 
gleich  9>  und  i(h  —  Ä')  sehr  nahe  gleich  90^  —  d  ist,  so  erhält  man 
in  dem  Falle: 

cos  f?  tang  d 
2.  Biese  Methoden  setzen  die  Eenntnifs  der  Zeit  und  der 
Polhöhe  nicht  voraus,  oder  erfordern  wenigstens  nur  eine  genäherte 
Kenntnifs  derselben.  Sind  dieselben  aber  bekannt,  so  giebt  jede 
Einstellung  eines  bekannten  Sterns  an  einem  Azimutalinstrumente 
den  Meridianpunkt,  indem  man  die  Ablesung  am  Kreise  mit  dem 
aus  den  Gleichungen: 

cos  Ä  sin  J.  =  cos  dsint  ,  . 

cos  Ä  cos  -4  =  —  cos  ^  sin  ^  +  sin  f>  cos  dcost 

berechneten  Azimute  vergleicht.  Macht  man  eine  Reihe  von  Ein- 
stellungen, so  ist  es  nicht  nöthig,  die  Azimute  für  die  einzelnen 
Zeiten  nach  diesen  Formeln  zu  berechnen,  sondern  man  kann 
kürzer  so  verfahren:  Es  seien  ^,  ^',  ^",  etc.  die  einzelnen  Beob- 
achtungszeiten, deren  Anzahl  n  ist,  ferner  bezeichne  ^o  das  arith- 
metische Mittel  aus  allen,  so  hat  man,  wenn  man  Äq  das  zur 
Zeit  Oq  gehörige  Azimut  nennt: 

^  =  A-^^(e-eo)4-i^(e-eo)^ 
JL'=  Ä,  -f  ^(e'-eo)  +  i~^  (e'-eo)^ 

etc. 
und  da  8  —  ^o  -H  ^'  —  ^o  +  etc.  =  0  ist,  so  erhält  man: 

^«~~  n  ^  dt^  l  n  J 

^^-f-^^-f-J."  +  ...      d^A  2;2sini(e  — 9o)^ 
n  dt^  n  ' 

wenn  man,  mit  2?  2  sin  ^  ( 0  —  ^o)^  die  Summe  aller  einzelnen 
Gröfsen  2sin^(^ — ^o)^  bezeichnet.  Diese  sind  deshalb  für 
i(0  — Bo)^  eingeführt,  weil  der  Unterschied  sehr  klein  ist,  so 
lange  B  —  0o  klein  ist,  und  weil  sich  in  allen  Sammlungen  astro- 
nomischer Tafeln,  z.  B.  Wamstorff's  Hülfstafeln,  bequeme  Tafeln 
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finden,  die  mit  dem  Argumente  von  t  in  Zeit  ausgedrückt,  die  Gröfse 
2sin^it  in  Bogenseconden  ausgedrückt  geben.  Nach  No.  25  des 
ersten  Abschnitts  hat  man  noch: 

cPA  cosf»sinJor       j.     •    j»  i   o  a -^ 

-^lä  = ,  9 —  [cos  Äq  sin  <y  +  2  cos  €p  cos  Aq], 

dv  cosÄo*  ^  ^       ^^ 

Addirt  man  daher  zu  dem  arithmetischen  Mittel  aller  Ablesungen 
am  Kreise  die  Gröfse: 

cos  y  sin  J^  r      ,     .     .  ,   o  .  T  ^28in  i  (e  —  Bo)' 

,  Q      [cos  Ä«  sin  tf  +  2  cos 0  cos  -4J ^-^ —t 

cos  /Iq  ti 

so  erhält  man  einen  Werth  ^1,  den  man  mit  dem  Azimute  ver- 
gleicht, welches  man  nach  den  Formeln  (a)  mit  ^  =  ^0  -  «  be- 
rechnet. 

Durch  die  Differentiation  der  Gleichungen  (ja)  oder  nach  der 
DifferentialgleichuQg  in  No.  8  des  ersten  Abschnitts  erhält  man: 

,  .      cos  (J  cosp  , .      .        ,    .     .  ,      ,   sin|>  , . 
aA^ 7-^a^ — tang  Ä  sin -4.  a«>H ^dd. 

cos  Ä  COSÄ 

woraus  man  sieht,  dafs  es  besonders  vortheilhaft  ist,  hierzu  den 
Polarstern  zur  Zeit  der  gröfsten  Digression  zu  beobachten,  weil 
dann  p  =  90^  und  A  aufser  in  hohen  Breiten  in  der  Nähe  von 
180®  ist,  sodafs  ein  Fehler  in  der  Zeit  gar  keinen,  ein  Fehler  in 
der  Polhöhe  nur  einen  geringen  Einflufs  auf  das  berechnete  Azimut» 
mithin  auf  die  Bestimmung  des  Meridianpunktes  des  Kreises  hat. 

3.  Hat  man  den  Meridianpunkt  des  Azimutalkreises  bestimmt, 
so  erhält  man  aus  den  Unterschieden  der  Ablesungen  am  Kreise 
mit  diesem  Punkte  das  Azimut  eines  jeden  himmlischen  oder 
irdischen*)  Objects. 

Das  Azimut  eines  irdischen  Objects  kann  man  aber  auch  durch 
die  Messung  der  Distanz  desselben  von  einem  Gestirne  mittelst 
eines  Reflectionsinstrumentes ,  obwohl  mit  geringerer  Genauigkeit, 
bestinmien,  wenn  die  Polhöhe  und  die  Zeit  bekannt  ist  und  zu- 
gleich die  Höhe  des  irdischen  Objects  über  dem  Horizonte  beob- 
achtet wird. 

Aus  dem  bekannten  Stundenwinkel  des  Gestirns  zur  Zeit  der 
beobachteten  Distanz,  erhält  man  nämlich  nach  No.  7  des  ersten 
Abschnitts   die  Höhe  h  und  das  Azimut  a  des  Gestirns   und  hat 


*)  Bei  diesen  ist  noch  eine  von  der  Entfernung  des  Objects  abhängige 
Correction  erforderlich,  wenn  sich  das  Femrohr  an  einem  Ende  der  Axe 
befindet.    Siehe  No.  12  des  siebenten  Abschnitts. 
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dann  in  dem  Dreiecke,  welches  vom  irdischen  Objecte,  dem  Oestime 
und  dem  Zenith  gebildet  wird,  die  Gleichung: 

cos  A  =  sin  A  sin  IT  -|"  cos  h  cos  JBTcos  (a — Ä) 
wenn  H  und  Ä  die  Höhe  und  das  Azimut  des  Objects  und  A  die 
beobachtete  Distanz  bezeichnet*). 

Man  findet  dann  also  a  —  Ä  durch  die  Gleichung: 

,         .V       cos  A  —  sin  Ä  sin  H  .  .. 

cos  (a—A)  = 7 s: —  (Ä) 

cosÄcosil 

mithin,  da  a  bekannt  ist,  auch  das  Azimut  Ä  des  Objects. 

Die   Gleichung  (Ä)   kann   man   noch   für   die   logarithmische 

Rechnung  bequemer  einrichten.    Man  erhält  nämlich: 


und: 


1  ^  n^.u      A\^  COS  (jg H-  A)  +  cos  A 

1  -h  cos(a— j1)= 7 = 

cos  Ä  cos  H 

* 

-  /        j\      cos  (-ff —  Ä)  —  cos  A 

1  — cos(a— ^)=  — ^ ,        jj. 

cos  h  cos  jEe 


mithin: 


*^^  ^        cosi(A -H -ff+Ä)co8i(jBr  +  Ä  — A) 

oder,  wenn  man  setzt: 

ßf=.i(A  +  ir-f-Ä), 

tangiCa-^)  -       cos Ä cos (Ä -  A)  ^^^' 

Liegt  das  irdische  Object  im  Horizonte,  ist  also  ir==0,  so 
erhält  man  einfach: 

tang  i  (a  —  ^)3  =  tang  1  (A  +  Ä)  tang  i  ( A  —  Ä) . 

Differenzirt  man  die  Gleichung  für  cos  A,  indem  man  a  —  Ä  und  A 
als  yeränderlich  ansieht,  so  erhält  man: 

d  (a- JL)  =  — r ^^-^, -r:  dA 

cosÄcoslism(a — A) 


und  nach  I.  No.  8: 


,  C08<JC0SP   ,. 

da  = =-^  dt, 

cos  A 


Daraus  sieht  man  also,  dafs  man  um  den  Einflufs  eines  Beob- 
achtungsfehlers in  der  Zeit  und  in  der  gemessenen  Distanz  auf  Ä 
nicht  zu  sehr  zu  vergröfsem,  das  Gestirn  nicht  zu  weit  vom  Hori- 
zonte nehmen  mufs,  damit  cos  h  nicht  klein  ist. 


*)  An  das  berechnete  h  hat  man  zuerst  noch  die  Refraction  imd,  wenn 
die  Sonne  beobachtet  ist,  auch  die  Höhenparallaxe  anzubringen,  und  ebenso 
für  H  die  gemessene  mit  der  Refraction  behaftete  Höhe  zu  nehmen,  um  dann 
auch  die  gemessene  Entfernung  A  in  der  Formel  anwenden  zu  können. 
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Hat  man  zwei  Distanzen  eines  Gestirns  von  einem  irdischen 
Objecte  beobachtet,  so  kann  man  daraus  den  Stundenwinkel 
und  die  Declination,  also  auch  Höhe  und  Azimut  desselben  be- 
rechnen. 

Nennt  man  nämlich  D  und  T  Declination  und  Stundenwinkel 
des  Objects,  i  und  t  dasselbe  für  den  Stern,  so  hat  man  in  dem 
sphärischen  Dreiecke  zwischen  dem  Pole,  dem  Gestirne  und  dem 
irdischen  Objecte: 

cos  A  =  sin  <J  sin  D  +  cos  d  cos  D  cos  (f  —  T), 

Ist  dann  X  die  Zwischenzeit  zwischen  beiden  Beobachtungen, 
die  für  die  Sonne  in  wahrer  Zeit  ausgedruckt  sein  mufs,  so  erhält 
man  für  die  zweite  Distanz  A'  die  Gleichung: 

cos  A'  =  sin  <J  sin  jD  +  cos  d  cos  D  cos  (^  —  T'\'  >l). 

Aus  beiden  Gleichungen  kann  man,  wie  bei  einem  anderen 
Probleme  (V,  No.  14)  gezeigt  werden  wird,  D  und  t —  T  finden. 
Berechnet  man  dann  für  die  Zeit  der  ersten  Beobachtung  den  Stun- 
denwinkel t  des  Gestirns,  so  erhält  man  auch  T  und  kann  dann 
aus  T  und  D  nach  den  Formeln  in  I,  No.  7  A  und  H  finden. 


n.   Bestimmung  der  Zeit  oder  der  Polhöhe  aus  der 
Beobachtung  einer  einzelnen  Höhe. 

4.  Hat  man  die  Höhe  eines  bekannten  Sterns  beobachtet  und 
kennt  aufserdem  die  Polhöhe  des  Beobachtungsortes,  so  erhält  man 
den  Stundenwinkel  aus  der  Gleichung: 

sin  h  —  sin  «9  sin  d 

cosf  = ^— r . 

cos  $9  cos  o 

Um  diese  Formel  für  logarithmische  Rechnung  bequemer  ein- 
zurichten, verfährt  man  wie  bei  der  ähnlichen  Gleichung  in  No.  3 
und  erhält  dann,  wenn  man  statt  der  Höhe  die  Zenithdistanz  ein- 
führt: 

tanff lt^  =  sini(g  — y +  ^)sini(g  -f  y  —  ^) 

oder  auch: 

^'  cosS.cos{8  —  z)     ^  (Ä), 

wo  S==i(z-\-^  +  d)  j 
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Da  diese  Gleichung  das  Zeichen  von  t  nnbestimmt  läfst,  so 
muTs  man  wissen,  auf  welcher  Seite  des  Meridians  die  Beobachtung 
angestellt  ist  und  dann  t  positiv  oder  negativ  nehmen,  je  nachdem 
die  Höhe  auf  der  West-  oder  Ostseite  beobachtet  wurde. 

Ist  dann  a  die  Rectascension  des  beobachteten  Gestirns,  so 
erhält  man  die  Stemzeit  der  Beobachtung  aus  der  Gleichung: 

e  =  t  -f  a, 

hat   man    dagegen    die    Sonne   beobachtet,    so    ist   der  berechnete 
Stundenwinkel  die  wahre  Sonnenzeit. 

Beispiel.  Dr.  "Westphal  hat  1822  Oct.  29  zu  Abutidsch  in 
Aegypten  die  Höhe  des  unteren  Sonnenrandes 

Ä  =  330  42' 18". 7 
beobachtet,  als  die  Uhr  zeigte  20»>16«20». 

Diese  Höhe  hat  man  nun  zuerst  wegen  der  Refraction  und 
Parallaxe  zu  corrigiren;  da  aber  die  meteorologischen  Instrumente 
nicht  beobachtet  sind,  so  kann  man  nur  die  mittlere  Refraction, 
gleich  1'  26".  4  aus  den  Tafeln  nehmen.  Zieht  man  diese  von  der 
beobachteten  Höhe  ab  und  legt  dazu  den  Halbmesser  der  Sonne 
16' 8".  7  und  die  Höhenparallaxe  6".  9,  so  erhält  man  für  die 
reducirte  Höhe  des  Mittelpunkts  der  Sonne: 

Ä  =  330  57' 7". 9. 

Die  Polhöhe  von  Abutidsch  ist  nun  27^  5'  0",   die  Declination 

der  Sonne  war:  . 

—  130  38' 11".  1 
also  ist  * 

5'  =  |(ä  +  ^  +  ^)  =  +  34044'  50".  5 
5—  ^  =  +  70  39'  50".5,  S-d^-h  48«  23'  1".6,  S—g  =  —  21«  18'  1".6 

und  damit  ist  die  Rechnung  die  folgende: 

sin  (fif  —  ^)  9.1250385  cos  S  9.9146991 

sin  (8—  d)  9.8736752  cos  (5  —  z)  9.9692707 

8.9987137 
9.8839698 
tangi**  9.1147439  tang^e  9.5573719 

^  r=  —  190  50'  37" .  98 
e  =  _39  41  15  .96 
t=  -^    2^  38«  458  .  06. 

Es  war  also  die  wahre  Sonnenzeit  zur  Zeit  der  Beobachtung 
gleich  21*»  21™  14  .  9  und  da  die  Zeitgleichung  — 16°*  8« .  7  war,  so 
hatte  man  21*»  5«  6? .  2  mittlere  Zeit.  Die  ühr  ging  daher  48°*  46* .  2 
g^en  mittlere  Zeit  nach  oder  man  mufste  -4-  48™  46® .  2  zu  der  An- 
gabe der  ühr  addiren,  um  mittlere  Zeit  zu  erhalten. 
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Da  die  Declination  der  Sonne  und  die  Zeitgleichung  veränder- 
lich sind,  so  muTs  man  eigentlich  schon  die  Zeit  kennen,  um  bei 
der  Berechnung  von  t  diejenige  Declination  und  nachher  auch  die- 
jenige Zeitgleichung  anwenden  zu  können,  welche  wirklich  für  den 
Augenblick  der  Beobachtung  galt.  Man  mufs  daher  zuerst  einen 
genäherten  Werth  für  die  Declination  der  Sonne  nehmen  und,  nach- 
dem man  damit  eine  genäherte  Zeitbestimmung  erhalten  hat,  die 
Declination  der  Sonne  noch  einmal  schärfer  aus  den  Ephemeriden 
interpoliren  und  damit  die  Rechnung  wiederholen. 

Die  Zahl,  welche  man  zur  Angabe  der  Uhr  hinzufügen  mufs, 
um  die  wirkliche  Zeit  zu  erhalten,  heifst  der  Stand  der  Uhr, 
Gang  der  Uhr  nennt  man  dagegen  den  Unterschied  zweier  zu 
verschiedenen  Zeiten  beobachteten  Uhrstände  und  man  nimmt  das 
Zeichen  desselben  immer  so  an,  dafs  ein  positiver  Gang  zu  lang- 
sames, ein  negativer  zu  schnelles  Gehen  der  Uhr  anzeigt.  Sind 
beide  Beobachtungen  um  24**  —  t  Stunden  aus  einander  und  ist  A« 
der  Gang  der  Uhr  während  dieser  Zeit,  so  erhält  man  den  Gang 
der  Uhr  in  24  Stunden,  wenn  man  denselben  gleichförmig  annimmt, 
nach  der  Formel: 

24  A 1«         A  t« 


24-* 


1  — 


24 


Differenzirt  man  die  ursprüngliche  Gleichung: 
sin  Ä  =  sin  fp  sin  <J  -f  cos  ^  cos  d  cos  t^ 
so  erhält  man  nach  I.  No.  8: 

dh  =  —  cos  Äd^  —  cos  S  sinjpe^*, 
oder  da: 

ist: 


cos  &  sin  p  =  cos  ^  sin  Ä 


dt  = 


1 


dh  — 


1 


d^. 


Die  Coefficienten  von  dh  und  d^  werden  nun  desto  kleiner, 
je  mehr  Ä  sich  dem  Werthe  db  90^  nähert.  Für  diesen  Fall  wird 
die  Tangente  unendlich,  also  hat  ein  Fehler  in  der  Polhöhe,  sobald 
die  Höhe  im  ersten  Verticale  genommen  ist,  gar  keinen  Einflofs 
auf  die  Bestimmung  der  Zeit.  Da  femer  in  diesem  Falle  sin  Ä 
ein  Maximum,  also  der  Coefficient  von  dh  ein  Minimum  ist,  so 
hat  dann  auch  ein  Fehler,  welcher  in  der  Messung  der  Höhe  be- 
gangen ist,  den  möglichst  kleinsten  Einflufs  auf  die  Bestimmung 
der  Zeit.  Um  daher  die  Zeit  durch  Höhenbeobachtungen  zu  be- 
stimmen, wird  es  inmier  zweckmäfsig  sein,  dieselben  im  ersten 
Verticale  oder  doch  so  nahe  als  möglich  dabei  zu  nehmen. 
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Da  der  Goefficient  von  dh  auch  gleich r-: —  ist,  so  sieht 

^  cos  d  sinjp       ' 

man,  dafs  man  bei  der  Zeitbestimmung  durch  Höhen  die  Beobach- 
tungen von  Sternen  mit  grofser  Declination  vermeiden  muTs,  und 
daTs  es  am  Vortheilhaftesten  ist,  Sterne  in  der  Nähe  des  Aequators 
zu  beobachten. 

Berechnet  man  die  numerischen  Werthe  der  Differentialquo- 
tienten  f&r   das   vorige  Beispiel,   so   erhält  man  zuerst  nach  der 

Formel: 

.     .      cos  <J  sin  *        .  .^-  ^_,  ^ 

sin  A  = i—      J[  =  —  48»  25'.8 

cos  h 

und  dann: 

de  =  4-  1.5013  dh  +  0.9966  d^ 

oder^  wenn  man  d^  gleich  in  Zeitsecunden  haben  will: 

dt  =  -\-  0.1001  dh  ■+■  0.0664  d^. 

Hat  man  also  in  der  Höhe  um  eine  Bogensecunde  gefehlt,  so 
begeht  man  in  der  Zeit  einen  Fehler  von  0*.  10,  dagegen  beträgt 
der  Einflufs  des  Fehlers  von  einer  Bogensecunde  in  der  Polhöhe 
nur  0«.  07. 

Die  Differentialgleichung  zeigt  noch,  dafs  je  gröfser  die  Pol- 
höhe ist,  je  kleiner  also  cos  ^  ist,  desto  mifslicher  die  Zeitbestim- 
mung durch  Höhenbeobachtungen  wird.  Unter  dem  Pole,  wo 
cos  f>  =  0  ist,  wird  dieselbe  ganz  unbrauchbar. 

5.  Hat  man  mehrere  Höhen  oder  Zenithdistanzen  nach  ein- 
ander beobachtet,  so  hat  man  nicht  nöthig,  den  Stand  der  Uhr  aus 
jeder  einzelnen  Zenithdistanz  zu  berechnen,  wenn  man  sich  nicht 
vielleicht  von  der  Uebereinstimmung  der  einzelnen  Beobachtungen 
unter  einander  überzeugen  will,  sondern  man  kann  sich  hierzu  des 
Mittels  aus  allen  beobachteten  Zenithdistanzen  bedienen.  Da  aber 
die  Zenithdistanzen  nicht  proportional  den  Zeiten  wachsen,  so  mufs 
man  entweder  an  das  arithmetische  Mittel  derselben,  wie  in  No.  2 
für  die  Azimute,  eine  Correction  anbringen,  um  den  für  das  arith- 
metische Mittel  der  Zeiten  geltenden  Stundenwinkel  aus  dieser  ver- 
besserten Zenithdistanz  zu  erhalten  oder  man  mufs  einfacher  an 
xien  aus  dem  arithmetischen  Mittel  der  Zenithdistanzen  berechneten 
Stundenwinkel  eine  Correction  anbringen,  damit  derselbe  für  das 
arithmetische  Mittel  der  Zeiten  gelte. 

Es  seien  wieder  t,  t',  t",  etc.,  die  einzelnen  Beobachtnngs- 
Zeiten,  deren  Anzahl  n  ist,  T  das  arithmetische  Mittel  aus  allen, 
so  hat  man,  wenn  man  die  zur  Zeit  T  gehörige  Zenithdistanz  Z 
nennt: 
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etc., 
wo  t  der  dem  Mittel  der  Zeiten  entsprechende  Stundenwinkel  ist, 
oder  da  r— T-h -^  —  T-h  r^' —  T-h  , ,  .  =  0  ist: 

n  dt^  <  n 

^z-h  z'  -{-z"  -^,..      d^Z  Z2  sin  j  (r—  T)^ 
n  dt^  n 

d^  Z 
Substitnirt  man  hier  far  -tt^   den  in  No.  25  des  ersten  Ab- 
schnitts gefundenen  Ausdruck,  so  erhält  man  endlich: 

-      «  +  «?'  +  «"+...       cos^coscp         .  Z2s\u\{r—T)^ 

Z  = : — TT-^  COS  A  COS  ü  =-^ — 

n  sin^  n 

Mit  diesem  verbesserten  arithmetischen  Mittel  der  Zenith- 
distanzen  hätte  man  dann  den  Stundenwinkel  und  daraus  die  Zeit 
zu  berechnen,  um  aus  der  Vergleichung  dieser  Zeit  mit  T  den 
Stand  der  Uhr  zu  erhalten.  Berechnet  man  aber  den  Stunden- 
winkel mit  dem  unverbesserten  arithmetischen  Mittel  aus  allen 
Zenithdistanzen,  so  hat  man  an  den  gefundenen  Stundenwinkel  die 
Correction  anzubringen: 

dt  COS  ^  cos  c>  .  2:2  sin  i  (r  —  Ty 

—  -3 : — TT^  cos  A  COS  V  ^-^ — , 

dz      smZ  "^  n 

und  wenn  man  für  -j-  seinen  Werth  nach  No.  25  des   ersten  Ab- 

dz 

Schnitts  substitnirt,  so  wird  diese  Correction,  in  Zeitsecunden  aus- 
gedrückt: 

cos  ü  COS  -4  2^2  sin  -J-  (t  —  T)^  ,  . 

,f  ■    . ,  (a) 

15  sm  *  n 

wo  dann  zur  Berechnung  von  A  und  p  die  Formeln  dienen: 

'     A       sin* 
sin  A  =  -: — ^  cos  <y 
smZ 

_    .  sin  * 

und  sm  p  =  — — ^  cos  c?. 

sinZ 

Diese  lassen  freilich  das  Zeichen  von  cos  A  und  cos  p  unbestimmt; 
durch  die  folgende  Betrachtung  kann  man  aber  leicht  über  das 
Zeichen  der  Correction  (a)  entscheiden. 

Zählt  man  die  Stundenwinkel  nicht  auf  die  gewöhnliche  Weise, 
sondern  zu  beiden  Seiten  des  Meridians  von  0^  bis  180^,  so  hat  man 
die  Correction  immer  an  den  absoluten  Werth  von  t  anzubringen, 
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und  das  Zeichen  derselben  hängt  dann  allein  von  dem  Zeichen  des 
Products  cos^cos  J.  ab,  welches  positiv  oder  negativ  ist,  je  nach- 
dem cosp  und  cos^  gleiche  oder  verschiedene  Zeichen  haben. 

Nun  ist:  /,  sin  d\        .     ./sine»  \ 

sin  9  I J  —  cos«  -: —  I       sm  <J  l  -r-^  —  cos«) 

V  sin  flp  /  V  sm  a  / 

cosp  =  — 


cos -4= 


sin  0  cos  ^  sin  i?  cos  (T          ' 

/                sin  <J\  .     .  /cos  g  sin  g>      A 

sm  cficos  z : —  I       sin  d\ : — i-^—  IJ 

V                 sm^z  \      srna            / 


sm  z  cos  ^  sm  z  cos  f> 

Wenn   daher  ^<f>,  so  ist  cos^  immer  positiv, 

und  cos  Ä  positiv,  wenn  cos  z  > 


sin  9?' 

_  sin  d 
negativ,  wenn  cos  z  <  -: — , 

°        '  sm  ^ 

und  wenn  <J>^,  so  ist  cos  A  inmier  negativ, 

j  j.'  _    sine» 

und  cos  p  negativ,  wenn  cos  z  >  -r— i;, 

-^       °       '  sm  tf 

...  ^  sin^ 

positiv,  wenn  cos  z  <  t— ^• 

Sucht  man  daher  den  Bruch 

sin  d 

-. — ,  wenn  tp  ">  a 

sm  f> '  ^ 

-  sinj?  ^  . 

und  -r-^,  wenn  f?  <  eJ, 
sm  <J'  ' 

so  haben  die  Cosinus  gleiche  Zeichen  oder  die  Correction  (a)  ist 

negativ,    wenn  cos^r  gröfser  als   dieser  Bruch  ist;   dagegen  haben 

dieselben  verschiedene  Zeichen  oder  die  Correction  (a)  ist  positiv, 

wenn  cos  z  kleiner  als  dieser  Bruch  ist.    Für  Sterne  mit  südlicher 

Declination  ist  cos^  und  cosp  immer  positiv,   also  das  Zeichen 

der  Correction  immer  negativ*). 

Dr.  Westphal   hatte    am  29.  October  nicht  blos  eine  Zenith- 

distanz  der  Sonne  genommen,  sondern  deren  acht,  nämlich: 

Wahre  Zenithdistanz  des 


Uhrzeit. 

Mittelpunkts  der  0 

T- 

-T 

2sini(T— T)« 

20»»  16»  20« 

56« 

2' 52".  1 

3»" 

i  328 

24".  51 

17    21 

55 

52  51  .  5 

2 

31 

12  .43 

18    21 

42  51  .  0 

1 

31 

4  .52 

19    21 

32  50  .  5 

0 

31 

0  .52 

20    21 

22  50  .  0 

0 

29 

0  .46 

21    23 

12  49  .  4 

1 

31 

4  .52 

22    23 

2  48  .  9 

2 

31 

12  .43 

23    25 

54 

52  48  .  4 

3 

33 

24  .74 

201»  19°» 51«.  9 

550 

27'  50''.  2 

10".  52. 

0  Wamstorffs  Hülfstafeln  pag.  122. 
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Berechnet  man  nun  mit  dem  arithmetischen  Mittel  der  Zenith- 

distanzen: 

55«  27' 50".  2 

und  der  Declination  der  Sonne: 

den  Stundenwinkel,  so  erhält  man: 

2h  35"  13».  18. 
Hieran  hat  man  nun  die  Correction  anzubringen.    Es  ist  aber: 

sin jp  =  9.83079,  sin -4  =  9.86881, 
mithin  die  Correction,  da  die  Declination  südlich  ist: 

—  8" .  32  im  Bogen  oder  —  0« .  55  in  Zeit. 
Mit  dem  verbesserten  Stundenwinkel: 

—  2^35»  12«.  63 
erhält  man  dann  die  mittlere  Zeit: 

21h  8™  38«.  70, 
also  den  Stand  der  ühr  gleich: 

-f-  48«  46« .  8. 

6.  Hat  man  die  Höhe  eines  Sterns  beobachtet  und  ist  die 
Zeit  bekannt,  so  kann  man  daraus  die  Polhöhe  des  Beobachtungs- 
ortes  berechnen.    Man  hat  nämlich  wieder  die  Gleichung: 

sin  Ä  =  sin  fp  sin  <J  H-  cos  ^  cos  <J  cos  t. 

Setzt  man  nun: 

sin  d  =  M  sin  N, 

cos  d  cos  t  =  M  cos  N, 
so  erhält  man: 

sin  Ä  =  Jlf  cos  (f>  —  N)j 
also: 

.         «-v        sin  h      sin  N  .    -  ,_^. 

cos  (^  —  ^)  =  — — -  =  — — -  smÄ.  (B) 

M         sin  d 

Hier  findet  nun  ein  zweideutiger  Fall  statt,  indem  man  für 
(p  —  N  den    zu   cos  (cp  —  N)   gehörigen    positiven    oder  negativen 

"Werth  nehmen  kann.  Man  kann  indessen 
^*  •  ^  hierüber  inmier  leicht  durch  eine  geome- 
trische Betrachtung  entscheiden.  Fällt  man 
nämlich  Fig.  6  vom  Orte  S  des  Sterns  ein 
Perpendikel  SQ  auf  den  Meridian,  so  sieht 
man  leicht,  dafs^  =  90  — JPQ,  also  gleich 
dem  Abstände  von  Q  vom  Aequator  (oder 
ZQ=  (p  —  N),  während  M  der  Cosinus 
des  Perpendikels  SQ  ist.  So  lange  also  SQ 


(Ä) 


j 
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südlich  vom  Zenith  den  Meridian  trifft,  hat  man  ^  —  ^  zu  nehmen, 
dagegen  N —  $e»,  wenn  der  FuTspunkt  des  Perpendikels  nördlich  vom 
Zenith  liegt.  Ist  t  >  90^,  so  fällt  das  Perpendikel  nördlich  vom  Pol, 
also  wird  der  Abstand  des  Fufspunktes  desselben  vom  Aequator 
>  90^  und  der  Abstand  vom  Zenith  gleich  N —  ^,  Man  hat  also 
auch  dann  far  den  durch  den  Cosinus  gegebenen  Winkel  den  Werth 
N —  f>  zu  nehmen. 

Ist  die  Höhe  im  Meridiane  selbst  beobachtet,  so  erhält  man  (p 
einfach  aus  der  Gleichung: 

^  =  <J  ifc  «, 

je  nachdem  der  Stern  südlich  oder  nördlich  vom  Zenith  culminirt. 
Ist  dagegen  der  Stern  in  der  unteren  Culmination  beobachtet,  so  ist: 

^  ==  180»  —  <J  —  jf. 

Dr.  Westphal  hat  am  19.  October  1822  zu  Benisuef  in  Aegypten 
um  23**  1™  10*  mittlere  Zeit  die  Höhe  des  Mittelpunkts  der  Sonne 
gleich  49®  17'  22".  8  beobachtet.  Die  Declination  der  Sonne  war 
--  10^  12'  16".  1,  die  Zeitgleichung: 

=  —  15™  0» .  0, 

also  der  Stundenwinkel  der  Sonne: 

23h  16m  108  ==  —  100  57/  30".  0. 

Damit  erhält  man: 

tanpr  <J  =  9  .  2552942n 

cos  t  =  9 .  9920078 

^  =  —  100  23'  23" .  67 

sin  iV=  9.  2561063« 

sin  d  =  9  .  2483695n 

0 . 0077368 

sin  Ä  =  9  .  8796788 


f>  — ^^=390  29' 54".  51 
also  ^  =  29      6  30  .  84. 
Um  den  Einflufs  zu  schätzen,    welchen  Fehler  in  der  Bestim- 
mung von  h  und  t  auf  die  Polhöhe  haben,  differenzire  man  wieder 
die  Gleichung  far  sin  ^,  wodurch  man  nach  I.  No.  8  erhält: 

d^  =  —  sec  Adh  —  cos  ^  tang  A .  dt. 
Hier  werden  nun  die  Coefficienten  am  kleinsten,  wenn  Jl  =  0 
oder  =  180®  ist.  Dann  erreicht  nämlich  die  Secante  von  A  ihr 
Miniwimn  dl  1.  Die  Fehler  in  der  Höhe  werden  also  dann  nicht 
weiter  vergröfsert  auf  die  Polhöhe  einwirken,  und  da  dann  die  Tan- 
gente von  A  gleich  Null  sein  wird,  so  werden  Fehler  in  der  Zeit 
gar  keinen  EinfluTs  auf  die  Bestimmung  der  Polhöhe  haben.  Um 
daher  die  Polhöhe  durch  Höhenbeobachtungen  möglichst  sicher  zu 
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finden,  wird  es  inuner  erforderlich  sein,  dieselben  im  Meridian  oder 
demselben  so  nahe  als  möglich  zu  nehmen. 

Da  fär  das  angefahrte  Beispiel  -^=  —  16^40'.!  ist,  so  ei^ 
hält  man : 

d^  =  — 1 .044  dÄ -f- 0. 2616  d*, 

oder,  wenn  man  dt  in  Zeitsecunden  ausdrückt: 

d^  =  —l  .044  dh  4-3.924  dt 

Sind  mehrere  Höhen  beobachtet,  so  erhält  man  nach  No.  5  die 
zu  dem  Mittel  der  Zeiten  gehörige  Höhe  durch  die  Formel: 

„     Ä-f-Ä'-f-Ä"-f-..,  .   cos(Jcosö>        .  2;2sin4(T— T)« 

Jl  = -'  H =r^  COS-d  COS  p =-^^ -. 

n  cosjtt  n 

7.  Hat  man  die  Beobachtung  der  Höhe  sehr  nahe  am  Meridian 
angestellt,  wie  es  zur  Bestimmung  der  Polhöhe  zweckmäfsig  ist,  so 
gelangt  man  auf  einem  anderen  Wege  bequemer  zum  Ziele  als  durch 
die  Auflösung  des  Dreiecks.  Da  nämlich  die  Höhen  der  Sterne  im 
Meridiane  ein  Maximum  erreichen,  dieselben  sich  also  in  der  Nähe 
desselben  nur  langsam  ändern,  so  hat  man,  um  aus  einer  nahe  am 
Meridian  beobachteten  Höhe  die  Meridianhöhe  zu  erhalten,  nur 
eine  kleine  Correction  hinzuzufügen,  die  man  mit  Logarithmen 
von  wenig  Decimalen  scharf  berechnen  kann.  Aus  der  Meridian- 
höhe und  der  Declination  des  Sterns  findet  man  aber  sogleich  die 
Polhöhe. 

Diese  Methode,  die  Polhöhe  zu  bestimmen,  nennt  man  die  der 
Circummeridianhöhen. 

Aus 

cos  Ä  =  sin  ^  sin  <J  H-  cos  jp  cos  <?  cos  t 
folgt  nämlich: 

cos  ;5  =  cos  (^  —  d)  —  2  cos  jp  cos  d  sin  i  t^ 

und  hieraus  nach  der  Formel  (19)  in  No.  11  der  Einleitung: 

.  ,2  cos  ^  cos  <J  .    ,  .g      2  cos  jp'  cos  ^'     .       ,        •>   •    i  x* 
^  sm(9?  — <J)  sin(f>  — (J)''  ^ 

j  COSCPCOS^      .,    ,    ,  .  i.      i. 

oder  wenn  man  -r-^- — jvmit  o  bezeichnet: 

sm  (^  —  d) 

^  =  ;5  -f-  <j  —  5 .  2  sini^3  -f-  6^  cotang  (^—&),2  sin*^.  {Ä) 

Berechnet  man  also  ^  —  ^  und  b  mit  einem  genäherten  Werthe 
von  ^  und  hat  man  Tafeln,  die  aufser  der  Gröfse  2  sin^f^  auch 
die  "Werthe  von  2  sin  ^  ^  mit  dem  Argumente  t  geben,  so  wird  die 
Berechnung  der  Polhöhe  sehr  einfach.  Solche  Tafeln  findet  man 
ebenfalls  in  Wamstorff's  Hülfstafeln,  wo  zu  gröfserer  Bequemlich- 
keit  auch   gleich   die   Logarithmen   dieser  Gröfsen  gegeben  sind. 
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Weicht  der  gefundene  Werth  von  ^  stark  von  dem  angenommenen 
Werthe  ab,  so  mnfs  man  die  Rechnung  mit  dem  neuen  Werthe 
wiederholen,  was  indessen  fast  immer  nur  für  das  erste  Glied  nöthig 
sein  wird.  Sterne,  die  in  der  Nähe  des  Zeniths  culminiren,  muTs 
man  bei  dieser  Jdethode  vermeiden,  weil  für  solche  Sterne  die  Gor- 
rection  wegen  des  kleinen  Divisors  ^  —  d  sehr  vergröfsert  wird, 
also  ein  Fehler  in  der  Zeit  grofsen  Einflufs  haben  kann. 

Westphal  hat  zu  Cairo  am  3.  October  1822  um  0^*2™  2».  7 
mittlere  Zeit  die  Zenithdistanz  des  Mittelpunkts  der  Sonne  beob- 
achtet gleich  34^  1'  34".  2.  Die  Declination  der  Sonne  war  gleich 
—  3^48' 51".  2,  die  Zeitgleichung  —10°»  48».  6,  also  der  Stunden- 
winkel der  Sonne  gleich  -h  12°*  51» .  3.  Damit  erhält  man  aus  den 
Tafeln: 

log  2  sin  i  e«  =  2.51105  log  2  sin  i  «*  =  9.4060. 

Nimmt  man  femer  ^  =  30^  4',  so  wird  log  h  =  0.19006  und 
damit  das  erste  Glied  der  Correction  gleich  —  8'  22".  47,  das  zweite 
gleich  4-0".  91,  mithin  die  ganze  Correction: 

•   —     8' 21".  56 

g  +  ^=  300  12U3".00 

^=  300    4' 21".  44. 

Eine  Aenderung  von  -h  1'  im  angenommenen  Werthe  von  ^ 
giebt  in  diesem  Falle  erst  eine  Aenderung  von  -+-  0".  30  in  der  be- 
rechneten Polhöhe,  sodafs  der  wahre  Werth,  den  man  durch  Wieder- 
holung der  Rechnung  erhält,  wird: 

^  =  30«  4' 21".  54. 

Die  Formel  (Ä)  gilt,  wenn  der  Stern  auf  der  Südseite  des 
Zeniths  culminirt.  Ist  aber  die  Declination  des  Sterns  gröfser  als 
die  Polhöhe,  sodafs  der  Stern  zwischen  Zenith  und  Pol  culminirt, 
so  ist  in  diesem  Falle  S  —  $p  statt  ^  —  <J  zu  nehmen,  und  man 
erhält: 

.         ^    .    C0S$?C08^„    .      -   .o         cos  9?^  cos  ^       .  ,-  \o    •      1^ 

^  =  <t— 0-+--r-7i; r^mi^V r— TT tö  cotang  (<J—  cp)  2sini**. 

Ist  endlich  der  Stern  in  der  Nähe  der  unteren  Culmination,  so 
hat  man,  wenn  man  t  von  dieser  Culmination  rechnet: 
cos  z  =  cos  (ISO®  —  fp  —  <J)  +  2  cos  ^  cos  <y  sin  ^  t^ 
und  daraus: 

1OA0        »       -       COS^COS<Jq    .         a        C0S^2C0S<J3  ,    *x  «    .      1x4 

y,  =  180®  —  d—z .   T    ■   ^.  2smi<^-f-  -r-7 — r^c^  ^otg  (93  +  ^)  2  sm  ^tr. 

sm(^-f-<J)  sin(9P-f-<J)2       o  VT-       /  d 

Wenn  man  auf  diese  Weise  die  Polhöhe  eines  Ortes  bestimmen 

will,   so  wird  man  sich  in  der  ßegel  nicht  damit  begnügen,    nur 

eine  Zenithdistanz  in  der  Nähe  des  Meridians  zu  beobachten,  sondern 

Brunaow,  sphärische  Astronomie.    4.  Aufl.  2  g 
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man  wird  eine  Anzahl  nach  einander  beobachten,  um  im  Mittel  aus 
den  einzelnen  Beobachtungen  ein  genaueres  Resultat  zu  erzielen. 
Man  sucht  dann  für  jeden  einzelnen  Werth  von  t  die  Oröfsen 
2sin^^^  und  2sm^t\  ninmit  aus  allen  die  Mittel  imd  multiplicirt 
diese  mit  den  constanten  Tactoren.  Die  so  geftmiene  Gorrection 
legt  man  dann  zu  dem  Mittel  der  beobachteten  Zenithdistanzen,  um 
die  Meridianzenithdistanz  zu  erhalten*). 

Man  kann  die  Reduction  auf  den  Meridian  noch  auf  eine  andere 
Art  machen. 

Aus  der  Gleichung: 

cos  z  —  cos  (99 — <J)  =  —  2  cos  ^c(ys  d  sin  i  t^ 
folgt: 

sin  - — r sin  ^ — =  —  cos  f>  cos  ^ sin  i  t*. 

Setzt  man  also  die  Reduction  auf  den  Meridian: 

^  —  ^  —  z  =  —  x^ 


so  wird: 


mithin: 


Z =  ^_^  +  ^a.; 


.    ,  cos  fp  cos  <J         .     ,  .„ 


eine  Gleichung,  die  sich  so  schreiben  läfst: 

sin  io?  cos  G>  cos  <J  ^  .     ,  ^„       sin  (0 — <J) 

\x  srnCjp— <J)  sm  (9?— ^-1-^05) 

In  No.  10  der  Einleitung  war  aber  gezeigt,  dafs bis   auf 


die  dritte  Potenz  genau  gleich  Vcos  a  ist.  Wendet  man  dies  hierauf 
an  und  nimmt  als  einen  ersten  Näherungswerth  von  x  den  Werth  $ 
aus  der  Gleichung: 

^  COSf>COS<J„  .  ,        .g  ,„V 

sm(9? — a) 
80  erhält  man: 

x  ycos *x=  ^ -T— 7 V  .  1   \ > 

oder  wenn  man  die  Gleichung  nach  x  auflöst,  rechts  überall  $  statt  x 
schreibt  und  den  neuen  Näherungswerth  mit  f  bezeichnet: 


*)  Bei  der  Sonne  ist  noch  auf  die  Aenderung  der  Declination  Rncksicht 
zu  nehmen,  wovon  in  der  folgenden  Nummer  die  Rede  sein  wird. 
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Diese  zweite  Näherung  ist  in  den  meisten  bei  Circommeridian- 
höhen  yorkommenden  Fällen  schon  hinreichend  genan.  Ist  dies  aber 
noch  nicht  der  Fall,  so  berechnet  man  mit  f  einen  Werth  von  ^, 
damit  $  aus  (B),  und  erhält  dann  den  verbesserten  Werth: 

Für  das  vorher  gegebene  Beispiel  wird: 

e  =  8'  22".  47 
und  damit  wird: 

löge  =2.70111 
sin  (jP—<J)  =  9.74620 
cosec  (y>—<y+if)  =  0.25293 
log  f  =  2.70024, 

mithin  ^  =  8'21".47  und  ^'^SO«  4'21".53. 

8.  Nimmt  man  Circummeridianhöhen  der  Sonne,  so  ist  hier 
noch  der  umstand  zu  berücksichtigen,  dafs  diese  ihre  Declination 
ändert,  dafs  also  die  Rechnung  für  jeden  Stundenwinkel  mit 
'  einer  andern  Declination  geführt  werden  mufs.  Um  nun  in  diesem 
Falle  die  Rechnung  bequemer  auszuführen,  verfährt  man  auf  fol- 
gende "Weise: 

Es  war: 

,    .        cos  fp  cos  <J  „    .     -  .„ 
f»  =  «  4-  <J r-f 5v  2  sin  i  t^. 

Ist  nun  2>  die  Declination  d^  Sonne,  welche  im  Hittage  statt- 
findet, so  kann  man  die  zu  jedem  Stundenwinkel  t  gehörige  Decli- 
nation ausdrücken  durch  D  -^  ßt^  wo  ß  die  stündliche  Aenderung 
der  Declination  bezeichnet  und  t  in  Stunden  ausgedrückt  ist.  Dann 
hat  man  also: 

.     Tk    .     «^         cos«?  008^^    .      ,   -o  A\ 

^  =  Z'hD-hßt r-T- is2smi*».  (ä) 

sm(f»  —  d) 

Setzt  man  nun: 

-.         COSCPCOS^-     .      ,  ^„  COSflPCOS«^^    .     , /^   ,      N9  /r\ 

ßt r-f TT  2  sm  i*3  = ^ 2  smi(«+y)S  (b) 

8m(^— «J;  sm(^  — <J) 

so  hat  man  zur  Bestimmung  von  y  die  Gleichung: 


oder  da: 


2  ^5^?  f- *(*+«')' -«^* ''3=-''* 


sin  a*  —  sin  ft^  =  sin  (a-f-6)  sin  (a — b) 
ß      sin  (9? — d)  t 


sin  i  y  =  — 


2       cosfpcos^     sin(*-f-^) 

18, 
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also: 


^    sini^-d)        206265 


cos  ^  cos  d     3600  X  15' 
wo    der    Zahlenfactor     der    rechten    Seite    daher    kommt,     dafs 
sin  {t'h\y)  =  t  gesetzt   ist,  t  aber  zur  Einheit  die  Stunde  hat, 
während  bei  sin  t  der  Radius  als  Einheit  zum  Grunde  lag.    Nennt 
man  nun  die  48  stündige  Aenderung  der  Declination  der  Sonne  in 

Bogensecunden  yu,  so  wird  ^  =  — ,    oder   wenn   man   y  in   Zeit- 
secunden  haben  will,  ß=-  =2^.    Damit  erhält  man  dann: 

[tang  ^  —  tang  dl  {A) 


188.5 

und  nach  den  Gleichungen  (a)  und  (Jb)  die  Polhöhe  aus  jeder  ein- 
zelnen Beobachtung  durch  die  Formel: 

^  .   r\      <^os «9  cos <J„  .-.-,.,  ^.  ,.-^ 

Die  Gröfse  y   ist   nichts  Anderes  als  der  Stundenwinkel   der 
gröbsten  Höhe,  aber  negativ  genommen. 

In  I.  No.  24  war  nämlich  hierfor  der  Ausdruck  gefunden: 

.      d^-^  *       ^,206265 

wo  ^J  die  Aenderung  der  Declination  in  einer  Zeitsecunde  be- 
deutet  und  t  in  Zeitsecunden  ausgedrückt  ist.  Da  aber  die  Aen- 
derung der  Declination  in  einer  Zeitsecunde  gleich  jg  •  ö^  ist,   so 

erhält  man  für  den  Stundenwinkel  der  gröfsten  Höhe,  in  Zeit- 
secunden ausgedrückt: 

f^   r*  *      >i  JÖ6265 

[tang  f>-- tang  fl, 


188.5 

also  bis  auf  das  Zeichen  dieselbe  Formel  wie  für  y.  Die  Gröfse 
t-\'y  ist  daher  der  Stundenwinkel  der  Sonne,  welcher  nicht  von 
der  Culmination,  sondern  von  der  Zeit  der  gröfsten  Höhe  an  ge- 
rechnet ist. 

Wenn  man  daher  Circunmieridianhöhen   eines  Gestirns    beob- 
achtet hat,  dessen  Declination  veränderlich  ist,  so  hat  man  nicht 


*)  Hierzu  ist  auch  noch  das  zweite  von  2  sin  ^^  abhängige  Glied  zu 
addiren. 
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nöthig,  zur  Reduction  auf  den  Meridian  die  einem  jeden  Stunden- 
winkel entsprechende  Declination  anzuwenden,  sondern  kann  für 
alle  die  Declination  nehmen,  welche  bei  der  Culmination  statt- 
findet, muXs  aber  dann  die  Stundenwinkel  nicht  von  der  Zett  der 
Culmination,  sondern  von  der  Zeit  der  grölsten  Höhe  ab  rechnen. 
Dadurch  ist  dann  die  Berechnung  ebenso  bequem,  wie  im  ersteren 
Falle,  wo  die  Declination  des  beobachteten  Gestirns  als  unver- 
änderlich angenommen  wurde. 

Für  die  in  No.  7  berechnete  Beobachtung  zu  Cairo  ist: 

log/* =3.4458»  und  D=  — 3^48'  38''.  57. 

Damit  erhält  man: 

y=-+-9«.6,  also  *-4-y=13«n08.9 

und  hiermit  das  erste  Glied  der  Reduction  auf  den  Meridian: 

=  —8' 35".  00. 

Wegen  des  zweiten  von  sin  ^  t^  abhängigen  Gliedes  der 
Reduction  hat  man  hierzu  noch  +  0^^.91  zu  addiren,  sodafs  man 
erhält  5«,  =  30^4' 21".  54. 

Ist  nur  eine  einzelne  Höhe  beobachtet,  so  ist  es  natürlich  be- 
quemer, die  Declination  der  Sonne  für  die  Zeit  der  Beobachtung 
zu  interpoliren;  sind  indessen  mehrere  Höhen  genommen,  so  be- 
dient man  sich  mit  mehr  Vortheil  der  eben  gegebenen  Methode. 

9.  Da  die  Poldistanz  des  Polarsterns  klein  ist,  so  wird  der- 
selbe, in  welchem  Stundenwinkel  er  sich  auch  befinden  mag,  immer 
nur  ein  kleines  Azimut  haben,  also  für  die  Bestimmung  der  Pol- 
höhe in  jedem  Augenblicke  mit  Vortheil  angewandt  werden  können. 
Für  diesen  Fall  wird  aber  die  in  No.  7  gegebene  Methode  zur 
Berechnung  der  Reduction  auf  den  Meridian  nicht  mehr  brauchbar 
sein',  weil  die  dort  gefundene  Reihe  nur  für  kleine  Werthe  des 
Stundenwinkels  convergirt.  Man  mufs  daher  jetzt  einen  andern 
Weg  verfolgen,  und  zwar  wird  es  wegen  der  Kleinheit  der  Pol- 
distanz zweckmäfsig  sein,  die  an  die  beobachtete  Höhe  anzubrin- 
gende Correction  nach  Potenzen  dieser  Gröfse  zu  entwickeln. 

Fällt  man  (Fig.  7)  von 
^'  ^'  dem  Orte  des  Sterns  einen 

Bogen  eines  gröfsten  Kreises 
senkrecht  auf  den  Meridian 
und  bezeichnet  den  Bogen 
des  Meridians  zwischen  dem 
Pole  und  dem  Fufspunkt  des 
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Perpendikels  mit  x,  den  Bogen  vom  Zenith  bis  zum  Fufspunkte 
mit  z  —  y,  wo  y  eine  kleine  Gröfse  ist,  so  wird: 

oder        ^  =  90**  — j?-f-y-— ic, 
nnd  aus  den  beiden  rechtwinkligen  Dreiecken  folgt: 

lang  X  =  lang  j>  cos  ^ 

/         s       cosj?  (a) 

cos  (z  —  y)  = . 

cos  u 

Aus  der  ersten  Gleichung  folgt  sogleich : 

X  =  tang|>  cos  *  —  -J  tang  jp^  cos  t^, 

wenn  man  die  f&nften  und  höheren  Potenzen  von  tang  p  vemacli- 
lässigt,  oder  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern  derselben  Ordnung: 

05  =  2)  cos  ^  +  -J-  p^  cos  ^  sin  t'^.  (b) 

Die  zweite  der  Gleichungen  (a)  giebt  entwickelt: 

,  1  —  cos  W    I     ft     .    o  1  j. 

sin  y  =  cotang  z h  2  sin^  *y .  cotang  z, 

cosu  ^ 

oder  mit  Vernachlässigung  der  fünften  Potenzen  von  u: 

sin  y  aas  cotang  if  (i  w*  +  ^  i**)  +  2  sin*  -J  y  cotang  z. 

Man  erhält  aber  aus  der  Gleichung: 

sin«  =  sinjpsin^, 
u  =  psint  —  ^p*  sin ^ cos **, 

mithin,   wenn  man  diesen  Werth  in  die  obige  Gleichung  for  sin  y 
substituirt,  wieder  bis  auf  die  Glieder  vierter  Ordnung  genau: 

y  =  i]^  sin  t^  cotg  z  —  ^^p*  sin  **  (4 cos**— 5 sin**)  cotg  ä  +  i  cotg  z .  y'.  (c) 

Diese  Gleichung  enthält  zwar  noch  y  auf  der  rechten  Seite, 
aber  wegen  der  Kleinheit  des  Gliedes  ^  cotang  z  .  y^  ist  es  ge- 
nügend, den  Werth  von  y  aus  dem  ersten  Gliede  zu  berechnen 
und  darin  zu  substituiren.    Man  erhält  mihin: 

^  =:  90®  —  z  —  p  cos  *  +  iP^  sin  **  cotang  z  —  ^p^  cos  t  sin  ** 

+  -i^p^  sin  **  (5  sin  **  —  4  cos  **)  cotang  z 

+  i  p*  sin  **  cotang  i?^.  (ii) 

Da  die  Berechnung  dieser  Formel  für  jeden  einzelnen  Fall  sehr 
unbequem  sein  würde,  so  hat  man  Tafeln  construirt,  welche  diese 
Berechnung  sehr  erleichtem.     Diese  sind  zweierlei  Art. 

Im  Berliner  Jahrbuch  und  im  Nautical  Almanac  werden  jähr- 
lich Tafeln  gegeben  für  die  gröfsten  Glieder  des  obigen  Ausdrucks, 
die  immer  hinreichen,  wenn  nicht  die  äufserste  Genauigkeit  verlangt 


279 

wird.    Yemachlässigt  man  die  Glieder,  welche  die  dritte  und  vierte 
Potenz  von  jp  enthalten,  so  hat  man  einfach:*) 

^  =  90®  —  jB  — p  cos  *  +  |p*  sin  *'  cotang  z. 

Bezeichnet  man  nnn  einen  bestimmten  Werth  der  Rectascension 
und  Poldistanz  mit  ao  undjpo?  sodafs  die  scheinbaren  Werthe  dieser 
Gröfsen  för  die  Zeit  der  Beobachtung: 

ö  =  öo  +  Aa,        P  =  Po  +  ^P 
sind,  80  wird,  wenn  man  die  Werthe  substituirt: 

^  =  90»  —/s  —  po  cod  tß  +  iPo^  cotang  z  sin  *o^ 
—  ^p  COB  t  Q  ^—  p  sin  tQ  ^a^ 

wo   tQ=  ß  —  ao  ist. 

In  den  angeführten  Jahrbüchern  findet  man  nun  drei  Tafeln. 
Die  erste  giebt  den  Werth  —  j?o  cos  ^o  niit  dem  Argumente  ^, 
welches  allein  veränderlich  ist.  Die  zweite  Tafel  giebt  das  Glied 
ipo^  cotang  z  sinf^^^  m^j  da  dieser  Ausdruck  von  z  und  9  ab- 
hängt, so  hat  die  Tafel  diese  beiden  Argumente.  Die  dritte  Tafel 
giebt  endlich  das  von  8,  A<z  und  ^p  abhängige  dritte  Glied: 

—  Aj?  cos  *o  —  P  sin  to  A«, 
und  hat  als  Argumente  die  Sternzeit  und  die  Tage  des  Jahres. 

Die  anderen,  sämmtliche  Glieder  umfassenden  Tafeln  sind  von 
Petersen  in  Wamstorff's  Hülfstafeln  pag.  73  u.  ffg.  gegeben  und  so 
eingerichtet,  dafs  sie  für  den  Zeitraum,  in  welchem  die  Poldistanz 
des  Polarsterns  zwischen  den  Grenzen  1®  20'  und  1^  40'  liegt,  ge- 
braucht werden  können.  Petersen  geht  wieder  von  einem  bestimm- 
ten Werthe  von  p,  nämlich: 

Po  =  1^  30' 
aus.    Man  kann  dann  die  Formel  (Ä)  leicht  so  umschreiben: 

^«90»  — ;?— ^[Pocos^  +  ipo'cosisin*^— i-^f^o— 1  IjPo^cos^sine^ 

JPo  Po  VPo         y 

P^ 

+  ^  cotang  zUpq^  sin  t^  +  Jt JPo*  »i^  *^  (ß  »i^  *^  —  4  cos  <^] 
JPo 

P* 

-h  i  f-4  Po*  sin  t^  cotang  z\ 
Po 


*)  Der  Maximumwerth  des  in  p^  multiplicirten  Gliedes,  der  für  *  =  54°  44' 
stattfindet,  ist  für  p  =  1°  40'  nur  0".65  und  die  in  p*  multiplicirten  sind 
noch  bedeutend  kleiner,  wenn  nicht  z  klein  ist.  Man  könnte  die  Glieder 
aber  auch  leicht  bei  den  Tafeln  mitnehmen,  indem  das  erstere  sich  mit  p 
cos*,  die  andern  mit  ^p* sin *^ cotang 0  in  eine  Tafel  bringen  lassen. 
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Führt  man  daher  die  folgenden  Bezeichnungen  ein: 

Po 

Pq  cos  t  +  iPo^  cos  *  sin  *^  =  a, 

■J  Ä  (Ä^  —  l)Po'  cos  *  sin  ^  =  z', 
iPo'  sin  e«  +  JjPo*  sin  *'  (5  sin  «^  —  4  cos  t^  =  ß, 
i -4* Po*  sin  **  cotang  js'  =  ^  -4* ^' .  cotang «•  =  ^, 

so  wird: 

^  =  900— iP  —  ^a  —  ^  +  J.^/5  cotang  e  +  ß. 

Der  Tafeln  sind  dann  vier,  von  denen  die  erste  und  zweite 
mit  dem  Argumente  t  die  Gröfse  a  und  /9,  die  dritte  mit  den 
Argumenten  p  und  ^  die  kleine  Gröfse  y^,  und  die  vierte  mit 
den  Argumenten  Ä^ß  coig  z  =  y  und  90^  —  z  die  ebenfalls  kleine 
Gröfse  A  giebt.  Die  Tafeln  sind  nur  von  ^  =  0*^  bis  ^=6*^  be- 
rechnet. Ist  daher  t  >  90^,  so  mufs  man  den  Stundenwinkel  von 
der  unteren  Culmination  rechnen  und  hat  dann: 

^  =  90^— 0  +  ^a  + ^  +  -<l^/9  cotang  Xf  + AI. 

Beispiel.  Am  12.  October  1847  wurde  auf  der  Sternwarte 
des  verstorbenen  Dr.  Hülsmann  zu  Düsseldorf  um  18**  22"  48*.  8 
Sternzeit  die  Höhe  des  Polarsterns  mit  einem  kleinen  Höhen-  und 
Azimutalinstrument  beobachtet  und  dafür  nach  Abzug  der  Refraction 
gefunden  50^  55'  30".  8. 

Nach  dem  Berliner  Jahrbuche  hat  man  für  diesen  Tag  den 
Ort  des  Polarsterns: 

a  =  Ih  5«^  31»  .7,  d=  880  29'  52".  4. 

Es  ist  also: 

jp  =  10  30'  7".  6,    t  =  171»  17m  17«.  1  =  259«  19'  16".  5, 

mithin  wird: 

log^  =  0.0006108 

und  man  erhält  nach  den  Tafeln  oder  den  obigen  Formeln: 

a  =  1000".  85,   ß  =  68".  28,   r  =  0"-  00,   /*  =  0".02, 
also: 

Aa=  +  16' 42".  26 

ilV  cotang«  =  +    1  24  .33 
pi  =  +         0  .  02 
Summa  =  +  18'    6".  61 
mithin:     ^  =  51«  13' 37".  41. 

10.  Gauls  hat  ebenfalls  eine  Methode  gegeben,  um  die  Pol- 
höhe aus  dem  Mittel  mehrerer  von  der  Culmination  entfernten 
Zenithdistanzen  eines  Sterns  zu  finden,  welche  besonders  für  den 
Polarstem  bequem  ist. 
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Kennt  man  einen  genäherten  Werth  ^o  der  Polhöhe  ^  und 
ist  6  die  Stemzeit,  zu  welcher  man  eine  Zenithdistanz  zi  gemessen 
hat,  so  kann  man  aus  B  und  ^q  eine  Zenithdistanz  C  berechnen 
nach  den  Formeln: 

tang  x  =  cost  cotang  ^ 


und  erhält  dann: 


also: 


cos  C  = sin  (®o  -h  X) 


8in<?   cos  (^0  -f-  x) ' 
cosx  sin  C 

X  ist  hier  wieder  der  Bogen  des  Meridians,  welcher  zwischen  dem 
Pole  und  dem  FuTspunkte  des  von  dem  Sterne  auf  den  Meridian 
gefällten  Perpendikels  enthalten  ist,  und  da  dieser  Bogen  immer 
zwischen   den   Grenzen  ±(90  —  ^)  liegt,    so   kann   man  for  den 

Polarstem  sowohl  5^5_  als  auch  ^^^  ^^o  "r «;  gleich  Eins  setzen,  so- 

cosa?  sin  C 

bald  nur  die  Polhöhe  bis  auf  einige  Secunden  bekannt,  also  d^  nur 
eine  kleine  Gröfse  ist. 

Hat  man  eine  zweite  Zenithdistanz  zur  Stemzeit  9'  gemessen, 
so  ist: 

tang  X*  =  cos  t'  cotang  ^ 

-,.       sin<J    .    ,       ,     ,. 

und: 


dC    ' 


d^  = 


oder,  wenn  Z  das  arithmetische  Mittel  der  beiden  gemessenen  Zenith- 
distanzen  gleich  ^  (2^1  4- 2^1')  bedeutet: 

^\d^^  dip) 

wo: 

j, sin^     cos  (yp  +  x) 

cos  OS  sin  C 


„       sin  cT      cos  (fi?o  +  *0 

Jr>    SS5    ■■  ■  ■-  ■   ^'      •      ■■■■II-    ■■     ■— ■■■  ■   ■■! 

cos«'  sin  C'        ' 


(ö) 
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oder  auch: 

Ä  =  cotang  C.  cotang  (^o  +  «)  /^^ 

.  B  =  cotang  C'.  cotang  (f^o  +  sß*)y 

oder  endlich,  wenn  man  -=^  aus  der  ursprünglichen  Gleichung: 

cos  C  =  sin  ^0  si^i  ^  +  cos  ^q  cos  ^  cos  ^ 
sucht: 

1  /  j  j^  u\       cos  f>  sin  <J       sin  f>  cos  ^        .  ,.,   .    ..  ,^ 

sin  ^  sin  i& 

Für  den  Polarstern  erhält  man  einfach: 

Hätte  man  nun  mehrere  Zenithdistanzen  beobachtet,  so  müfste 
man  eigentlich  für  jede  einzelne  Stemzeit  die  Zenithdsitanz  C  be- 
rechnen und  erhielte  dann: 

■^  [C-f-  C  -4-  C"  + . . .  -+-  Cn-l]  —  2 


n  \d^      d^       ) 


wo  Z  wieder  das  arithmetische  Mittel  aus  allen  gemessenen  Zenith- 
distanzen bezeichnet.  Statt  dessen  verfährt  Gaufs  aber  auf  fol- 
gende "Weise: 

Bezeichnet   man    mit  0o   das    arithmetische   Mittel  aus   allen 
Stemzeiten  und  setzt: 

6—  SQ=r,     <?'  —  ^0  =  t'   etc. 

so  erhält  man,  wenn  Co  die  zu  der  Stemzeit  9o  gehörige  Zenith- 
distanz  bedeutet,  wie  in  No.  5  dieses  Abschnitts: 

C4-r  +  r4-...    ,  .  ^    i: 2 sin i (^  —  ^o)« 

n  ""  ^«  "^  dt«   '  n 

Bezeichnet  nun  T  einen  Winkel,  sodafs: 

n  ' 

so  sind  die  zu  der  Stemzeit  0o —  Tund  öq  -+-  T  gehörigen  Zenith- 
distanzen z  und  2r': 


oder: 
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Das  Resultat  ist  also  dasselbe  als  wenn  man  die  zwei  Zenith- 
distanzen  z  und  7!  beobachtet  hätte  und  man  erhält  daher  nach 
Formel  (a)  einfach: 


wenn  man  die  zu  z  und  /  gehörigen  Werthe  von  ^  und  ^  mit 
Af  und  W  bezeichnet. 

Hat  man  also  mehrere  Zenithdistanzen  eines  Sterns  gemessen, 
so  nimmt  man  das  Mittel  der  beobachteten  ührzeiten  und  zieht 
ohne  Rücksicht  auf  das  Zeichen  jede  einzelne  Uhrzeit  davon  ab. 
Diese  Unterschiede  in  Sternzeit  verwandelt  geben  die  Gröfsen  r, 
für  welche  man  aus  den  Tafeln  die  einzelnen  Gröfsen  2  sin  ^  r^ 
nimmt.  Dann  sucht  man  aus  denselben  Tafeln  das  zum  arith- 
metischen Mittel  aller  dieser  Gröfsen  gehörige  Argument  T,  be- 
rechnet die  Stundenwinkel: 

00  -  (a  +  T)  =  * 

und  dann  z  und  7^  nach  den  Formeln: 

tang  o;  =  cos  ^  cotang  d 

cos  i  = sin  («Po  "^  *) 

COSÄ        ^^ 

und: 

taug  os'  =  cos  t'  cotang  d 

,       sineJ    .    ,        ,      .V 

cos  tr  = r-  sin  («o  4- «'). 

cosa;'       ^^ 

Hat  man  nun  den  Polarstem  beobachtet,  so  ist  unmittelbar: 

wo  Z  das  arithmetische  Mittel  aus  allen  gemessenen  Zenithdistanzen 
ist.  Für  andere  Sterne  hat  man  aber  die  vollständige  Formel  für 
d^  zu  berechnen,  nämlich: 

i(z-hz')^Z 
^^-    ÜÄ-^B)    ' 

wo  die  Gröfsen  Ä  und  B  durch  die  Formeln  (6),  (c)  oder  (d)  ge- 
funden werden,  wenn  man  darin  C=z  und  C' =  ^'  nimmt.*) 

Beispiel.  Am  12.  October  1847  wurden  auf  der  Sternwarte 
des  Herrn  Dr.  Hülsmann  folgende  zehn  Zenithdistanzen  des  Polar- 
sterns beobachtet: 


*)  WarastorfTs  Hülfstafeln  pag.  127. 
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Stemzeit. 

Zenithdistanz. 

T 

28miT» 

17»>  56" 

^21».  4 

39" 

n3'42".  1 

13" 

^  19» .  75 

348  .  75 

59 

54  .  5 

12  17  .  6 

9 

46  .65 

187  .  69 

18      3 

29  .  7 

11     6  .  8 

6 

11  .45 

75.24 

6 

2  .  9 

10    3  .  6 

3 

38  .25 

25.  9S 

8 

35  .  0 

9    0.6 

1 

6  .  15 

2.39 

11 

5  .  1 

8    2.8 

1 

23  .95 

3.85 

13 

32  .  0 

7    7.6 

3 

50  -85 

29.06 

16 

34  .  0 

6    4.8 

6 

52  .85 

92.95 

18 

28  .  1 

5  15  .  3 

8 

46  .95 

151  .  43 

22 

48  .  8 

3  42  .7 

13 

7  .65 

338 .  28 

18»»  9« 

41». 15 

39< 

>  8'38".39 

125  .  56 

Refr. 

46".50 

T- 

7»  59» .  83 

Z  =  390  9'  24".89 
Öo  —  («  +  ^  =  Iß*"  ö6°*  9»  .62  Bo— («— ^)  =  nh  12°»9« .  28 

=  254<>  2'  24".3  =  258«  2'  19".2. 

Nimmt  man  nun: 

S«>o  =  51«  13'30''.0, 
so  erhält  man: 

z  =  390  12'  37".  56        «'  =  390  6'  34".  54 

i(Ä  + ^0  =  390  9' 36".  05 

4(«-f-0')--^=         -f-ll".16, 

mithin: 

^  =  51«  13' 41".  16. 


m.    Bestimmung  der  Zeit  und  der  Polhöhe  durch  die 

Combination  mehrerer  Höhen. 

11.    Nimmt  man  zwei  Höhen  von  Sternen,  so  hat  man  zwei 
Gleichungen: 

sin  Ä  =  sin  5p  sin  d  +  cos  f?  cos  d  cos  <, 
sin  Ä'  =  sin  ^  sin  &-¥  cos  9?  cos  ^'cos  ^'. 

In  diesen  Gleichungen  ist  d  und  ^  bekannt,  da  die  Oerter  der 
Sterne  als  bekannt  angenommen  werden,  femer  ist: 

^'  = « 4-  (e'  —  /)  =  *  +  (e'-  e)  -  («'-  a). 

Da  nun  af  —  a  und  9'  —  9?  die  Zwischenzeit  der  Beobachtungen, 
ebenfalls  bekannt  sind,  so  enthalten  die  beiden  Gleichungen  die 
beiden  unbekannten  6  und  ^,  die  man  durch  Auflösung  derselben 
bestinunen  kann.  Durch  die  Beobachtung  zweier  Stemhöhen  kann 
man  also  immer  Zeit  und  Polhöhe  zugleich  finden;  die  Verbindung 
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zweier  Höhenbeobachtungen  giebt  aber  auch  in  besonderen  Fällen 
sehr  bequeme  Methoden,  die  Polhöhe  oder  die  Zeit  allein  zu  be- 
stimmen. 

Es  ist  schon  früher  gezeigt  worden,  dafs  wenn  die  beiden 
Höhen  einem  Sterne  angehören  nnd  im  Meridian  zur  Zeit  der 
oberen  und  unteren  Culmination  genommen  sind,  das  arithmetische 
Mittel  aus  beiden  Höhen  gleich  der  Polhöhe  des  Beobachtungsbrtes 
ist,  die  also  dann  unabhängig  von  der  Declination  des  Sterns  ge- 
funden wird.  Diese  ist  gleich  dem  Complement  der  halben  Differenz 
der  beobachteten  Höhen. 

Ebenso  erhält  man  die  Polhöhe  durch  blofse  Unterschiede  der 
Zenithdistanzen  zweier  Sterne,  von  denen  der  eine  im  südlichen^ 
der  andere  im  nördlichen  Quadranten  des  Meridians  culminirt.  Ist 
nämlich  d  die  Abweichung  des  gegen  Süden  culminirenden  Sterns, 
so  ist  seine  Meridianzenithdistanz : 

«  =  j?  —  d, 

Ist  dagegen  ^  die  Declination  des  gegen  Norden  culminirenden 
Sterns,  so  ist  dessen  Zenithdistanz : 

^  =  <r  —  ^, 

und  man  erhält  daher: 

^  =  i(ey4-(J')H-i(«-«'). 

12.  Nimmt  man  an,  dafs  zwei  Höhen  eines  und  desselben 
Sternes  beobachtet  sind  und  aufserdem,  dafs  beide  Höhen  einander 
gleich  sind,  so  hat  man: 

sin  Ä  =  sin  ^  sin  eJ  4-  cos  ^  cos  d  cos  iy  ^  v 

sin  A  =  sin  f?  sin  (^  +  cos  ^  cos  d  cos  ^', 

woraus  ^  =  —  V  folgt.  Die  Höhen  sind  dann  also  auf  beiden  Seiten 
des  Meridians  in  gleichen  Stundenwinkeln  genommen  Ist  nun  u  die 
XJhrzeit  der  ersteren  Höhe,  vf  die  der  zweiten,  so  wird  ^  (it'-+-w) 
die  Zeit  sein,  zu  welcher  der  Stern  im  Meridiane  war,  und  da  diese 
gleich  der  bekannten  Rectascension  a  des  Sterns  sein  mufs,  so 
erhält  man  daraus  den  Stand  der  Uhr  gleich: 

«  —  ♦(«•'+«*). 
Diese  Methode  der  correspondirenden  Höhen  ist  die 
sicherste,  um  die  Zeit  durch  Höhenbeobachtungen  zu  bestimmen, 
und  da  man  weder  die  Polhöhe  des  Beobachtungsortes  noch  die 
Declination  des  Gestirns,  also  auch  nicht  den  Meridianunterschied 
von  dem  Orte,  fnr  welchen  die  Ephemeride  gilt,  zu  kennen  braucht, 
so  eignet  sich  dieselbe  besonders  zur  Zeitbestimmung  an  solchen 
Orten,  deren  geographische  Lage  nicht  genau  bekannt  ist.    Man  hat 
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ebenso  wenig  nöthig,  die  Höhe  selbst  zu  kennen,  so  dafs  man  also 
durch  diese  Methode  selbst  mit  schlechten  Instrumenten,  welche 
absolute  Höhen  mit  Genauigkeit  nicht  messen  lassen,  scharfe  Resul- 
tate erhalten  kann.  Das  Einzige,  welches  diese  Methode  erfor- 
dert, ist  eine  gute  Uhr,  auf  deren  gleichförmigen  Gang  in  der 
Zwischenzeit  man  sich  verlassen  kann  und  dann  ein  Höheninstru- 
ment, welches  aber  nicht  einmal  eine  genaue  Theilung  zu  haben^ 
braucht. 

Hierbei  ist  aber  vorausgesetzt,  dafs  das  Gestirn  seine  Declina- 
tion  in  der  Zwischenzeit  der  Beobachtungen  nicht  ändert.  Nimmt 
man  nun  aber  Höhen  der  Sonne,  deren  Declination  sich  im  Laufe 
mehrerer  Stunden  sehr  merklich  ändert,  so  wird  das  arithmetische 
Mittel  aus  den  beiden  Beobachtungszeiten  nicht  mehr  die  Zeit  geben, 
zu  welcher  die  Sonne  im  Meridiane  war,  sondern  wenn  ihre  Decli- 
nation zunimmt  (d.  h.  wenn  sie  sich  dem  Nordpole  nähert),  so  wird 
zu  derselben  Höhe  Nachmittags  ein  gröfserer  Stundenwinkel  gehören 
als  Vormittags,  also  wird  das  Mittel  der  Zeiten  nach  Mittag  fallen. 
Umgekehrt  wird  das  Mittel  der  Zeiten  vor  Mittag  fallen,  wenn  die 
Sonne  sich  dem  Südpole  nähert  oder  ihre  Declination  abnimmt. 
Man  mufs  daher  in  diesem  Falle  zu  dem  Mittel  der  Zeiten  noch 
eine  Correction  hinzufugen,  welche  von  der  Aenderung  der  Decli- 
nation abhängt.  Diese  Correction  heifst  die  Mittagsverbes- 
serung. 

Ist  d  die  Declination  der  Sonne  im  Mittage  und  A<J  die  Aen- 
derung der  Declination  vom  Mittage  bis  zu  der  Zeit,  wo  jede  Höhe 
genommen  wurde,  so  hat  man  die  beiden  Gleichungen: 
sin  Ä  =  sin  9?  sin  (<J  —  A^)  +  cos  ^  cos  (ß  —  A^)  cos  t 
sin  Ä  =  sin  ^  sin  (^  -f-  A  ^)  H-  cos  ^  cos  ((J  -f-  A<J)  cos  f. 

Die  Uhrzeit  der  Beobachtung  am  Vormittage  sei  wieder  w,  die 
andere  u\  so  ist  ^  («*'  -f-  «*)  =  TJ  die  Zeit,  zu  welcher  die  Sonne  im 
Meridiane  gewesen  wäre,  wenn  die  Declination  derselben  sich  nicht 
geändert  hätte.  Diese  Zeit  nennt  man  den  unverbesserten 
Mittag. 

Bezeichnet  man  dann  die  halbe  Zwischenzeit  der  Beobachtungen 
^  {v!  —  u)  durch  t,  die  Mittagsverbesserung  durch  a?,  so  wird  der 
Augenblick  des  wahren  Mittags  TJ-^-x  und: 

<'  =  i  (w'  —  u)  —  oj  =  T  —  aj, 
es  wird  also  auch: 

sin  Ä  =  sin  ^  sin  iß  —  A  ^)  H-  cos  ^  cos  {d  —  A  ^)  cos  (r  -h  sc) 
und: 

sin Ä  =  sin  f>  sin  (<J  -r  A<J)  +  cos  f>  cos  (<J H-  A^)  cos  (t  —  as). 


/ 
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Setzt  man  diese  beiden  Ausdracke  von  sin  h  einander  gleich, 
so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  x  die  Gleichung: 

0  =  sin^cos^sinA^ — cosf^sin^sinA^cosrcosaj+cosf^cosAc^cos^sinrsma;. 

Bei  der  Sonne  ist  nun  x  immer  eine  so  kleine  Gröfse,  dafs  es 
erlaubt  ist,  den  Cosinus  gleich'  Eins  zu  setzen  und  den  Sinus  mit 
dem  Bogen  zu  yertauschen.  Dadurch  wird,  wenn  man  auch  ^d 
statt  tang  A<^  setzt: 

V,  sin  T       tang  t/ 

Bezeichnet  man  nun  mit  fi  die  Aenderung  der  Declination  der 
Sonne  in  48  Stunden,  so  wird,  da  man  diese  Aenderung  hier  als 
der  Zeit  proportional  betrachten  kann: 

also: 

oder,  wenn  man  x  in  Zeitsecunden  finden  will: 

Zur  leichteren  Berechnung  dieses  Ausdrucks  hat  man  nun 
Tafeln,  die  zuerst  von  Gaufs  in  der  Monatlichen  Correspondenz 
Band  XXIII  gegeben  sind,  und  die  man  auch  in  Wamstorff's  Hülfs- 
tafeln  findet.  Diese  Tafeln  geben  mit  dem  Argumente  r  oder  der 
halben  Zwischenzeit  der  Beobachtungen  die  Gröfsen: 

1  T 


X 


720       sin  T 
und: 


=  Ä 


=  B 


720     teng  T 

und  die  Formel  fiir  die  Mittagsverbesserung  wird  dann  ganz  einfach: 
x  =  —  Äß  tang  ^  4-  Bß  tang  d,  (Ä) 

*)  Man  hätte  dies  auch  einfach  erhalten,  wenn  man  die  ursprungliche 
Oleichung  für  siah  so  differenzirt  hätte,  dafs  t  und  d  als  yeränderlich  ge- 
nommen werden,  da  o?  =  —  tt  A  <^. 

aö 

**)  Da  man  die  Aenderung  der  Declination  für  den  Augenblick  des  Hit- 
tags braucht,  so  müTste  man  das  Mittel  der  Aenderung  vom  Yorigen  und 
der  Aenderung  bis  ziun  folgenden  Mittage  nehmen.  Statt  dessen  wird  aber 
mitunter  in  den  Ephemeriden  die  Gröfse  log  ß  aufgeführt. 


288 

Differenziit  man  die  beiden  Formeln  (a),  indem  man  d  als 
constant  ansiebt,  so  eirbält  man: 

dÄ  =  —  cos  Aä<p  —  cos  <p  %mA  dt 
dh=  —  cos  A'd^  —  cos  ^  %mA*dt. 

Hier  ist  in  beiden  Gleicbungeh  dt  als  gleich  angenommen, 
weil  man  den  Febler,  welcben  man  in  der  Zeitbestimmung  be- 
gangen bat,  immer  auf  den  Febler  in  der  Beobacbtung  der  Höhe 
übertragen  kann.  Da  nun  auch  das  Azimut  in  beiden  Beobach- 
tungen gleich  grofs,  aber  entgegengesetzt  im  Zeichen  ist,  sodafs 
Az=. — A',  so  hat  man: 

dh=^ — cos-4.'c?^4- cos9?sm-ä.'d#, 

dÄ'=  —  cosJ.'<2^  —  cos^sin  J.'d^, 
also: 

cosf>  sm^ 

Man  sieht  also  daraus,  dafs  man  auch  zur  Bestimmung  der 
Zeit  aus  correspondirenden  Höhen  Sterne  wählen  mufs,  deren 
Azimut  nahe  ±  90^  ist. 

1822  October  8.  wurden  von  Westphal  zu  Cairo  die  folgenden 


Doppelte  Höhe  der  0 

Uhrzeit. 

ührzeit. 

(Unterer  Rand) 

Vormittags 

Nachmittags 

Mittel 

730    0' 

211»  7" 

i  27» 

2*»  33™  59s 

23^50°»  438.0 

20 

8 

24 

33 

3 

43  .5 

40 

9 

23 

32 

5 

44  .0 

74      0 

10 

18 

31 

9 

43  .5 

20 

11 

16 

30 

12 

44  .0 

40 

12 

11 

29 

14 

42  .5 

75      0 

13 

11 

28 

13 

42  .0 

20 

14 

9 

27 

15 

42  .0 

40 

15 

10 

26 

15 

42  .'S 

76      0 

16 

6 

25 

20 

43  .0. 

Daraus  ergiebt  sich  für  den  unverbesserten  Mittag  im  Mittel: 

23h  50in  438 .  00. 

Nun   ist   die   halbe   Zwischenzeit   zwischen  den  ersten  Beob- 
achtungen   2^43'**  16%    zwischen    den   letzten  2^34"*  37»,    also  im 

Mittel: 

T  =  2h  38*a  568 .  5  =  2»» .  649. 


*)  Diese  Peobachtungen  werden  immer  so  angestellt,  dafs  man  das  Hohen- 
instrument  Vor-  und  Nachmittags  auf  eine  runde  Zahl  einstellt  und  dann 
die  Zeit  beobachtet,  wami  derselbe  Sonnenrand  diese  Höhe  erreicht. 
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Berechnet  man  damit  die  Gröfsen  Ä  und  By  so  erhält  man: 

logT    0.42308  0.42308 

cosecT    0.19435       cotangr    0.08028 
Compl.  log  720    7.14267  7.14267 

logA    7.7601  logJ5    7.6460, 

und  da: 

<y  =  _  60  7'^     ^  =  300  4' 

und: 

hgß  =  3.4391n, 

so  wird: 

aj  =  +  108.46. 

Die  Sonne  war  daher  im  Meridiane  oder  es  war  0^  wahre  Zeit,  als 

die  Uhr  zeigte  23»»  50«»  53«.  46.  Da  nun  die  Zeitgleichung  —  1 2»  33«.  18 

war,  so  ging  die  Sonne  an  dem  Tage  um  23*»  47°»  26*.  82  mittlere 

Zeit  durch  den  Meridian  und  es  war  daher  der  Stand  der  Uhr  gegen 

mittlere  Zeit: 

—  3°»  26« .  64. 

Berechnet  man  noch  die  Differentialgleichung,  so  erhält  man, 
wenn  man  dt  in  Zeitsecunden  ausdrückt: 

d<  =  —  0» .  048  {dh'  —  dh\ 
woraus  man  sieht,  dafs  man  bei  nur  zwei  Höhen  einen  Fehler  von 
0».  48  in  der  Zeitbestimmung  begeht,  wenn  man  die  eine  Höhe  um 
10"  gröfser  oder  kleiner  beobachtet  als  die  andere. 

Diese  Differentialformel  kann  man  auch  brauchen,  um  die 
kleine  Correction  zu  berechnen,  welche  man  zu  dem  Mittel  der 
Zeiten  hinzuzulegen  hat,  um  die  Zeit  der  Culmination  zu  erhalten, 
wenn  man  Vor-  und  Nachmittags  nicht  correspondirende ,  sondern 
nur  nahe  gleiche  Höhen  genommen  hat.  Ist  dann  nämlich  h  die  Vor- 
mittags und  h'  die  Nachmittags  gemessene  Höhe  und  Ä' —  h  =  dh\ 
so  sollte  man  an  h'  die  Correction  —  dh'  anbringen,  also  an  17  die 

Correction: 

^  dh' 

30  cos  ^  sin^ 
dh'  cos  h' 
30  cos  ^  cos  d  sin  t' 
Will  man  die  äufserste  Genauigkeit  erreichen,    so  wird  man 
eine  solche  Correction  sogar  dann  nöthig  haben,  wenn  man  gleiche 
Höhen   beobachtet   hat.    Wiewohl   nämlich  für  gleiche  scheinbare 
Höhen  die  mittlere  Refraction  gleich  ist,  so  wird  dies  doch  nicht 
mit  der  wahren  Refraction  der  Fall  sein,  wenn  nicht  zufällig  der 
Stand  der  meteorologischen  Instrumente  Vor-  und  Nachmittags  der- 
selbe war.     Ist  nun  aber  die  Refraction  des  Vormittags  /o,  Nach- 
mittags  p-h  dp^   so   hat   man   das  Gestirn  Nachmittags   in   einer 

Bräun ow,  sphärische  Astronomie.    4.  Aufl.  19 
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wahren  Höhe  beobachtet,  die  nm  dp  kleiner  ist,  als  die  am  Vor- 
mittage gemessenen  und  hat  daher  dem  Mittel  der  Zeiten  die  Cor- 
rection  hinzuzufagen: 

30  cos  9?  cos  dmit 

13.  Häufig  hindert  die  Witterung,  des  Vor-  und  Nachmittags 
correspondirende  Sonnenhöhen  zu  nehmen.  Man  kann  aber  auch, 
wenn  man  Nachmittags  und  am  folgende  Tage  Vormittags  cor- 
respondirende Höhen  nimmt,  daraus  die  Zeit  der  Mittemacht  suchen. 
Die  von  der  Aenderung  der  Declination  abhängige  Gröfse,  die  man 
in  diesem  Falle  zu  dem  Mittel  der  Uhrzeiten  oder  der  unverbesser- 
ten  Mittemacht  hinzuzulegen  hat,  um  die  wahre  Mittemacht  zu  er- 
halten, nennt  man  die  Mitternachtsverbesserung. 

Ist  T  die  halbe  Zwischenzeit  der  Beobachtungen,  so  werden 
die  Stundenwinkel: 

T  =  12h  —  r 
und: 

—  T  =  —  12»»  4-  T. 

Der  Fall  ist  dann  ganz  derselbe  wie  vorher,  nur  hat  diesmal  die 
Sonne  in  dem  Stundenwinkel  —  r,  wenn  A^  positiv  ist,  die  gröfsere 
Declination,  sodafs  man  für  die  Mittemachtsverbessemng  (i  mit  um- 
gekehrtem Zeichen  anwenden  muTs.    Es  wird  daher  jetzt: 

^=4(s-i^*^^^^-t;i^*^^«^) 

II    /12h -T,  12h -r,  \ 

720  V    sin  T         ^^         tang  r  ) 


'  —  T  /    r  T  \ 

X  =  =—;:  •  (  -: —  tang  f>  —  T tang  d  ), 


Schreibt  man  dafür: 

720  ' 

so  kann  man  die  Tafeln  für  die  Mittagsverbesserung  auch  für  die 
Berechnung    der  Mitternachtsverbesserung   anwenden.     Die  Gröfse 

kann  man  dann  auch  noch  mit  dem  Argumente  T  oder  der 

halben  Zwischenzeit  in  Tafeln  bringen.  In  Wamstorffs  Hülfstafeln 
ist  diese  Gröfse  mit  f  bezeichnet,  sodafs  dann  also  die  Mittemachts- 
verbesserung wird: 

x=fß\A  tang  f)  —  JB  tang  ^]. 
V.  Zach   hat   am    17.   und  18.   September  1810  zu   Marseille 
correspondirende    Sonnenhöhen   genommen.     Die   halbe   Zwischen- 
zeit T  war: 

10h  55m^  (J  =  +  20  14'  16",  ^  =  430  17'  50" 
und: 

\ogfi  =  3.4453n. 
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Damit  erhält  man: 

log  A  =  7.7305    log  B  ==  7.7128 , 
log/"  =1.0033, 
fxfA  tang  9?  ==  —  142» .  33 
—  A£/'^tang^=-h     5.67, 
also  far  die  HitternachtsverbesseruDg: 

aj  =  —  136» .  66. 
Anm.   1.     Die   Mittemachtsverbesserung   findet   man   ebenso    wie   die 
Mittagsverbesserung  in  wahrer  Sonnenzeit.    Hat  man  nun  an  einer  Uhr  beob- 
achtet, die  nach  mittlerer  Zeit  geht,    so  kann  man  ohne  Weiteres  auch  die 
Verbesserung   als   in   mittlerer  Zeit   ausgedrückt  annehmen.    Geht  aber  die 

366 
Uhr  nach  Stemzeit,  so  reicht  es  hin,  die  Verbesserung  mit  ^^  zu  multipli- 

ciren,  wovon  der  Logarithmus  0.0012  ist. 

Anm.  2.    Ist  der  Stundenwinkel  r  so  klein,  dafs  man  statt  des  Sinus 
und  der  Tangente  den  Bogen  setzen  kann,  so  wird  die  Mittagsverbesserung : 

^  "^  ■"  m  '■**°^  ^ "~  **^^  ^^' 
Da  nun  aber  r  im  Zähler  und  Nenner  nicht  in  einerlei  Einheit  ausge- 
drückt war,  indem  im  Zähler  die  Stunde,  im  Nenner  der  Radius  als  Einheit 
zum  Grunde  liegt,  so  mufs  man  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  noch  mit 
206265  nmltipliciren  und  mit  15  X.  3600  dividiren,  und  erhält  dann: 

«  =  —  jg^  [tang  f>  —  tang  fl, 

wo  also  X  die  Mittagsverbesserung  in  Zeitsecunden  für  t  =  0  ist.  Wenn 
aber  der  Stundenwinkel  gleich  Null  ist,  so  fallen  die  correspondirenden  Hohen 
in  eine  einzige  zusammen,  nämlich  in  die  grofste  Hohe,  x  ist  dann  also 
diejenige  Gröfse,  welche  man  zu  der  Zeit,  wo  man  die  grofste  Hohe  beob- 
achtet hat,  hinzulegen  mufs,  um  die  Culminationszeit  zu  erhalten. 

Derselbe  Ausdruck  war  schon  in  No.  8  bei  der  Reduction  der  Circum- 
meridianhohen  gefunden. 

14.  Aus  zwei  beobachteten  Höhen  zweier  Gestirne  und  der 
Zwischenzeit  der  Beobachtungen  kann  man  immer  Zeit  und  Pol- 
höhe zugleich  finden.    Man  hat  in  diesem  Falle  wieder  die  beiden 

Oleichungen: 

sin  Ä  =  sin  ^  sin  ^  4-  cos  ^  cos  <J  cos  *, 

sin  Ä'  =  sin  ^  sin  (^  4-  cos  <p  cos  ^  cos  ^ , 
Ist  nun  n  die  Uhrzeit  der  ersten  Beobachtung,  vi  die  der  zwei- 
ten, At*  der  Stand  der  Uhr  gegen  Stemzeit,  so  ist:*) 


*)  Beobachtet  man  die  Sonne  und  braucht  man  eine  nach  mittlerer  Zeit 
gehende  ühr,  so  ist,  wenn  w  und  va  die  Zeitgleichung  zu  beiden  Zeiten 
bezeichnet :  ^  =  w  H-  A w  —  w, 

also :  X  =  f*' —  u  —  («?'—  w). 

19* 


292 
t  =  u-h  ^U  —  a 

wo  Aw  für  beide  Beobachtungen  als  gleich  angenommen  ist,  da  der 
Gang  der  Uhr  bekannt  sein  mnfs,  mithin  eine  der  beobachteten 
Zeiten  wegen  dieses  corrigirt"  angenommen  werden  kann.  Dann 
ist  also 

u'^u  —  (a'  —  a)  =  X 
eine  bekannte  Gröfse  und   ^  =  f  -h  >l.    In  den  beiden  Gleichungen 
sind  also  nur  die  beiden  Unbekannten  ^  und  t  enthalten,  die  sich 
daraus  werden  bestimmen  lassen.     Zu  dem  Ende  drückt  man  die 
drei  Gröfsen 

sin  ^,  cos  ^  sin  t  und  cos  ^  cos  t 
durch  den  parallactischen  Winkel  aus,  indem  man  in  dem  Dreiecke 
2 wischen  Pol,  Zenith  und  Stern  hat: 

sin  9p  =  sin  Ä  sin  <J  +  cos  Ä  cos  <J  cos  |), 
cos  ^sint  =  cos  h  sinjp,  (a) 

cos  f>  cos  t=  sin  Ä  cos  S  —  cos  Ä  sin  <?  cosp. 
Substituirt  man  diese  Ausdrücke  in  die  Gleichung  für  sin  h'y 
so  wird: 

sin  h'  =  [sin  dsmd'  -\-  cos  <J  cos  «J*  cos  X]  sin  h 

+  [cos  ^filnd'  —  sin  <J  cos  d*  cos  X]  cos  h  cosp 
—  cos  <J' sin  ^ .  cos  Ä  sini?. 
Betrachtet  man  aber  das  Dreieck  zwischen  den  beiden  Sternen 
und  dem  Pole  und  bezeichnet  die  Distanz  der  beiden  Sterne  mit  Dy 
die  Winkel  an  den  beiden  Sternen  mit  s  und  s',  so  findet  man: 

cos  D  =  sin  <y  sin  d'  +  cos  ^  cos  d*  cos  X 
sin  Dcoss  =  cos  d  sin  S'  —  sin  d  cos  S*  cos  X  (Jb) 

sin  2)  sin  «  =  cos  d"  sin  A, 
mithin,  wenn  man  diese  Ausdrücke  in  die  Gleichung  für  sin  Ä'  setzt: 

sin  h'  =  cos  2>  sin  Ä  +  sin  D  cos  h  cos  {s  4-  p\ 

,  /     .     N        sin  Ä'  —  cos  Z)  sin  Ä  ,  . 

also  cos  (s-hp)  ~ r-Tv 7 .  (c) 

"^  sm  1>  cos  Ä 

Substituirt  man  aber  in 

sin  h  =  sin$P  sin  «J  +  cos  ^  cos  S  cos  (*'  —  X) 
die  Ausdrücke  für  sin  ^,  cos  $p  sin  ^  und  cos  ^  cos  ^  aus  dem  Drei- 
ecke zwischen  dem  Zenith,  Pol  und  zweiten  Stern,  so  erhält  man 

leicht: 

.,        ,.       sinA  —  cos  D  sin  Ä'  ,,. 

cos  {8'  —  pO  = ^-= r; .  (d). 

"^  sm  D  cos  h 

Hat  man    so  aus    den  Gleichungen  (h)  und  (c)  oder  {d)  den 

Winkel  p  oder  j?'  gefunden,  so  geben  die  Gleichungen  (a),  oder  die 

entsprechenden  Gleichungen  für  sin  f?,  cos  9  sin  t'  und  cos  9  cos  ^ 

die  gesuchten  Gröfsen  f>  und  t  oder  ^  und  f. 


293 

Die  Gleichungen  (h)  geben  für  D  und  5,  ebenso  die  Glei- 
chungen (a)  für  ^  und  t  den  Sinus  und  Cosinus,  folglich  kann 
kein  Zweifel  darüber  bleiben,  in  welchem  Quadranten  diese  Winkel 
genommen  werden  müssen.  Die  Gleichungen  (c)  und  (d)  geben  da- 
gegen nur  den  Cosinus  von  s  -hp  und  s^ — p^;  da  aber  das  Dreieck 
zwischen  dem  Zenith  und  den  beiden  Sternen  giebt: 

sin  D  sin  (s-hp)  =  cos  Ä'  sin  (Ä'  —  Ä), 
und  sin  D  sin  {s'—p')  =  <50S  h  sin  (Ä'  —  Ä) 

so  sieht  man,  dafs  sin  (s  -+-jp)  und  sin  (s' — p^)  immer  dasselbe  Zeichen 
wie  sin  (^'  —  Ä)  haben  und  man  wird  daher  immer  leicht  darüber 
entscheiden  können. 

Die  Formeln  (a)  und  (h)  kann  man  noch  durch  die  Einfüh- 
rung von  Hülfswinkeln  auf  die  gewöhnliche  Weise  für  die  Rech- 
nung bequemer  machen,  während  man  die  Formel  für  cos  (s-hp)^ 
wie  in  No.  4  dieses  Abschnitts,  in  einen  bequemen  Ausdruck  für 
tang  i(s  -h  py^  verwandeln  kann.  Man  erhält  dann  das  folgende 
System  von  Gleichungen: 

sin  ^'  ==  sin  f  sin  F 
cos  ^  cos  A  =  sin /"cos  F  (e) 

cos  <y  sin  ^  =  cos  /", 

cos  D  =  sin/*  cos  (F—  d) 
sin  D  cos  8  =  siuf  sin  (F  —  d)  (f) 

sin  D  sin  «  =  cos  f, 

1  /     ,     NQ  cos  5 .  sin  (S  —  Ä')  .V 

wo  Ä  =  i  (D  +  Ä  +  h% 

sin  gsinG  =  sin  h 

sin  ^  cos  6^  =  cos  h  cos  i?  (Ä) 

cos^  =  cos  Ä  sin  |), 

sin  ^  =  sin  ^  cos  (G  —  d) 
cos  ^  sin  ^  =  cos  g  (t) 

cos  f>  cos  *  =  sin  g  sin  (G  —  <J). 

Man  kann  sich  auch  bequem  der  Gaufs'schen  Gleichungen  be- 
dienen, indem  zuerst  das  Dreieck  zwischen  dem  Pol  und  den  beiden 
Sternen,  dessen  Seiten  D,  90^  —  <J,  90^ --<J'  und  die  gegenüber- 
stehenden Winkel  X,  5'  und  s  sind,  giebt: 

sin  -J  D .  sin  -J-  (ß*  —  «)  =  sin  -J  (d'  —  ^)  cos  ■}  X 
sin  1 1> .  cos  -J  (5'  —  5)  =  co5  -J  (^'  +  <y)  sin  -J  A     ,  .. 
cos  -i  D .  sin  i  (s'  4- «)  =  cos  -J  («J'  —  ^)  cos  i  A    ^ 
cos  ^  D .  cos  ^  («'  -I-  «)  =  sin  -J  (eJ'  -+-  ^)  sin  -J  ^. 
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Dann  hat  man  wie  vorher: 

1  /    ,     xo  C08  5.8in(/Sf— Ä') 

tang  i  (*+p)'  =  eos(g-J))«in(S-A)' 

oder   tangi(.-i))^  =  ^^^^^_.p^^.^^^-^. 


(^) 


(C) 


Endlich  giebt  das  Dreieck  zwischen  dem  Zenith,  Pol  und  Stern  r 
sin  (450— -i^)  8mi(Ä-ht)  =  sinip  cos i  (Ä+<J) 
sin  (450^^^)cos  i{Ä-ht)  =  cosii)  sin  l  (h—  d) 
cos  (45** — i  f>)  sin  -J  ( J.—  ^)  =  sin  ^p  sin  -J  (Ä  H-  <J) 
cos  (45® — i  ?»)  cos  -J  (J. — *)  =  cos  IjP  cos  -J  (Ä — ^), 

und,  wenn  man  das  andere  Dreieck  benutzt,  so  erhält  man  ent- 
sprechende Gleichungen,  in  denen  nur  A\  <',  p\  K  und  ^  statt 
J.,  ^,  2?,  Ä  und  ^  vorkommt. . 

Dabei  hat  man  noch  den  Vortheil,  dafs,  wenn  man  die  Beob- 
achtungen mit  einem  Höhen-  und  Azimutalkreise  gemacht  und  bei 
der  Beobachtung  der  Höhe  auch  den  Azimutalkreis  abgelesen  hat, 
die  Vergleichung  dieser  Ablesung  mit  dem  berechneten  Werthe  A 
des  Azimuts  nebenbei  die  Richtung  des  Meridians  auf  dem  Kreise 
giebt. 

Beispiel.  Westphal  hat  am  29.  October  1822  zu  Benisuef 
in  Aegypten  die  folgenden  Höhen  des  Mittelpunkts  der  Sonne 
beobachtet: 

u  =  20h  48°»  488  Ä  =  370  56'  59".  6 

tt'=23     7    17  V  =  50   40  55  .3, 

wo  w'  wegen  des  Ganges  der  ühr  verbessert  ist,  und  h  und  ä'  wahre 
Höhen  sind.  Der  Unterschied  der  Zeiten  in  wahre  Zeit  verwandelt 
giebt:  >i  =  2^  18™  28».  66  =  34^  37'  9".  90,  und  die  Declination  der 
Sonne  war  zu  beiden  Zeiten: 

«j  =  —  100  10'  50".  1  und  ^'  =  —  10<>  12'  57".  8. 

Damit  erhält  man  nach  den  Gaufsischen  Formeln: 

2)=      340  3' 20".  27 

5  =      93  12  58  .  26 

«'=      93    6     1  .93. 

Ferner:  8-hp=      53  15  41  .26 

mithin:  2>==  — 39  57  17  .00 

und  damit:  ^=      29    5  39  .  80 

« ==  —  35  24  59  .  23 
^=-46  19  52  .17. 

Berechnet  man  auch  ^  und  tf  aus  dem  andern  Dreieck,  so 
hat  man  noch  die  Prüfung,  dafs  man  für  <p  denselben  Werth  finden, 
und  dafs  if  —  ^  =  ^  sein  mufs. 
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Um  nun  zu  sehen,  wie  man  die  Sterne  auswählen  muTs,  wenn 
man  durch  diese  Methode  die  sichersten  Resultate  erzielen  will, 
mufs  man  die  beiden  Differentialgleichungen: 

dÄ  =s=  —  cos  J.  d^  —  cos  5?  8in-4  dt 
dK  =  —  cos  J.'df>  —  cos  5?  B\xiAdt 

betrachten,  wo  in  beiden  Gleichungen  derselbe  Fehler  in  der  Zeit 
angenommmen  ist,  weil  man  den  Unterschied  immer  mit  auf  den 
Fehler  in  der  Höhe  übertragen  kann.  Durch  die  Gombination 
beider  Gleichungen  findet  man  nun,  je  nachdem  man  d^  oder  dt 
eliminirt : 

•  ,^  C08-4'        ,,  cosJ.        ,,, 

cos  <pdt  =  ^.^  ^^,_^^  dh-  ^.^  ^^,_^^  dh 

,  sinJ.'        ,,   ,         sin-ä.        ,,, 

^  sin  {A! — A)  sm  {A! — A) 

Daraus  sieht  man  also,  dafs,  wenn  die  Fehler  in  h  und  hf  keinen 
grofsen  EinfluTs  auf  das  Resultat  haben  sollen,  die  Sterne  so  aus- 
zuwählen sind,  dafs  J.'  —  A  möglichst  nahe  =fc  90^  wird,  da,  wenn 
diese  Bedingung  genau  erfüllt  ist: 

co8  5?d^=      cosJ.'dÄ  —  (^o^Adh! 
d^  =  —  sin  A'dh  4-  sinAdh', 

Ist  dann  J.'  nahe  bei  ±  90^,  also  A  nahe  bei  0^  oder  180^ 
so  wird  in  der  ersten  Gleichung  der  Coefficient  von  dh  ein  Minimum, 
der  von  dh'  dagegen  ein  Maximum,  also  hängt  die  Genauigkeit  der 
Zeitbestimmung  hauptsächlich  von  der  Höhe  ab,  welche  nahe  am 
ersten  Verticale  genommen  ist.  Ebenso  sieht  man  aus  der  zweiten 
Gleichung,  dafs  die  Genauigkeit  der  Breitenbestimmung  hauptsächlich 
von  der  Genauigkeit  der  Höhe  abhängt,  welche  nahe  am  Meridiane 
gemessen  ist.    Für  das  obige  Beispiel  wird,  da  J.'  =  —  1^  15'  ist: 

d^  =  -h  0.0308  dh  —  1.0215  dh' 
dt  =  -h  0.1077  dh  —  0.0744  dh\ 

15.  In  einigen  besonderen  Fällen  wird  die  Auflösung  der 
Aufgabe  einfacher.  Beobachtet  man  z.  B.  denselben  Stern  zwei 
Mal,  so  ist  die  Declination  für  beide  Beobachtungen  dieselbe,  und 
die  Formeln  (A)  der  vorigen  Nummer  gehen  dann,  da  s'  =  s  wird, 
über  in: 

sin  i  D  =  cos  <J  sin  ^  X 
cos  ^  D  sin  Ä  =  cos  i  X 
cos  ^D  co8  8  =  sin  eJ  sin  ^  ^. 

Damit  findet  man  aus  der  ersten  Gleichung  (J5)  und  den  Glei- 
chungen (C)  fp  und  ^,  und,  wenn  man  will,  A. 
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Man  kann  die  Angabe  in  dem  Falle  anch  so  auflösen:  Aus 
den  Gleichungen 

sin  A  =  sin  97  sin  (^  +  cos  ^  cos  &  cos  t 
sin  V=s=  sin  jp  sin  ^  -♦-  cos  ^  cos  <^  cos  (t  -h  X) 

findet  man  sogleich  durch  Addition  und  Subtraction: 

cos^sini^.cosf?sm(^+^^)  =  cosi(Ä-+-Ä')  sin^(Ä— Ä')     '  v 
sin  9?  sin  ^  4- cos  ^  cos  i  ^ .  cos  f>  cos  (^ + i  ^)  =  sin  ^  (Ä  4- V)  cos  ^  (Ä — Ä') . 

Setzt  man  daher: 

sin  ^  =  cos  b  cos  B 
cos  (^  cos  ^  >l  =  cos  b  sin  B  (A) 

cos  ^  sin  4^  ^  =  sin  &, 

so  geht  die  zweite  der  Gleichungen  (a)  über  in: 

sini(ÄH-Ä')cosi(Ä— Ä') 


sinf>cosJ5+cos9?  cos(*-f-i>l)  sinB= 

und  wenn  man  endlich  annimmt: 

sinf>  =  cos  JP  cos  G 
cos  ^  sin  (ß-h^X)  =  sin  G 
cos  ^  cos(^+i^)  =  sin  JP cos  G^ 


cos  6 


(B) 


so  ist: 


sin 


cos 


sind 
^S-F)  cos  G  =  ^i^i(h+h')cosUh-h'l 

COS  0 


(0 


Fig.  8. 


Berechnet  man  also  zuerst  die  Glei- 
chungen (u4),  so  findet  man  dann  Cr  und  F 
nach  den  Gleichungen  (C)  und  damit  ^ und/ 
nach  (B),  Die  geometrische  Bedeutung  der 
Hülfswinkel  ersieht  man  leicht  aus  Fig.  S» 
wo  PQ  senkrecht  auf  den  beide  Sterne 
verbindenden  gröfsten  Kreis  gezogen  ist, 
ZM  dagegen  senkrecht  auf  PQ.  Man 
sieht  dann,  dafs  &  =  Q/S'=  ^D,  5=Pft 
^=PJlf  und  Ö^  =  Zif  ist. 

Berechnet  man  als  ein  Beispiel  das 
vorige,  indem  man  die  Aenderung  der  Declination  unberücksichtigt 
läfst  und  <y=  — 100l2'57".8  nimmt,  so  findet  man: 

J5=1000  4r23".l     sin&  =  9.466600    cos&  =  9.980534 
sin(y=9.432863n         cos  6^=9.983445      F=41M'53".3 
und  damit  «=  — 350  22'21".0      f»=290  5'42".7. 
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Sind  die  beiden  Höhen  gleich,  so  bleiben  die  Formeln  (A) 
oder  (e)  und  (f)  in  No.  14  dieselben,  aber  die  Formeln  (B)  gehen 
über  in: 

womit  man  ^  und  t  nach  den  Formeln  (h)  und  (z)  oder  5p,  t  und  A 
nach  den  Formeln  (0)  finden  kann. 

16.  Eine  hiermit  verwandte  Aufgabe,  obwohl  sie  nicht  zu  der 
Glasse  der  reinen  Höhenaufgaben  gehört,  ist  die:  Aus  den  beob- 
achteten DiflFerenzen  der  Höhen  und  Azimute  zweier  Sterne,  sowie 
der  Zwischenzeit  der  Beobachtungen  der  beiden  Sterne,  Zeit  und 
Polhöhe  und  zugleich  die  Höhen  und  Azimute  der  Sterne  selbst 
zu  bestimmen. 

In  diesem  Falle  hat  man  wie  vorher  die  Gleichungen  (^1)  in 
No.  14  zu  berechnen. 

In  dem  Dreiecke  zwischen  dem  Zenith  und  den  beiden  Sternen 
hat  man  aber,  wenn  die  Winkel  an  den  Sternen  mit  q  und  q'  be- 
zeichnet werden,  da  der  dritte  Winkel  A'  —  A  und  die  gegenüber- 
stehenden Seiten  90^  —  ^',  90^  —  ^  und  D  sind: 

.    ,  /  ,  ,    s      cos i (h'  —  h)  cosi (A'  —A) 

sm  i  (q'  +  3!)  = ^ ztrn 

cos  ifJLJ 

sini(a'-g)=?M(*:^:^|HK£z:i)         ^^^ 

Aus  diesen  Gleichungen  findet  man  ^  (ä  4-  Ä'),  mithin  h  und  h' 
und  die  Winkel  q  und  q\  Da  aber  nach  No.  14  q  =  $-^p^ 
q'  =  5'  — p^  ist,  so  sind  damit  p  und  p'  gegeben  und  man  kann 
daher  nach  den  Gleichungen  (C)  in  No.  14  ^,  t  und  A  und,  wenn 
man  will,  zur  Prüfung  aus  den  entsprechenden  Gleichungen  für 
den  anderen  Stern  f?,  f  und  A'  finden. 

Für  diesen  Fall  hat  man  die  Differentialgleichungen  nach  No.  8 
des  ersten  Abschnitts: 


^'1^  f f 

dh=  —  cosAd^ —  cosdsinp.d  — h  cos  ^smpd—r;- 

dh'^  —  cos  A'd  <p  —  cos  <J'  sin  2>'-  d  —^ cos  eJ'  sin|)'d  —^ 

j.  .     .,       -  ,      .   cos^cosü  ,*'  +  *     cos  (J  cos«,*' — t 

a^  =  — sm-4  lang  Äac>H =-^a  —r i-^»— tt" 

^       ^  cosÄ  2  cosÄ  2 

n  Ät  •     yifj.       rf  7      .   cos^'cos«'    *'+^     cos<t'cosü'    ^'  — It 

dA=  —  sin-4'tang  hd^  A rr— ^  —7^ Ti^^d  —77-5 

^  COSÄ  2  COSÄ  2 
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wo  nur  in  den  ursprünglichen  Gleichungen  — 0 k"  statt  f  und 

-g 5—  statt  t  gesetzt  ist. 

Zieht  man  die  erste  Gleichung  von  der  zweiten,  die  dritte  Glei- 
chung von  der  vierten  ab,  so  erhält  man  leicht  durch  Elimination 

zuerst  von  d  ""ö~»  dann  von  d^,  wenn  man  berücksichtigt,  dafs 

cos  <y  sin  j)  =  cos  ^  sin  A 

cos  ^  cos  p        .        ,  ^       ,  . 
7-^  =  sm  «p  +  cos  w  tang  h  cos  A 

COSÄ  ^  r         o 

ist: 

Md  ip  =  [tang  Ä  cos  Jl — tang  V  cos  -4']  d  {h! — Ä)  4-  [sin -4  —  sin -4']  d  {Ä  —  Ä) 

,    fcos  d  .     j,      COS  eJ'  f    .     jI  jui      *^ 

4-    r  COS«  sin-A' Tt  cosp  sm-4    (i(r  — i), 

LcosÄ       "^  COSÄ        "^  J 

Mcos^d—^  =[tangÄsia4— tangA'sinJ.']  d(Ä'— Ä)— [coSii-—  Q08A'}d{Ä' ^Ä) 

'  +  [cos  ^  (tgÄ — tgÄ')  sin^i  (J.'+-4)  ■+-  sin^  (cos-4 —  cos-4')]  <^(*' — 0» 
wo  M=  2  (tg  Ä + tgÄ')  sin»  i  {A' — A). 

Man  sieht  daraus,  dafs  man,  um  den  Einflufs  der  Beobachtungs- 
fehler möglichst  zu  verringern,  Sterne  auswählen  mufs,  deren  Höhe 
und  Azimutalunterschied  grofs  ist,  damit  M  möglichst  grofs  ist 
Ist  i(^'  — ^)  =  900,  so  wird  selbst  der  Coefficient  d(h' ^h) 
immer  kleiner  als  ^. 

Herr  von  Camphausen  hat  vorgeschlagen,  die  Sterne  dann  zu 
beobachten,  wenn  die  Höhe  derselben  gleich  ihrer  Declination  ist, 
da  dann  das  Dreieck  zwischen  dem  Sterne,  dem  Zenith  und  Pol 
ein  gleichschenkliges  wird,  also  ^=180^  — -4  wird  und  man 
einfach  hat: 

cotg  <y  cos  *  =      cotg  d'  cos  t'  =  tg  (45  —  -i^) 
—  cotg  d  cos-4  =  —  cotg  d'  cos -4'  =  tg  (45  —  -J^), 
woraus  man  erhält: 


oder 


tangi(^'+^)  =  Ji^^^  cotgi  (A^^A\ 


aus  welchen  Gleichungen  man  Ü  -h  t  oder  A^  -h  A  und  ^  berechnen 
kann.  Da  man  aber  nie  die  Höhe  genau  in  dem  Augenblicke 
nehmen  wird,  wo  dieselbe  gleich  der  Declination  des  Sterns  ist, 
so  müssen  die  beobachteten  Gröfsen  f  —  t  und  A'  —  A  auf  diese 
Zeit  reducirt  werden.  (Vergl.  Encke,  über  die  Erweiterung  des 
Douwes'schen  Problems  im  Berliner  Jahrbuche  für  1859.) 
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Beispiel.  Am  30.  März  1856  wurden  zu  Cöln  die  folgenden 
Unterschiede  der  Höhen  und  Azimute  von  i^Ursae  majoris  und 
aAurigae  beobachtet: 

V  —  Ä  =  —  4M0' 46".  0 

Ä'—Ä^  2260  28'    9".  9 
Der  Unterschied  der  Zeiten  B'  —  S  =  0^  18™  8« .  70  Stemzeit. 

An  dem  Tage  waren  die  scheinbaren  Oerter  der  Sterne: 

7j  ürsae  majoris  a  =  13»»  41»  54« .  53      <J  =  +  50«    1'  45".  9 
a  Aurigae  a'  =    5      6       1  .  69       eJ'  =  +  45   51     1.7. 

Damit  wird  X  =  133^  30'  23''.  1  und  man  findet  zuerst  nach  den 
Formeln  (Ä)  in  No.  14: 

8  =4- 31^22' 33".  18 

^'  =  -f.  28»  41 '  50".  20        D  =  76^  0'  14".  79. 

Dann  wird  nach  den  obigen  Formeln  (-B)^' =  —  28<>40' 53".44, 
q=  -  31^21' 32". 80,  und  da  ^^s*  —p\  q  =  s-hp,  so  wird 
i?  =  —  62^  44'  5".  98,  p'  =  -h  öT^  22'  43".  64.  Da  man  auch  findet 
-J  (h'  -+-  Ä)  =  470  56'  40".  61 ,  also  Ä  =  50»  2'  3".  61 ,  so  erhält 
man  nach  den  Gleichungen  (C)  in  No.  14:  ?>  =  60^  55' 55".  57, 
t  =  2950  2'  56".  70,  Ä  =  2440  57'  48".  50. 

Berechnet  man  die  oben  gegebenen  Differentialgleichungen,  so 
findet  man  für  diesen  Fall,  wenn  man  alle  Fehler  in  Bogensecunden 
ausgedrückt  annimmt: 

d^=-0.0342(2(V-Ä) -0.4892(«(-4'--^)+0.2438  («(«'— *) 
d  ^^= —0.8621  d(Ä' —Ä) +  0.0244  («(-4' -^) -0.0188  cJ(t' —«). 

17.  Die  Methode,  die  Polhöhe  und  die  Zeit  aus  zwei  Höhen- 
beobachtungen zu  bestimmen,  wird  sehr  häufig  zur  See  angewandt. 
Die  Seefahrer  gebrauchen  aber  nicht  die  eben  gegebenen  directen 
Auflösungen  der  Aufgabe,  weil  die  Rechnung  nach  denselben  zu 
weitläufig  ist,  sondern  bedienen  sich  immer  einer  indirecten 
Methode,  welche  von  Douwes,  einem  holländischen  Seefahrer,  zu 
diesem  Zwecke  vorgeschlagen  ist.  Da  ihnen  nämlich  die  Breite 
durch  die  gewöhnliche  Schiffsrechnung  nach  Compafs  und  Log  an- 
nähernd bekannt  ist,  so  finden  sie  mit  dieser  genäherten  oder,  wie 
man  in  der  Schiffersprache  sagt,  gegifsten  Breite,  aus  der  vom 
Meridiane  entfernten  Höhe,  der  Zwischenzeit  und  der  Declination 
eine  freilich  nur  annähernd  genaue  Zeitbestimmung,  mit  welcher  sie 
aus  der  dem  Meridiane  nahen  Höhe  die  Polhöhe  berechnen.  Mit 
diesem  neuen  Werthe  der  Polhöhe  wird  dann  die  Rechnung  für  die 
Zeitbestimmung  wiederholt. 


L 
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Nimmt  man  wieder  an,  dafs  dasselbe  Gestirn  zwei  Mal  beob- 
achtet ist,  so  hat  man: 

sin  Ä  —  sin  Ä'  =  cos  <p  cos  d  [cos  t — cos  if  -f-  A)] 

=  2  cos  9?  cos  d  sin  (*+i>l)  sin  \  X, 
also: 

2  sin  (*  -h  i^)  =  sec  ^  sec  d  cosec  ^  ^  [sin  Ä  —  sin  Ä'] 
oder,  wenn  man  die  Formel  logarithmisch  schreibt: 

log .  2  sin  (* + ^  ^)  =  log  sec  f»  4-  log  sec  <J  -}-  log  [sin  h — sin  Ä']  -I-  log  cosec  i  >l.  (-4) 

Da  nun  ^  annähernd  bekannt  ist,  so  kann  man  aus  dieser 
Gleichung  f-h^^,  also  auch  t  finden  und  erhält  dann  aus  der  am 
Meridiane  gelegenen  Höhe  h'  eine  genauere  Polhöhe  durch  die 
Formel : 

cos  (^  —  ^)  =  sin  Ä' + cos  $p  cos  ^ .  2  si  Q  -J-  (f + X)^.  (B) 

Stimmt  das  hierdurch  gefundene  Resultat  mit  der  gegifsten 
Breite  nur  entfernt  überein,  so  mufs  man  die  Formeln  (Ä)  und  (JB) 
mit  dem  jetzigen  Werthe  von  ^  von  Neuem  berechnen. 

Zur  Erleichterung  der  Rechnung  sind  nun  von  Douwes  Tafeln 
gegeben,  die  sich  in  den  „Tables  requisite  to  be  used  with  the 
nautical  ephemeris  for  finding  the  latitude  and  longitude  at  sea'' 
und  in  den  Handbüchern  der  SchiflPfahrtskunde  finden.  Diese 
Tafeln  geben  die  Werthe  von  log  cosec  ^  X  für  die  Stundenwinkel 
in  Zeit  unter  der  Aufschrift  log.  half  elapsed  time  (Logarithmus 
der  halben  verflossenen  Zeit)  und  von  log  2  sin  (^  4-  ^  i)  unter  der 
Aufschrift  log.  middle  time  (Logarithmus  Mittelzeit)  und  endlich 
von  log  2  sin  ^#2  unter  der  Aufschrift  log.  rising  time  (Logarithmus 
Steigezeit).  Die  Gröfse  log.  sec  ^  sec  d  heifst  daselbst  log.  ratio 
und  man  hat  also  nach  Gleichung  (Ä): 

Log  Mittelzeit  =  Log  ratio  4-  Log  [sin  Ä — sin  h'] 
-}-  Log  halbe  verflossene  Zeit. 

Sucht  man  diesen  Logarithmus  in  den  Tafeln  für  Mittelzeit 
auf,  so  erhält  man  unmittelbar  t  Nun  sucht  man  für  den  Stunden- 
winkel t-\-X  den  Log.  Steigezeit,  zieht  davon  Log.  ratio  ab  und 
addirt  die  dazu  gehörige  Zahl  zu  dem  Sinus  der  gröfsten  Höhe. 
Dadurch  erhält  man  dann  den  Sinus  der  Meridianhöhe,  also  auch 
die  Polhöhe. 

Will  man  statt  der  Douwes'schen  Tafeln  die  gewöhnliche 
sphärische  Rechnung  anwenden,  so  hat  man  die  Formeln  zu  be- 
rechnen : 

cos  -J-  (Ä-f-Ä')  sin  -J-  (Ä — h') 


sin[t-hiX']  = 


cos  ^  cos  ^  sin  ^  / 
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und: 


sinV 


wo: 

sin<y  =  3f  sin  JV 

cos  d  cost  —  Mi 

cosjy. 

Berechnet 

naan  das  Beispiel  in  No. 

14  nach  Douwes'  Methode 

und  nimmt 

an,  so  wird: 

^  —  290  0' 

log  ratio 

0.06512 

log  (sin  A— sin  Ä') 

9 .  20049» 

log  half  elapsed  time 

0 . 52645 

log  middle  time 

9 .  79206n 

t=  - 

-2h  21«».  4 

also  t  —  — 

-  Qh   2«».9 

log  rising  time 

5 .  90340 

log  ratio 

0 . 06512 

+  0 .  00007 
sin  h'       4-  0 .  77364 
cos(^— <y)=       9.88858 
^  — <J=       39M8'.7 
SP=       29     5.7. 
Wenn  man  die  Beobachtungen  zur  See  anstellt,  so  werden  die 
beiden  Höhen  in  der  Regel  an  verschiedenen  Orten  der  Erde  ge- 
nommen, weil  das  Schiff  sich  in  der  Zwischenzeit  der  beiden  Beob- 
achtungen  fortbewegt.     Da   aber  die  Geschwindigkeit  des  Schiffs 
durch    das  Log   und  die  Richtung  des  Laufs  durch  den  Compafs 
bekannt  ist,  so  kann  man  immer  die  beiden  Höhen  auf  einen  Beob- 
achtungsort reduciren. 


Fig.  9. 


Das  Schiff  sei  bei  der  ersten  Beobachtung 
in  Ä  Fig.  9,  bei  der  zweiten  in  B.  Denkt  man 
sich  nun  vom  Mittelpunkte  der  Erde  nach  dem 
Sterne  S  eine  gerade  Linie  gezogen,  welche  die 
Oberfläche  in  8".  schneidet,  so  wird  in  dem 
Dreiecke  ABS"  die  Seite  BS  die  an  dem 
Orte  B  gemessene  Zenithdistanz  sein,  und  man 
wird,  dsi  BA  bekannt  ist,  hieraus  die  Seite  AS^^ 
d.  h.  die  Zenithdistanz  des  Sterns,  welche  man  an  dem  Orte  A  ge- 
messen hätte,  berechnen  können,  wenn  man  den  Winkel  S'BA 
kennt.  Der  Schiffer  mufs  daher,  wenn  er  die  zweite  zu  reduci- 
rende  Höhe  mifst,  auch  das  Azimut  des  Sterns  nehmen,  d.  h.  den 
Winkel  I^BG^  und  da  er  den  Winkel  CAB^  welchen  die  Rich- 
tung des  Schiffes  mit  dem  Meridiane  macht,  kennt,  so  ist  dadurch 
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auch  der  Winkel  &BA  bekannt.  Bezeichnet  man  denselben 
durch  a  und  die  Entfernung  der  beiden  Orte  A  und  B  mit  A,  so 
hat  man: 

sin  Äo  ==  sin  Ä  cos  A  -f-  sin  A  cos  h  cos  a, 
wo  Kq  die  reducirte  Höhe  ist.     Schreibt  man  dafür: 

sin  Äo  =  sin  Ä  -f-  sin  A  cos  Ä  cos  a  —  2  sin  ^  A*  sin  Ä, 

so  erhält  man,  wenn  man  A  statt  sin  A  setzt,  nach  der  Formel  20 
der  Einleitung: 

Äo  =  Ä  +  A  cos  a  —  -J  A*  tang  Ä, 
wo  man  gewöhnlich  das  letzte  Glied  vernachlässigen  kann. 

18.    Hat  man   drei  Höhen  eines  und  desselben  Sterns  beob- 
achtet, so  hat  man  die  drei  Gleichungen: 

sin  Ä  =  sin  jp  sin  ^  +  cos  ^  cos  ^  cos  t 

sin Ä'  =  sin  f>  sin  <?  -+-  cos  ^  cos  d  cos  (<-h ^) 

sin  Ä"=  sin  $p  sin  ^  4-  cos  ^  cos  d  cos  (f-^-X)^ 

aus  denen  man  drei  Gröfsen,  also  ff,  t  und  d  bestimmen  kann. 
Führt  man  nämlich  die  folgenden  drei  Hülfsgröfsen  ein: 

X  =  cos  ^  cos  d  cos  t 
'  y  =  cos  f»  cos  d  sin  t 
iP  =  sin  j?  sin  ^, 

so  werden  die  drei  Gleichungen  jetzt: 

sinÄ  =£f-haj 

sin  Ä'  =  ie;  4-  «  cos  i  —  y  sin  l 

sin  Ä"= ;»  +  05  cos  A'—  y  sin  X , 

aus  denen  man  die  drei  Unbekannten  z^  y  und  x  durch  eine  ein- 
fache Elimination  findet.  Kennt  man  diese  aber,  so  erhält  man 
daraus  die  Gröfsen  ^,  t  und  ^  durch  die  Gleichungen: 

tang  t  =  ~ 

^  X 

sin  ^  und  =  z 


cos  f>  cos  ^  =  V^OJ^+J/^ 

Diese  Aufgabe  wäre  nun  eine  der  bequemsten  und  nützlich- 
sten, weil  man  zur  Berechnung  der  Beobachtungen  durchaus  keine 
fremden  Data  zu  entnehmen  hätte*).  Sie  ist  aber  practisch  nicht 
anwendbar,  weil  die  Fehler  in  den  Höhen  einen  sehr  gröfsen  Ein- 
flufs  auf  die  zu  findenden  Gröfsen  ausüben.  Nimmt  man  indessen 
d  nicht  mehr  als  constant  an,  sondern  beobachtet  drei  verschiedene 


*)  Denn  da  drei  Hohen  eines  und  desselben  Sterns  beobachtet  sind,  so 
kommt  auch  die  Rectascension  in  X  und  X  nicht  vor. 


303 

Sterne,  deren  Declination  man  als  gegeben  ansieht,  so  erhält  man, 
wenn  man  überdies  die  drei  Hohen  als  gleich  annimmt,  eine  sehr 
nützliche  und  elegante  Aufgabe. 

19.    In  diesem  Falle  werden  nämlich  die  drei  Gleichungen: 
sin  A  =  sin  99  sin  ^  +  cos  <p  cos  d  cos  i 
sin  Ä  =  sin  9?  sin  ^  4-  cos  ip  cos  ^  cos  (^+ ^)  (a) 

sin  A  =  sin  f9  sin  <^'4-  cos  <p  cos  <J"  cos  (t H-  >l')» 
wo  >l  =  (u'  —  u)  —  (a'  — a) 
und  >l'=  (u"—  u)  —  (a"— a). 
Betrachtet  man  zunächst  nur  die  beiden    ersten  Gleichungen, 
so  erhält  man,  wenn  man  darin: 

i(<f  +  (J)  +  i(^— ^  statt  d  und  ^(«J-f^)  — i(<J— <r') 
statt  ^  setzt  und  die  zweite  Gleichung  von  der  ersteren  abzieht: 

0=2sin^  sini  (eJ— (0  cosi  (<J4-<J')  +  co8  f»  cost  [cos  \  (<J+<0  cos  \  {d—if) 

—  sin  i  (<H-  (T)  sin  i  (<y— <f )] 

—  cos  ^  cos  (<  +  >l)  [cos  i  (eJ-l-  (J*)  cos  -J  ((J—  <y)  +  sin  i  (ß+&)  sin  ^  (et—  (t')] 

oder: 

0  =:  sin  ^  sin  ^  (et —  ^)  cos  ^  (^4-  ^) 

H-  cos  ^  cos  i  (et+  <^)  cos  i  (et — (f )  sin  -J  ^  sin  (*+ i^l)  (a) 

—  cos  jp  sin  4^  (eJ4-<^)  sin  ^  (<> —  ^)  cos  4^  ^  cos(*4-i^). 

Daraus  findet  man: 

tang  9?  =  —  sin  ^  ^ .  sin  (^H-i>l)  cotang  i  (ß —  df) 
+  cos-J>l.cos(*+i^)    tangi(<J+<^). 

Führt  man  also  die  folgenden  Hülfsgröfsen  ein: 

sin  ^  A .  cotang  \{S —  d')  =  Ä'  sinB' 

cosi;i.     tangi(<r-f-<r')==il'cosJ5'  (Ä) 

*^  ^'*'  tang^  =  ^'cos(«+C').  (B) 

Verbindet  man  auf  gleiche  Weise  die  erste  und  dritte  der 
Gleichungen  (a),  so  erhält  man  ganz  ähnliche  Formeln,  in  denen 
nur  X  und  d  andere  Accente  haben,  nämlich: 

sin  i  X'  cotang  i  (et— ^")  =  Ä"  sin  B"  ^ 
cosiA'     tangi(eJ4-0  =  ^"cosB"  i  (C) 

B'  +  jfX'        =  C",  J 

tang  f»  =  Ä"  cos  (^4-  C")-  (-D) 

Aus  der  Vergleichung  der  beiden  Formeln  (jB)  und  (D)  erhält 

man  femer: 

Ä'  cos  {t+C)  =  A"  cos  («4-  0"). 

Um  nun  aus  dieser  Gleichung  t  zu  bestimmen,  schreibe  man 

dafür: 

Ä'  cos  [e4-jff4-  C-H]  =  Ä"  cos  [«4-S4-  C"— H], 
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wo  H  ein  willkürlicher  Winkel  ist,  sodafs  man,   wenn  man  die 
Cosinus  auflöst,  erhält: 

tang  C«+ii;-  ^,  ^.^  ^^c'-H)'-Ä"  sin  (C'-JJ)' 

Für  H  kann  man  nun  einen  solchen  Werth  setzen,  der  die 
Formel  am  bequemsten  macht,  also  Null  oder  C  oder  C".  Die 
eleganteste  Form  erhält  man  aber,  wenn  man: 

setzt.    Dann  wird  nämlich : 

taiig[«+i(C'+  C")]  =  2^^!cotangi(C'~C"). 

Führt  man  dann  den  Hülfswinkel  C  ein,  gegeben  durch  die 
Gleichung: 


tang  C=  -TT,  (^ 


so  wird: 


^'+^"      l+tangC  ^^  '^' 

also  • 

tang  [t-hi  (C'+  (7')]  =  tang  (45o  —  C)  cotang i  (C—  C").     (^ 

Die  Gleichungen  (Ä)  bis  (i^  enthalten  die  Auflösung  der  Auf- 
gabe. Man  sucht  zuerst  aus  den  Gleichungen  (Ä)  und  (C)  die 
Werthe  von  Ä\  B\  C  und  Ä'\  JB",  0",  findet  dann  t  durch  die 
Gleichungen  (E)  und  (JP)  und  zuletzt  ^  aus  einer  der  Gleichungen 
(B)  oder  (D).  Die  Höhe  selbst  braucht  man  also  zur  Berechnung 
von  ^  und  t  nicht  zu  kennen.  Substituirt  man  aber  die  gefundenen 
Werthe  in  die  ursprünglichen  Gleichungen  (a),  so  erhält  man  h  und 
kann  daher,  wenn  man  die  Höhe  auch  am  Instrumente  abgelesen 
hat,  aus  der  Vergleichung  der  Rechnung  mit  der  Beobachtung  den 
Fehler  des  Instruments  bestimmen. 

Um  nun  zu  sehen,  wie  die  drei  Sterne  am  Himmel  vertheilt 
sein  müssen,  damit  man  durch  die  Beobachtung  derselben  die  sicher- 
sten Resultate  erhält,  betrachtet  man  wieder  die  Differentialglei- 
chungen. Da  die  drei  Höhen  gleich  sein  sollen,  so  kann  man  auch 
dh  in  allen  drei  Differentialgleichungen  als  gleich  annehmen  und 
die  Fehler,  welche  etwa  bei  der  Beobachtung  der  Höhen  gemacht 
sind,  mit  auf  die  Zeit  werfen.    Ist  dann: 

so  wird  also  dt  aus  zwei  Fehlern  zusammengesetzt  sein,  nämlich 
erstens  aus  dem  Fehler  im  Stande  der  Uhr  d(^u)^  welcher  bei 
allen  drei  Beobachtungen  derselbe  ist,  weil  der  Gang  der  Uhr  als 
bekannt  angenommen  wird,  zweitens  aber  aus  dem  Fehler  in  der 
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Zeit   der  Beobachtung,   welcher   letzterer    für  jede   derselben   ein 
anderer  sein  wird. 

Die  drei  Differentialgleichungen  werden  somit: 

(fÄ=  —  cosA  d^  —  cos^sin^  du  — cos^sin^  d(^u) 
(fÄ= — coa4'  (f  9?  —  008^  sin^'  dt*'  —  cos^  BinÄ'  d{^u) 
dh= — coBÄ"d^  —  cos^  sin  Ä"  du" —  cos^  8iiiÄ"d{^u), 

Zieht  man  die  beiden  ersteren  Gleichungen  Yon  einander  ab 
und  verwandelt  die  Differenzen  der  Sinus  und  Cosinus  in  Producte 
der  Sinus  oder  Cosinus  der  halben  Summen  und  Differenzen  der 
Winkel,  so  erhält  man: 

.       .   .    Ä-^-Ä'            ^       Ä-^-Ä'          j/A    N       cos^sin^, 
0  =  2  gm — 5 — d^  —  2  cos — ^ — coB^d{£iU) •.  _    ,ou 

sin-^— 
.  cos  KP  sin  -4'  ,   . 

sin— g— 

und  ebenso  durch  die  Verbindung  der  ersten  und  dritten  Gleichung: 

0  =  2  sin — r — ajp  —  2  cos — r —  co8f>a(At*) h jüdu 

sm—^— 

.   cos» sin ui",   ,, 


sm 


2 

Aus  beiden  Gleichungen   findet  man  dann,  je  nachdem  man 
d{j\u)  oder  d^  eliminirt: 

.  .    Ä'+Ä"  ,      ,,       Ä-i-Ä" 

cos  f>  sm  ul .  cos r —     cos  ^  sm  A   cos  — r — 

^^=,   .    Ä-A'  .   ^-^"'*"+,  .    A'-Ä  .   Ä'-Ä"'^''' 
2  sm  — ^ —  sm  — ^ —  2  sm  — r —  sm  — ^ — 

.      .„       A-hA' 
cos  ^  sm  J.    cos  — ^ — 

'^  ^  ,    A"-A   .   A"-A'^^ 
2  sm  — r —  sm  — 


und: 


.     .     .    A'-hA"  ,     .,  .    A-hA" 

sm  A .  sm r sm  A  sm  — ^ — 

2  sm  — - —  sm  — ^ —  2  sm  — r —  sm  — - — 

All    •    A-t- A 
sm  A   sm ^ — 

2sm— y-sm — g" 

Brunnow,  sphärische  Astronomie.    4.  Aufl.  20 
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Man  sieht  daraus,  dafs  man  die  Sterne  so  auszuwählen  hat, 
dafs  die  Differenzen  der  Azimute  je  zweier  auf  einander  folgenden 
Sterne  möglichst  grofs  werden,  weil  dann  die  Nenner  der  Differen- 
tialquotienten ebenfalls  ein  Maximum  erreichen,  man  mufs  daher 
darauf  sehen,  dafs  die  Differenzen  der  Azimute  nahe  gleich  120^ 
werden*). 

Beispiel.  Dr.  Westphal  hat  am  5ten  October  1822  zu  Gairo 
folgende  drei  gleiche  Stemhöhen  beobachtet: 

a  Ursae  minoris  um  8^  28™  17« 

a  Herculis  31     21  im  Westen 

a  Arietis  47     30  im  Osten. 

Die  Oerter  der  drei  Sterne  waren  an  diesem  Tage: 

a  d 

a  ürsae  minoris    0»»  58"»  14« .  10  +  88«  21'  54".  3 
a  Herculis  17     6    34  .  26       14    36    2  . 0 


a  Arietis                1    57 

14  .  00      22   37  22  .  7. 

Nun  ist: 

w'  —  f*  =  +  3°»  4*  .  0 

u"  — 1*  =  + 19^13«.  0 

oder  in  Stemzeit: 

w'  — u  =  +    0^    3«»  48.50 

tt"  — tt  — -hO»»  19™  168.16 

a'  --a^^—     7   51  39  .  84 

a"  —  a  — 4-0   58    59  .  90 

X     =         7h54»44«.34 

X^     —  —  Oh  39«  43«.  74 

—     1180  41'    5".  10 

—  —  9055'   56".  10. 

Femer  ist: 

|(<j— (j')  =  360  52'56".  15 
^(eJ+^')  =  51  28  58  .15 
^(^— ^')  =  32  52  15  .80 
^  («j  +  d")  =  55   29  38  .  50. 

Damit  erhält  man  dann: 

log  ^'  =  0 . 1 183684  log  ^"  =        0  .  1629829 

B    =    600  48' 11".  92  ;ß>»    ^__    50  ig*  52".  22 

C    =  120     8  44  .  47  C"    =  —  10    14  50  .  27 

i(C'+C'0=  54056'  57".  10 

i  (C  —  0")  =  65    11    47  .  37 

C=  47   56    16  .08 
^  =  —  560  igi  28".  09 

=  —  3»»  45™  13«.  87 
t-^C=  630  50'  16".  38 
t  +  C"=  —  66   33    18  .  36 


*)  Die  hier  gegebene  Auflösung  dieser  Aufgabe  ist  von  Gaufs.    Monat- 
liche Correspondenz  Band  XVIII  p.  277  und  folgende. 
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und  hieraus  nach  den  Formeln  (B)  und  (D)  übereinstimmend: 

^  =  30»  4'  23".  72. 

Aus  t  erhält  man  die  Stemzeit: 

^  =  21»»  13«  0«.  23, 

und  da  die  Stemzeit  im  Mittage  12^  54*^  2*  .  04  war,  so  war  die 
mittlere  Zeit  gleich  8^  17°*  36"  .  44,  also  der  Stand  der  Uhr  gegen 
mittlere  Zeit: 

^u  =  —  10«n40».56. 

Berechnet  man  auch  die  Höhe  aus  einer  der  drei  Gleichungen  (a) 
so  erhält  man: 

h  =  30»  58'  14".  44. 

Aus  Ä  findet  man  die  beiden  andern  Stundenwinkel: 

f  =  62°  22'  37".  Ol 
t"=  —  66  14  24  .  19, 
und  damit  die  drei  Azimute: 

Ä  =  181»  35'.  2 

Ä'=   89   33.2 

-4."==  279   50.4; 

endlich  für  die  Differentialgleichungen: 

d^=;—   0.329  dl*  =  5. 739  du'  — 6. 068  du", 
d  (Au)  =  —  0 .  0018  du  +  0  .  468  du'  —  0 .  396  du", 

wo  d^  in  Bogen,  d(Aw)  dagegen  sowie  du,  du'  und  du'^  in  Zeit- 
secimden  ausgedrückt  sind. 

20.  Cagnoli  giebt  in  seiner  Trigonometrie  eine  sehr  elegante 
Auflösung  grade  nicht  des  hier  betrachteten  Problems,  aber  doch 
eines  ganz  ähnlichen,  sodafs  sich  seine  Formeln  unmittelbar  auf  diesen 

Fall  anwenden  lassen.  Verlangt 
man  aufser  der  Zeit  und  der  Pol- 
höhe auch  die  Eenntnifs  der  Höhe 
selbst,  so  ist  die  Rechnung  nach 
diesen  Formeln  von  Cagnoli  noch 
etwas  bequemer  als  nach  den  eben 
gegebenen. 

Es  seien  Ä,  S'  und  S"'  Fig.  10 
die  drei  beobachteten  Sterne.  Be- 
trachtet man  nun  das  Dreieck  zwi- 
schen dem  Zenith  Z,  dem  Pole  P 
und  dem  ersten  Sterne,  so  hat 
man  nach  den  Gaufsischen  oder 

20* 


Fig.  10. 
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Napier'schen   Formeln,    wenn  p   den    parallactischen   Winkel  be- 
zeichnet: 

tang  i  (^  +  Ä)  =  ^5ii|±.^)  cotang  (450  -  i  ^) 


und: 


= TTi -^  tang  (45°  +  -J  eJ) 

cos  i(t—p) 


tang  i  (^  -  Ä)  =  ?^2diL_^  tang  (450 -- i  eJ) 


(Ä) 


siniit-hp) 
sin  ^(t  —  p) 


cotang  (45«  +  ^  «J). 


sini(«4-i)) 

Betrachtet  man  nun  die  Dreiecke  PSS",  PS'S''  und  FSS"', 
so  hat  man  ebenfalls  nach  den  Napier'schen  Formeln,  wenn  man 
der  Kürze  wegen  setzt: 

A'  =  i[PS"S  —PSS"] 
A"=  -i [PS'  S  -PS  8*1 
sin  i  ((J"  —  ^') 


tang -4  = 


7f.  cotang  i  (/l'  —  X) 


cos  i  (<J"  +  d') 

tang  -d'  = ^.)^„  ,    ..  cotang  A  x' 

*  cos  i  (^"  +  <J )  ®  ^ 

tang  J.'  =  — 1  /j»>    ,   j>  \  cotang  ^  x, 


(B) 


cosi(^'  +(J) 

wo  X  und  A'  ganz  dieselbe  Bedeutung  wie  vorher  haben.    Da  nun: 

p-hPSS'  =P8'  8  --p' 
p'-hP8'8"=^P8"8'—p" 
p-hPS^'^P^'S  —p", 

so  findet  man  leicht,  dafs: 

p  =A''hÄ"  —  Ä 

p'  =  A  +A"  —  A!  (G) 

p"=  A^-Al  —  Al\ 

Es  ist  aber  auch: 

sin  t :  sin  2)  =  cos  Ä :  cos  fp 
sin  (^  +  ^) :  sin  j>'=  cos  Ä :  cos  ^, 
also: 

sin  i :  sin  (^  4-  /i)  =  sinp :  sinp' 
oder: 

sin<  +  sin  (^  4-  >t)  ^  sin  \A1  4-  ui"  —  ^]  +  sin  [ui  +  ^'^  —  iiT 
sin  e  —  sin  («  +  >l)      sin  \ä!  +  ^"  —  ^]  —  sin  \a  +  ^"  —  ^']* 

Daraus  folgt: 

tang  [*  4-  i  A]  cotang  ^  A  =  tang  -4"  cotang  {Ä  —  J.') 


J 


309 

oder,  wenn  man  für  tang  Ä"  den  Werth  aus  den  Gleichungen  (JB) 
substituirt: 

Man  hat  also  zuerst  aus  den  Gleichungen  (jB)  die  Werthe 
J.,  Ä'  und  A"  zu  berechnen,  dann  findet  man  durch  die  Glei- 
chungen (C)  und  (Z))  ^,  p\  p"  und  t  und  nachher  durch  die  Glei- 
chungen (Ä)  9  und  Ä.  Eine  Unbequemlichkeit  bei  diesen  Formeln 
ist  die,  dafs  man  in  Uugewifsheit  bleibt,  in  welchen  Quadranten 
man  die  verschiedenen  Winkel  zu  nehmen  hat,  da  alle  durch  die 
Tangenten  gefunden  werden.  Man  kann  indessen  dabei  willkührlich 
verfahren,  mufs  aber  dann  180^  4-  t  statt  i  nehmen,  wenn  man  für 
ip  und  h  solche  Werthe  findet,  dafs  cos  ^  und  sin  A  entgegengesetzte 
Zeichen  haben.  Ebenso  mufs  man,  wenn  man  für  ip  und  %  Werthe 
findet,  die  gröfser  als  90^  sind,  ihren  Unterschied  von  dem  zunächst 
liegenden  Vielfachen  von  180^  nehmen.  Je  nachdem  sin  ^  und  sin  Ä 
gleiche  oder  entgegengesetzte  Zeichen  erhalten,  ist  die  Polhöhe 
nördlich  oder  südlich*). 

Nach  diesen  Formeln  ist  nun  die  Berechnung  des  in  No.  19 
gegebenen  Beispiels  die  folgende.    Es  war: 

\X=     590  20' 32".  55 

|/=—  4   57  58  .05 

^(^'  — <J')=   40   0'40".35     i(^"-^)  =  — 320  52'15".80 

^  (^  ~  <j)  =  —  360  52' 56'M5 
i(<J"H-^)  =  18   36  42  .35     ^(^4-^)=      55   29  38  .50 

|(^  +  <j)=      51    28  58  .15. 
Damit  erhält  man: 

^  =  —  2«  2'  1".  33,  Ä  =  840  49'  4'/ ^  07,  Ä'  =  —  29«  44'  16".  52 

^  —  il' =  —  860  51'    5".  40 
t^\X=        3     2    4.47 
^  =  —  56    18  2S  .  08. 
Um   nun   9  und  Ä   zu   finden,    müfste   man   die  Formeln  {A) 
berechnen,  die  aus  dem  Dreiecke  zwischen  Pol,  Zenith  und  erstem 
Sterne  hergeleitet  sind.     Da  in  demselben   aber  zu  kleine  Winkel 
vorkommen,  so  ist  es  vortheilhafter,  das  vom  zweiten  Sterne,  dem 
Pole  und  dem  Zenith  gebildete  Dreieck  aufzulösen,  mithin  die  fol- 
genden Formeln  zu  berechnen: 

t«^  i  (^ +Ä)  =  2^11^)  tang  (450  +  i  *-) 
*)  Monatliche  Correspondenz  Band  XIX  pag.  89. 
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.   Nun  ist: 

^'  =  *  4-  ^  =  620  22'  37".  02 
p'  =  ui  -h  ^"  —  ul'  =  243«  24'  38".  08, 
und  hiermit  erhält  man: 

<p=    300  4' 23".  73 
A  =  149    1  45  .  58 
oder,  wenn  man  for  A  das  Complement  zu  180^  nimmjy^ 

.  Ä  =    300  58'  14".  42, 

fast  genau  dieselben  Werthe,  wie  sie  die  vorige  Rechnung  ergab. 

21.  Man  kann  die  Cagtiolischen  Formeln  auch  leicht  auf 
analytischem  Wege  ableiten,  indem  man  von  den  drei  Gleichungen 
ausgeht,  die  man  für  jeden  Stern  nach  den  Grundformeln  der  sphä- 
rischen Trigonometrie  erhält: 

sin  A  =  sin  fp  sin  <J  4-  cos  ^  cos  cJ  cos  ^  ^ 
cos  A  sin  p  =  cos  ^  sin  ^  >      (a) 

cos  Ä  cosjp  =  sin  ^  cos  ^  —  cos  ^  sin  ^  cos  ^  ' 

sin  Ä  =  sin  9?  sin  cJ'  -h  cos  <p  cos  d^  cos  if  H-  ^) 
cos  A  sin  jp'  =  cos  <p  sin  (*  H-  A)  \      (b) 

cos  Ä  cos  jj'  =  sin  ^  cos  d'  —  cos  ^  sin  d'  cos  (t  4-  X) 
sin  A  =.  sin  ^  sin  eJ"  +  cos  $p  cos  df'cos{t'hX') 
cos  Ä  sin  p"  =  cos  ^  sin  (^  -I-  X')  )  (c). 

cos  A  cosp"  =  sin  9>  cos  d"  —  cos  ^  sin<J"cos(it+A') 

Zieht  man  die  erste  der  Gleichungen  (h)  von  der  ersten  der 
Gleichungen  (a)  ab  und  fahrt  ^  (^'  4-  <J)  -f-  ^  (^ —  ^)  statt  ^  und 
^  (cJ'  4-  ^)  —  ^  ((J  —  ^')  statt  <J'  ein ,  so  erhält  man  die  vorher  in 
No.  19  gefundene  Gleichung  (a).  Behandelt  man  auf  dieselbe  Weise 
die  dritten  der  Gleichungen  (a)  und  (&),  so  findet  man: 

cos  h  sin-J  (p'-hp)  sm-^ip'—p)  =  sin^  sin|(<J'4-  d)  sin^  ((?'—  d) 

—  cosj?  sin  -J  (<^'4-  <^)cos  -J-  (^' —  <J)  sin  (^4-i>l)  sin^  ^ 
4-  cos^  cosi  (^'4-  d)  sin^  (^'—  ^)cos  (t-^-iX)  cos^^ 

und  wenn  man  aus  dieser  und  der  Gleichung  (a)  sin  ^  eliminirt, 
indem  man  die  erstere  mit  cos^C<J' 4- <J),  die  Gleichung  (a)  mit 
sin  i  (<J'  4-  <J)  multiplicirt: 

cosÄ  cos-J(<J'4-<J)  sini( jp'4-l>)  8mji(p'—p)  =  cos^  sin^(<J'— ^)  cos(^4-J^)cos|>l.  (d) 

Subtrahirt  man  nun  die  zweiten  der  Gleichungen  (a)  und  (&), 
so  wird: 

cos  Ä  cos  i  (p  -\-p)  sin  i  (p'  —p)  =  cos  ^  cos  (*  4-  i  ii)  sin  |  X, 

mithin  erhält  man  einfach: 

tang i (i)'  -hp)=  cQg^(^^^)  cotang i ;  =  tang Ä". 


} 


J 
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Aehnliche  Formeln  erhält  man  aus  den  Verbindungen  der  ent- 
sprechenden Gleichungen  aus  (a)  und  (c)  und  (h)  und  (c),  die  man 
wegen  der  Symmetrie  der  Formeln  gleich  hinschreiben  kann, 
nämlich: 

und  taiig  i  (i>''4- pO  =  ^|{|!!=^^ 

Addirt  man  endlich  die  zweiten  der  Gleichungen  (a)  und  (h\ 
so  wird: 

cos  Ä  sin  -J  (p'  4-  p)  cos  -J  (jp'  —  p)  =  cos  59  sin  (<  4-  i  A)  cos  -J  ^, 
woraus  man  in  Verbindung  mit  (d)  erhält: 

WO  iip''-p)  =  Ä'-Ä*  ist. 

Nachdem  aber  für  einen  Stern  <^,  t  und  p  bekannt  ist,  so  findet 
man  nach  den  Napier'schen  Analogien  für  die  Berechnung  von 
^  und  h  die  folgenden  Formeln: 


IV.    Bestimmung  der  Zeit  und  der  Polhöhe  durch  die 
Beobachtung  der  Azimute  der  Sterne. 

22.  Beobachtet  man  die  Uhrzeit,  zu  welcher  ein  bekannter 
Stern  ein  bestimmtes  Azimut  hat,  so.lälst  sich  daraus,  wenn  man 
die  Polhöhe  kennt,  der  Stand  der  Uhr  finden,  weil  man  aus  der 
Polhöhe,  dem  Azimut  und  der  Declination  des  Sterns  den  Stunden- 
winkel berechnen  kann.  Macht  man  die  Beobachtung  im  Meridian, 
so  bedarf  man  weder  der  Kenntnifs  der  Polhöhe  noch  der  der  Decli- 
nation, zugleich  ist  die  Beobachtung  dann  am  vortheilhaftesten,  weil 
die  Aenderung  des  Azimuts  am  gröfsten  ist. 

Differenzirt  man  aber  die  Gleichung: 

cotang  J.  sin  i  =  —  cos  $p  tang  ^  -t-  sin  9»  cos  *, 
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so   erhält  man,  oder  auch  nach  der  dritten  der  Formeln  (11)  in 
No.  9  der  Einleitung: 

cos hdÄ  =  — sin Ä amhd^ -h  cos  d cos p  .dt y 

oder  da  für  Beobachtungen  im  Meridiane: 

sin^  =  0,  cosp  =  1 
und: 

Ä  =  90»  —  ^  4-  <J 
ist,  wenigstens  für  Sterne,   welche  südlich  vom  Zenith  culminiren: 

cos  a 

Daraus  sieht  man  also,  dafs  man,  um  die  Zeit  durch  Beob- 
achtung der  Sterne  im  Meridiane  zu  bestimmen,  solche  Sterne 
auswählen  mufs,  welche  nahe  durch  das  Zenith  gehen,  weil  im 
Zenith  der  Fehler  des  Azimuts  keinen  Einflufs  auf  die  Zeitbestim- 
mung hat. 

Ist  dann  a  die  Rectascension  des  Sterns  und  u  die  Uhrzeit  der 
Beobachtung,  so  ist,  wenn  die  Uhr  nach  Stemzeit  geht,  a  —  w  un- 
mittelbar gleich  dem  Stande  der  Uhr  gegen  Stemzeit.  Geht  aber 
die  Uhr  nach  mittlerer  Zeit,  so  mufs  man  die  Sternzeit  der  Culmi- 
nation  oder  die  Rectascension  des  Sterns  erst  in  die  mittlere  Zeit  m 
der  Oulmination  verwandeln  und  erhält  dann  den  Stand  der  Uhr 
gegen  mittlere  Zeit  gleich  m  —  u. 

Für  Sterne,  welche  nicht  durch  das  Zenith  gehen,  hängt  nun 
die  Genauigkeit  der  Zeitbestimmung  von  der  Genauigkeit  der  an- 
genommenen Richtung  des  Meridians  ab.  Wenn  aber  der  Fehler 
in  der  Richtung  des  Meridians  nur  klein  ist,  so  kann  man  den- 
selben leicht  durch  die  Beobachtung  zweier  Sterne,  von  denen  der 
eine  nahe  am  Zenith,  der  andere  nahe  am  Horizonte  culminirt,  be- 
stimmen und  den  Uhrstand  von  diesem  Fehler  befreien.  Ist  nämlich 
^Ä  das  nahe  mit  der  Richtung  des  Meridians  zusammenfallende 
Azimut,  in  welchem  man  die  Sterne  beobachtet  hat,  so  werden  auch 
die  dazu  gehörenden  Stundenwinkel  9  —  a  und  ^'  —  af  kleine 
Gröfsen  und  zwar  nach  dem  Vorigen  gleich: 

COS^ 

und: 

sin  (y>  —  d*) 
coscJ' 

Man  hat  daher  für  die  beiden  Sterne,  da  ^  =  «*  -j-  Aw  ist,  die  fol- 
genden Gleichungen: 

,    ^  sin  (f>  —  ^)  ^  ^ 

costf 


A^. 
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und: 

,  ,    .  sin  («9  —  d')  ^   . 

cos  a 
aus  denen  man  sowohl  t^A  als  auch  ^u  bestimmen  kann.  Ist  das 
Instrument  so  eingerichtet,  dafs  man  nicht  nur  in  dem  Azimut  A^, 
sondern  auch  in  dem  Azimut  180^ -HA -^  beobachten  kann,  so  er- 
hält man  A-^  noch  genauer,  wenn  man  zwei  Sterne  auswählt,  von 
denen  der  eine  dem  Aequator,  der  andere  dem  Pole  nahe  steht, 
weil  in  der  Gleichung  für  den  letzteren  der  Coefficient  von  ^A  sehr 
grofs  wird  und  zugleich  das  entgegengesetzte  Zeichen  erhält.*) 

Beispiel.  An  dem  Mittagsfernrohre  der  Bilker  Sternwarte 
wurden  die  folgenden  Durchgänge  durch  den  mittleren  Faden  beob- 
achtet, ehe  dasselbe  genau  in  den  Meridian  gebracht  war: 

a  Aurigae    5»»  6™  27» .  72 
ß  Orionis     5   8    12  .  71. 

Da  die  Rectascensionen  und  Declinationen  beider  Sterne  die 
folgenden  waren: 

a  Aurigae     5»»  5™  33» .  25    ■+-  45»  50'.  3 
ß  Orionis      5    7     17  .  33     —    8    23 .  I 

und   die  Polhöhe  gleich  51^  12'.  5  ist,  so    erhält  man  die  beiden 
Gleichungen: 

—  548 .  47  =  At«  —  0.13433  A  A 

—  65  .  38  =  At«  —  0.87178  A-4, 

durch  deren  Auflösung  man  findet: 

Att  =  —  54«.  30 
und: 

Aii  =  +  1«.23. 

23.  Zeitbestimmungen  durch  Beobachtungen  in  einem  be- 
stimmten Azimute  kann  man  nach  Olbers's  Vorschlag  einfach  durch 
Beobachtung  des  Verschwindens  der  Fixsterne  hinter  senkrechten 
terrestrischen  Gegenständen  erhalten.  Ein  solcher  Gegenstand  mufs 
natürlich  hoch  und  beträchtlich  vom  Beobachter  entfernt  sein,  da- 
mit man  das  Bild  desselben  im  Femrohr  zugleich  mit  dem  des 
Sterns  scharf  sieht  und  das  Verschwinden  plötzlich  erfolgt.  Ferner 
mufs    das   Femrohr,    dessen   man    sich    zu    diesen   Beobachtungen 


*)  Hierbei  ist  vorausgesetzt,  dafs  das  Instrument  so  berichtigt  ist,  dafs 
die  CoUimationslinie  des  Femrohrs  wirklich  einen  Verticalkreis  beschreibt. 
Der  Fall,  wo  dies  nicht  stattfindet,  ist  in  No.  22  des  siebenten  Abschnitts 
behandelt. 
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bedient,  nur  eine  schwache  Vergröfserung  haben  und  sich  immer 
genau  in  derselben  Lage  befinden. 

Kennt  man  nun  für  irgend  einen  Tag  durch  andere  Methoden 
die  Stemzeit  des  Yerschwindens  des  Sterns  hinter  dem  senkrechten 
Objecte,  so  findet  man  durch  die  Beobachtungen  an  einer  nach 
Stemzeit  gehenden  Uhr  an  anderen  Tagen  immer  unmittelbar  den 
Stand  derselben,  weil  der  Stern,  solange  er  seinen  Ort  am  Himmel 
nicht  ändert,  auch  alle  folgenden  Tage  zu  eben  derselben  Sternzeit 
verschwindet.  Gebraucht  man  aber  bei  diesen  Beobachtungen  eine 
nach  mittlerer  Zeit  regulirte  Uhr,  so  mufs  man  noch  auf  das  Vor- 
eilen der  Sternzeit  gegen  mittlere  Zeit  oder  auf  die  sogenannte 
Acceleration  der  Fixsterne  Rücksicht  nehmen,  indem  der  Stern 
vermöge  derselben  an  jedem  Tage  um  0*^  3"  55« .  909  früher  ver- 
schwindet. 

Aendert  sich  die  Rectascension  des  Sterns,  so  wird  dadurch 
die  Stemzeit  des  Verschwindens  um  eben  so  viel  geändert,  weil 
man  den  Stern  immer  in  demselben  Azimute,  also  auch  in  der- 
selben Höhe  und  demselben  Stundenwinkel  beobachtet.  Wenn  sich 
dagegen  die  Declination  ändert,  so  wird  dadurch  der  Stunden- 
winkel, welchen  der  Stern  in  dem  bestimmten  Azimute  hat,  ein 
anderer,  und  man  hat  nach  den  Differentialformeln  in  No.  8  des 
ersten  Abschnitts,  da  dÄ  und  d^  für  diesen  Fall  gleich  Null  sind: 

d^  =  cos  pdh 

cos  ddt  =  —  sinjpdÄ, 
mithin  auch: 

^^_      dS.iangp 

COS(J       ' 

wo  p  den  parallactischen  Winkel  bezeichnet. 

Aendert  sich  also  die  Rectascension  und  Declination  des  Sterns 
um  A«  und  A«^,  so  ist  die  neue  Stemzeit  des  Verschwindens  gleich 
der  früheren: 

Aa      A(^  tangj) 


15       15    cos  d 

So  hatte  Olbers  gefunden,  dafs  am  6.  September  1800  der 
Stern  ^  Coronae  hinter  einer  Thurmmauer,  deren  Azimut  64^  56'  21".  4 
war,  nach  mittlerer  Zeit  um  11»»  23"  18«.  3,  oder  um  22*» 26™ 21".  78 
Stemzeit  verschwand.  Am  12.  September  beobachtete  er  das  Ver- 
schwinden um  10^  49"  21«.0.  Da  nun  6  X  3"55".909  gleich 23» 35'. 4 
ist,  so  hätte  der  Stem  um  10»*  59"  42».  9  verschwinden  sollen, 
es  war  mithin  der  Stand  der  ühr  gegen  mittlere  Zeit  gleich 
10"  21».  9. 


J 
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Den  6.  September  1801  war: 

Aa  =  4-42".0 
und: 

Acj  =  — 13«.2, 
und  da: 

1)  =  370  31' 
und: 

^  =  4.  26<>  41', 
so  war: 

COS(J 

mithin  die  ganze  Correction  -+-  53" .  35  oder  3» .  56.  Der  Stern 
<J  Coronae  mufste  also  den  6.  September  1801  um  22»»  26°  25» .  34 
Stemzeit  verschwinden.*) 

24.  Kennt  man  die  Zeit,  so  kann  man  durch  die  Beobachtung 
eines  bekannten  Sterns  in  einem  bestimmten  Azimute  die  Polhöhe 
bestimmen,  da  man  die  Gleichung  hat: 

cotang  -1  sin  *  =  —  cos  $p  tang  <J  -f-  sin  ^  cos  t. 

Durch  Differenziren  derselben  erhält  man: 

'     Aj  A       I.JI  A   t  coseJco8i>  ,.   .   sinp,. 

sm  Ädtp  =  —  cotang  hdA  H .    ,   ^  dt  4-  -r-^  dd. 

^  °  suiÄ  smÄ 

Um  also  die  Polhöhe  durch  Azimutalbeobachtungen  möglichst 
genau  zu  bestimmen,  mufs  man  die  Sterne  immer  nahe  im  ersten 
Verticale  beobachten,  weil  far  diesen  Fall  sin  Ä  ein  Maximum  ist. 
Zugleich  mufs  man  einen  solchen  Stern  auswählen,  der  nahe  durch 
das  Zenith  des  Beobachtungsortes  geht,  indem  dann  die  Coefficienten 
von  dA  und  von  dt  sehr  klein  werden,  da: 

cos  <J  cos  jP  =  sin  ^  cos  Ä  +  cos  ^  sin  h  cos  A. 

Fehler  im  Azimut  und  in  der  Zeit  haben  also  im  Zenith  keinen 
EinfluTs;  da  aber  sin^  =  1  ist,  so  wird  ein  Fehler  in  der  zum 
Grunde  gelegten  Declination  des  Sterns  genau  denselben  Fehler  in 
der  Polhöhe  hervorbringen. 

Beobachtet  man  nun  blos  einen  Stern  in  einem  bestinmiten 
Azimute,  so  mufs  man  dies  Azimut  selbst  kennen.  Nimmt  man 
aber  an,  dals  man  zwei  Sterne  beobachtet  hat,  so  hat  man  die 
beiden  Gleichungen: 

cotang  Asiat  =  —  cos  f>  tang  <J  4-  sin  ^  cos  t 
cotang  A'sm  V=  —  cos  ^  tang  ^'+  sin  ^  cos  V, 

*)  Zach,  monatliche  Correspondenz,  Band  III,  pag.  124  sqq. 
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Maltiplicirt  man  hier  die  obere  Gleichung  mit  sin  ^,  die  untere 
mit  sin  ^,  so  erhält  man: 


sm 


t  sin  t'    .     .    . — TT  =  cos  g>  [tang  d'  sin  t  —  tang  d  sin  f  1 
sinAsinA  r  u    -o 


oder  da: 


auch: 


sin  ^  sin  (f —  t)^ 
cos  (J  sin  *  =  cos  h  sin  -4., 


cos  h  cos  Ä'  sin  (^' — A)  =  cos  f»  [cos  d  sin  ^'  sin  t  —  sin  eJ  cos  ^'  sin  t'] 

-h  sin  ^  sin  (f —  t)  cos  d  cos  <J'.  (ö) 

Man  fähre  nun  die  folgenden  Hülfsgröfsen  ein: 

sin  ((^'4-  d)  sin  i  (f—  t)  =  m  sin  üf 
sin  (^'—  (J)  cos^  (*'—  t)  =  m  cos  M". 


(^) 


Multiplicirt  man  die  erstere  dieser  Gleichungen  mit  cos  J(^-h^), 
die  andere  mit  sin  i{f  -^  0?  so  findet  man ,  wenn  man  die  zweite 
von  der  ersteren  abzieht: 

m  sin  [^  (*'4- 1)  —  3f]  =  sin  <J'  cos  dsint  —  cos  d*  sin  d  sin  *'. 

Multiplicirt  man  dagegen  die  obere  Gleichung  mit  cos  ^(f  —  0» 
die  untere  mit  sin  ^(f  —  t)  und  zieht  die  erstere  von  der  zweiten 
ab,  so  erhält  man: 

m  sin  [i  (t'—  t)  —  M2  =  —  sin  d  cos  d'  sin  (*'—  Q. 

Es  wird  daher  aus  der  Gleichung  (b)  die  folgende: 

cos  h  cos  Ä'  sin  (J.'  —  -4)  =  w  cos  ^  sin  [^  (^'  4-  0  —  M] 

—  w  sin  ^  sin  [^  (f  —  t)  —  M]  cotang  d. 

Nimmt  man  nun  an,  dafs  die  beiden  Sterne  in  demselben  Azimute 
oder  in  zwei  um  180^  verschiedenen  Azimuten  beobachtet  sind,  so 
wird  in  beiden  Fällen  sin  (A'  —  ^)  =  0,  mithin: 


tang^  -  ^"^^ smli {t'-t)-Mr 


(B) 


In  diesem  Falle  braucht  man  also  das  Azimut  selbst,  in  wel- 
chem man  beobachtet  hat,  nicht  zu  kennen,  indem  man  allein  aus 
den  Beobachtungszeiten  und  den  Declinationen  beider  Sterne  nach 
den  Formeln  (Ä)  und  (jB)  die  Polhöhe  berechnen  kann. 

Hat  man  beide  Male  denselben  Stern  beobachtet,  so  werden 
die  Formeln  noch  einfacher.  Denn  da  für  diesen  Fall  aus  der 
zweiten  der  Formeln  (A)  M=dO^  folgt,  so  wird: 

cos  i  (*'+  t) 


tangf»  =  tang^. 


cos  i  (*'—  t)' 


iC) 
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Für  den  allgemeinen  Fall,  wo  angenommen  ist,  dafs  man  zwei 
Sterne  in  zwei  verschiedenen  Azimuten  beobachtet  hat,  sind  die 
beiden  Differentialgleichungen  die  folgenden: 

cos  h  dA  =  sin  p  (2(^  +  cos  <T  cos  pdt  —  sin  A  sin  A  d^ 
cos  hdA'  =  sin  p'drf'-h  cos  d'cos p'dt' —  sin  Ä'sin  A'd^, 
Führt  man  anch   hier   den  unterschied  der  Azimnte  ein  und 
multiplicirt  defshalb  die  obere  Gleichung  mit  cos  h\  die  untere  mit 
cos  h  und  zieht  dieselben  von  einander  ab,  so  erhält  man: 
cos  h  cos  h'  d  (A' —  A)  ==  —  cos  h'  cos  d  cos  pdt -{-  cos  h  cos  <J'  cos  j>'  dt* 

—  [sin  h'  cos  h  sin  A'  —  sin  h  cos  h*  sin  A]d^ 
4-  cos  h  sin  p'dd'—  cos  h'  am  pd  d. 
Da  nun  dt=  du-^-  d  (Aw)  und  df  =  du'  -f-  d  (Aw),  wo  du  der 
bei  der  Beobachtung  der  Durchgangszeit  begangene  Fehler  und  d  (Aw) 
der  Fehler  des  Standes  der  Uhr  ist,  so  erhält  man,  wenn  man  diese 
Werthe  für  dt  und  dif  substituirt  und  zugleich  A'  =  180^  4-  A 
setzt:*) 

sinAd^  —  cos  $p  cos  Ad(^u)  =   .    /jl<  ,  tn  Id  {A'  —  A)  —  sin^d  (u'  —  w)] 

.   cos  cp  cos  A  sin  h  cos  h*  ,      ,   cos  «t>  cos  A  sin  h'  cosh  ,  , 

sin  {h*  4-  h)  sin  (Ä'  4-  h) 
sin  jj'  cos  ^  ,  ^      sin  j)  cos  h' 

Daraus  sieht  man  also  wieder,  dafs  man  am  vortheilhaftesten 
Sterne  im  ersten  Verticale  beobachtet.  Dann  wird  nämlich  der 
Coefficient  von  d^  ein  Maximum  und  die  Fehler  des  Standes  der 
Uhr  und  der  beobachteten  Durchgangszeiten  werden  Null,  sodafs 
im  Resultate  nur  der  Unterschied  der  Fehler  der  beobachteten 
ührzeiten  sowie  die  Gröfse,  um  welche  der  Unterschied  der  beiden 
Azimute  gröfser  oder  kleiner  als  180^  war  und  endlich  der  Fehler 
der  Declination  bleiben.  Da  nun  für  den  Fall,  dafs  man  denselben 
Stern  im  ersten  Verticale  im  Osten  und  Westen  beobachtet  hat, 
h  =  h'  und  ebenfalls  sin  jp'  =  —  sinp  ist,  so  erhält  man: 

d^  =  i  cotang h  [d  (A' —  -4)  —  sin  ^d  (u'  —  «*)]  4-  -r-^^  ^ , 

oder  auch,   weil   für  den  ersten   Vertical   nach  No.  26  des  ersten 

Abschnitts : 

.    ,       sin  <J       ,    .  cos  cp 

sin  h  =  -: und  sm  p  = ^ 

sin  ^  cos  ö 


*)  Wenn  man  nämlich  für  cos<Jcosjp  und  coad'cosp'  die  Werthe  aus 
den  folgenden  Gleichungen  substituirt: 

cos  ^  cos  p  =  sin  ^  cos  A  4-  cos  ^  sin  h  cos  A 
cos  S*  cos  p'  =  sin  ^  cos  h'  —  cos  ^  sin  h'  cos  A, 
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ist: 

afp  =^\  cotang  h  \ß,  {A! — A)  —  sin  ^d  (t«' — «*)]  -h  -; — -^  dd. 

Aus  dieser  Gleichung  sieht  man  wieder,  dafs  es  am  vortheil- 
haftesten  ist,  wenn  man  Sterne  beobachtet,  welche  dem  Zenith  so 
nahe  als  möglich  vorbeigehen,  weil  dann  cotang  Ä  sehr  klein  wird, 
also  Fehler  in  A!  —  A  und  in!  —  n  nur  einen  sehr  geringen  EinfluTs 
auf  die  Polhöhe  haben.  Der  Coefflcient  von  dd  wird  aber  in  die- 
sem Falle  nahe  gleich  Eins,  da  die  Declination  derjenigen  Sterne, 
welche  durch  das  Zenith  gehen,  gleich  fp  ist.  Der  Fehler  der 
Declination  bleibt  also  in  diesem  Falle  vollständig  im  Resultate. 
Handelt  es  sich  aber  blos  darum,  den  Breitenunterschied  zweier 
Orte  zu  bestimmen,  welche  einander  so  nahe  liegen,  dafs  man  den- 
selben Stern  an  jedem  der  beiden  Orte  mit  Vortheil  beobachten 
kann,  so  erhält  man  denselben  durch  den  unterschied  der  beiden 
nach  dieser  Methode  bestimmten  Polhöhen  gänzlich  frei  von  dem 
Fehler  der  Declination.*) 

Beispiel.  Der  Stern  ß  Draconis  geht  sehr  nahe  durch  das 
Zenith  von  Berlin.  Dieser  Stern  wurde  nun  am  mittleren  Faden 
eines  auf  der  Sternwarte  im  ersten  Verticale  aufgestellten  Passagen- 
instruments beobachtet.  Die  halbe  Zwischenzeit  der  Beobachtungen 
betrug  17™  21^.75,  es  war  also: 

^(i'— ^)  =  40  20'26".25 
ferner: 

d  =  520  25'  26".  77. 

Da  nun  für  den  Fall,  dafs  man  im  ersten  Verticale  beobachtet, 
-J  (^  -+-  0  =  0  ist,  so  erhält  man  aus  (C)  die  einfache  Formel  zur 
Berechnung  der  Polhöhe: 

tang  d       ^^. 

wonach  man  hier  findet: 

^  =  520  30'  13".  04. 

Die  Differentialformel  wird  endlich: 
djp  =  +  0.02310  [d  (Ä'  —  A)  —  0.7934  d  (u'  —  u)]  +  0.99925  dd. 


*)  Hier  ist  wieder  vorausgesetzt,  dafs  das  Passageninstrument  soweit 
berichtigt  ist,  dafs  die  Collimationslinie  des  Femrohrs  einen  Yerticalkreis 
beschreibt.  Für  den  Fall,  dafs  dies  nicht  stattfindet,  vergleiche  No.  27  des 
siebenten  Abschnitts. 

**)  Diese  Formel  für  Beobachtungen  im  ersten  Vertical  erhält  man  auch 
ganz  einfach  durch  die  Betrachtung  des  in  diesem  Falle  rechtwinkligen 
Dreiecks  zwischen  dem  Pole,  dem  Zenith  und  dem  Sterne. 
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25.  Beobachtet  man  zwei  Sterne  in  demselben  Verticalkreise, 
so  kann  man,  wenn  man  die  Polhöhe  des  Beobachtungsortes  kennt, 
dadurch  die  Zeit  finden,  indem  man  die  Gleichung  hat: 

sin  li  (t'-ht)  -  3f  ]  =  g|^  sin  ft  (e'-O  -  Ml       (Ä) 

wo: 

^  =  w-h  Aw  —  a 
t'  =  u'4-  Aw  —  a' 
und: 

w  sin  itf  =  sin  (<t'+  ^)  sin  i  (t'—  t) 
wcosJIf  =  sin((^--  <J)  cos-jK*'  —  *). 
Da  man  f  -^  ^,  d.  h.  die  Zwischenzeit  der  Beobachtungen,  in 
Stemzeit  ausgedrückt  kennt,  so  findet  man  daraus  f  -\-t^  mithin 
t  und  f. 

Die  in  No.  22  gegebene  Differentialgleichung  zeigt,  dafs,  wenn 
man  die  Zeit  durch  Azimutalbeobachtungen  bestimmen  will,  man 
die  Sterne  in  der  Nähe  des  Meridians  beobachten  muTs,  weil  dann 
der  Coefficient  von  d^  ein  Minimum,  der  von  dt  dagegen  ein 
Maximum  wird.  Das  Azimut  selbst  läfst  sich  ebenfalls  durch  diese 
Beobachtungen  bestimmen.    Es  ist  nämlich: 

j  cos  dsint 

tang  A  =  r-^-j — : r ;  , 

—  cos^  sm  tf  4-  sm  ^  cos  a  cost 

woraus  in  Verbindung  mit  der  Gleichung: 

,       .sin[i(e^+e)-3f] 

^"^g^  =  ^^^in[i(^--^0-itf3 
folgt: 

._ sine,  sin [i(^^4-t)  —  3f] 

^"'^^^''^  -sin  [i  (*'-*) --af]  +  cosesin[i  (*'  +  *) -ilf]' 

Setzt  man  hier  endlich: 

•    i{t''}'t)  —  M—t  statt  i(f'  —  t)  —  M, 
so  erhält  man  leicht: 

sm^? 
Nimmt  man  die  Zeit   in  beiden  Beobachtungen  als  gleich  an, 
sodafs: 

t'  —  t  =  a—a\ 
so  erhält  man  durch  die  Formel   (Ä)  die  Zeit,    wann    sich   zwei 
Sterne  in  einem  und  demselben  Verticalkreise  befinden. 

Die  Oerter  von  a  Lyrae  und  a  Aquilae  für  den  Anfang  von 
1849  sind  z.  B.: 

a  Lyrae      a  =  18»»  31"*  47^ .  75     ^  =  -h  38°  38'  52".  2 
a  Aquilae   «'=  19   43     23  .  43     ^=  -h    8   28  30  .5. 
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Es  ist  also  : 

^'  —  e  =  —  1»>  11°»  358 .  68  =  —  170  53'  55".  2. 

Nimmt  man  daher  für  die  Polhöhe  520  30'  16"  an,  so  erhält  man: 

M=  1920  55' 53".  0 
^(t'  —  t)'-M=lbS     7    9.4 

und  findet  damit: 

i  («'+*)  —  M  =  1420  35'  38".  6, 
also: 

|(e'  +  ^)  =  —  240  28'  28". 4 
=  —  Ih  37m  53s .  9 

und: 

Die  Sternzeit,  zu  welcher  sich  beide  Sterne  unter  der  Polhöhe 
von  52^30' 16''  in  einem  Verticalkreise  befinden,  ist  also: 

e=  17h  29«»  428. 

Bemerkt  man  nun  den  Augenblick,  wo  irgend  zwei  Sterne  in 
einem  Verticalkreise  stehen,  wozu  man  nur  die  Bedeckung  der  beiden 
Sterne  durch  einen  senkrecht  herabhängenden  Faden  zu  beobachten 
braucht,  so  kann  man  also  immer  eine  wenigstens  beiläufige  Zeit- 
bestimmung machen,  wenn  man  die  Zeit  nach  dem  Vorigen  aus 
den  bekannten  Oertern  der  Sterne  und  der  Polhöhe  berechnet. 
Bequem  für  die  Beobachtung  ist  es,  als  einen  der  Sterne  den  Polar- 
stern zu  wählen,  weil  dieser  seinen  Ort  langsam  ändert. 


V.  Bestimmung  des  Winkels  zwischen  den  Meridianen 

zweier  verschiedenen  Orte   auf  der  Erdoberfläche  oder 

des  Unterschiedes  iiirer  geographischen  Längen. 

26.  Kennt  man  die  Zeiten,  welche  Beobachter  an  verschie- 
denen Orten  der  Erdob^äche  in  einem  und  demselben  Augen- 
blicke zählen,  so  ist  dadurch  an  jedem  Orte  der  Stundenwinkel  des 
Frühlingspunkts  gegeben.  Der  Unterschied  dieser  beiden  Stunden- 
winkel oder  der  Unterschied  der  an  beiden  Orten  in  demselben 
Augenblicke  beobachteten  Zeiten  ist  aber  gleich  dem  Bogen  des 
Aequators,  welcher  zwischen  den  Meridianen  beider  Orte  enthalten 
ist  oder  gleich  dem  Unterschiede  ihrer  geographischen  Längen  und 
da  die  tägliche  Umdrehung  der  Himmelskugel  von  Osten  nach 
Westen   vor   sich  geht,    so   liegt   ein  Ort,    dessen  Zeit   in    einem 
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bestimmten  Augenblicke  hinter  der  eines  andern  Ortes  zurück  ist, 
westlich  von  diesem  Orte,  östlich  dagegen,  wenn  seine  Zeit  der  des 
andern  Ortes  voraus  ist.  Als  ersten  Meridian,  von  welchem  aus 
man  die  übrigen  nach  Osten  und  Westen  zu  rechnet,  wählt  man 
gewöhnlich  den  Meridian  einer  Sternwarte,  z.  B.  den  von  Paris 
oder  von  Greenwich.  In  der  Geographie  zählt  man  dagegen  die 
Längen  vom  Meridiane  von  Ferro  ab,  dessen  westliche  Länge  von 
Paris  200  o'  oder  1^  20°»  beträgt. 

Zur  Angabe  eines  und  desselben  Zeitmoments  an  verschiedenen 
Orten  der  Erde  bedient  man  sich  entweder  künstlicher  Signale,  oder 
der  Beobachtung  solcher  himmlischer  Erscheinungen,  welche  für 
alle  Orte  der  Erde  in  demselben  Augenblicke  eintreffen.  Der- 
gleichen Erscheinungen  sind  erstens  die  Mondfinsternisse.  Denn 
da  der  Mond  bei  einer  Verfinsterung  in  den  Schattenkegel  der 
Erde  tritt,  also  das  Sonnenlicht  ihm  wirklich  entzogen  wird,  so 
werden  Anfang  und  Ende  einer  solchen  Finstemifs,  sowie  die  Ein- 
und  Austritte  der  einzelnen  Flecken  von  allen  Orten  der  Erde  aus 
in  demselben  absoluten  Augenblicke  gesehen,  weil  die  Zeit,  welche 
das  Licht  braucht,  um  den  Halbmesser  der  Erde  zu  durchlaufen, 
unmerklich  ist.  Dasselbe  ist  der  Fall  mit  den  Verfinsterungen  der 
Jupitersatelliten. 

Diese  Phänomene  wären  nun  sehr  bequem  zur  Bestimmung 
der  Längenunterschiede,  weil  diese  unmittelbar  gleich  den  Unter- 
schieden der  Beobachtungszeiten  an  den  verschiedenen  Orten  der 
Erde  sind,  wenn  sich  nur  das  Eintreffen  derselben  mit  gröfserer 
Schärfe  beobachten  liefse.  Da  aber  der  Schatten  der  Erde  auf  der 
Mondoberfläche  immer  nur  sehr  schlecht  begrenzt  erscheint,  sodafs 
die  Beobachtungsfehler  hier  eine  Zeitminute  und  mehr  betragen, 
und  ebenso  die  Ein-  und  Austritte  der  Jupitersatelliten  auch  nie- 
mals plötzlich  erscheinen,  also  auch  nicht  mit  vollkommener  Schärfe 
beobachtet  werden  können,  so  werden  diese  Phänomene  in  jetziger 
Zeit  fast  gar  nicht  mehr  zur  Längenbestimmung  angewandt.  "Will 
man  sich  aber  der  Verfinsterungen  der  Jupitertrabanten  zu  diesem 
Zwecke  bedienen,  so  ist  es  durchaus  erforderlich,  dafs  die  Beob- 
achter an  beiden  Orten  mit  gleich  starken  Femröhren  versehen 
sind,  und  dafs  sie  eine  gleich  grofse  Anzahl  von  Ein-  und  Aus- 
tritten und  zwar  nur  des  ersten  Trabanten,  dessen  Bewegung 
um  den  Jupiter  am  schnellsten  ist,  beobachten  und  aus  den  ein- 
zelnen erhaltenen  Bestimmungen  des  Längenunterschiedes  das  arith- 
metische Mittel  nehmen.  Man  wird  indessen  auch  bei  diesen 
Vorsichtsmaafsregeln  nie  auf  ein  sehr  genaues  Resultat  hoffen  können. 

Brünnow,  sphärische  Astronomie.    4.  Aufl.  21 
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Benzenberg  hat  die  Beobachtungen  des  Verschwindens  der  Stern- 
schnuppen zur  Bestimmung  des  Längenunterschiedes  vorgeschlagen. 
Diese  Phänomene  lassen  sich  nun  zwar  mit  grofser  Genauigkeit 
beobachten,  sie  haben  indessen  wieder  den  Nachtheil,  dafs  man 
nicht  vorher  weifs,  wann  und  in  welcher  Gegend  des  Himmels  eine 
Sternschnuppe  erscheint.  Wenn  man  also  auch  an  beiden  Orten 
eine  grolse  Anzahl  von  Sternschnuppen  beobachtet,  wird  man  doch 
unter  denselben  nur  wenige  identische,  zu  deren  Auffindung  man 
überdies  schon  eine  genäherte  Eenntnils  des  Längenunterschiedes 
nöthig  hat,  erhalten. 

Sehr  genaue  Längenunterschiede  findet  man  durch  die  Beob- 
achtung von  künstlichen  Signalen,  welche  man  durch  die  plötzliche 
Entzündung  einer  Quantität  Pulver  giebt.  Wiewohl  diese  Methode 
nur  auf  Orte  anwendbar  ist,  deren  Entfernung  von  einander  nicht 
mehr  als  etwa  zehn  Meilen  beträgt,  so  kann  man  doch  auch  auf 
diese  Weise  durch  die  Verbindung  mehrerer  Signale  Längenunter- 
schiede von  entfernteren  Orten  bestimmen.  Es  seien  nämlich  Ä  und  B 
die  beiden  Orte,  deren  Längenunterschied  l  man  finden  will,  und 
JLi,  Ä2^  As  etc.  dazwischen  liegende  Orte,  deren  unbekannte  Längen- 
unterschiede respective  h,  fe?  k  etc.  sein  mögen.*)  Werden  dann 
an  den  Orten  Äi,  J^,  A^  etc.  Signale  zu  den  Ortszeiten  ^i,  fe,  fe  etc. 
gegeben,  so  sieht  der  erste  Ort  Ä  das  Signal  von  Äi  zur  Zeit 
h  —  ^1  =  0,  der  Ort  Ä^  dagegen  zu  der  Zeit  ^i  -i-  fe  =  Oi.  Femer 
sieht  der  in  Ä2  befindliche  Beobachter  das  in  A^  gegebene  Signal 
zu  der  Zeit  fe  —  fe  ==  92,  der  in  A4  stehende  dagegen  dasselbe 
Signal  zu  der  Zeit  fe  -+-  ^  =  83  etc.  Da  aber  die  gesuchte  Längen- 
differenz l  der  beiden  äufsersten  Punkte  gleich  Zi  -h  fe  +  •..-+-  it 
ist,  wenn  der  letzte  Signalort  -In-i  ist,  oder: 

I  =  (^1  -  ^)  +  (^3  _-  ß^)  +  (ß^  _  ß^)  etc., 
so  ist  also: 

l  =  8n-l  —  (^n-a  —  en-s)  —  .  .  .  —  (^j  —  ft)  —  ö. 

Man  braucht  daher  auf  den  inneren  Stationen,  wo  die  Signale 
beobachtet  werden,  keine  Zeitbestimmungen  zu  machen,  sondern 
hat  nur  den  Gang  der  ühr  zu  kennen  nöthig.  Nur  für  die  beiden 
äufsersten  Orte,  deren  Längenunterschied  bestimmt  werden  soll,  ist 
eine  genaue  Zeitbestimmung  erforderlich. 

Statt  der  Pulverblitze  bedient  man  sich  noch  besser  des  von 
Graufs  erfundenen  Heliotrops,  eines  Instruments,  vermittelst  dessen 
man  das  Sonnenlicht  nach  einem  entfernten  Beobachter  hin  reflecti- 


*)  Sodafs  -4i  —  JL  =r=  ?i ,  ^3  —  J.1  =  ig  etc. 
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Ten  kann.  Hat  man  dann  das  Heliotrop  anf  den  andern  Beob- 
achter gerichtet,  so  giebt  das  plötzliche  Verdecken  desselben  ein 
Signal  ab. 

Ist  man  im  Besitze  einer  gnten  tragbaren  Uhr,  so  kann  man 
dnrch  unmittelbare  Uebertragnng  der  Zeit  von  einem  Orte  znm 
andern  den  Längennnterschied  erhalten,  indem  man  zuerst  an  dem 
einen  Orte  den  Stand  und  Gang  der  Uhr  bestimmt,  dann  die  Uhr 
nach  dem  andern  Orte  überträgt  nnd  daselbst  wieder  eine  Zeit- 
bestimmung macht.  Hat  man  nämlich  am  ersteren  Orte  den  Stand 
der  Uhr  gleich  ^u  beobachtet  und  bezeichnet  man  den  täglichen 

Gang  mit    '  ^   ,  so  wird  der  Stand  der  Uhr  nach  a  Tagen  gleich 
dt 

Aw  -h  Cb    \      sein.    Findet  man  nun  für  die  von  der  ersten  Beob- 
dt 

achtungszeit  a  Tage  entfernte  Zeit  u^  durch  Beobachtungen  an  dem 

andern  Orte  den  Stand  der  Uhr  gleich  ^u\  so  hat  man,  wenn  man 

mit  l  die  östliche  Länge  des  zweiten  Beobachtungsortes  vom  ersten 

bezeichnet,  die  Gleichung: 


also : 


«' —  J  4- A  w  4- ^^  a  =  tt' 4- A  t*', 

at 

I  =  Aw  4 jT-  ö  —  At* . 

at 


Dabei  ist  nun  vorausgesetzt,  dafs  die  Uhr  in  der  Zwischenzeit 
der  beiden  Beobachtungen  genau  denselben  Gang  beibehalten  hat. 
Da  dies  aber  in  aller  Strenge  selten  oder  nie  der  Fall  sein  wird, 
so  mufe  man,  wenn  man  die  Länge  durch  diese  Methode  genau 
bestimmen  will,  nicht  blos  eine  Uhr  von  einem  Orte  zum  andern 
übertragen,  sondern  deren  so  viele  als  möglich  und  nachher  aus 
den  durch  jede  Uhr  gefundenen  Längenunterschieden  das  Mittel 
nehmen.  Auf  diese  Weise  bestimmte  man  den  Längenunterschied  ver- 
schiedener Sternwarten,  z.  B.  der  in  Pulkowa  und  der  in  Greenwich. 
Ebenso  findet  man  auf  diese  Weise  die  Länge  zur  See  durch  Chro- 
nometer, deren  Gang  und  Stand  gegen  die  Zeit  eines  Hafens  man 
vor  der  Abreise  feststellt. 

27.  Die  bei  Weitem  genaueste  Methode  der  Längenbestimmung 
ist  die  mittelst  des  electrischen  Telegraphen,  wenn  man  nämlich 
statt  der  vorher  erwähnten  künstlichen  Signale  von  einer  Station 
zur  andern  telegraphische  Signale  sendet.  Da  diese  sich  ebenso 
beobachten  lassen  wie  die  vorher  erwähnten,  so  kommt  diese 
Methode  mit  einigen  der  im  Vorigen  erwähnten  überein  und  würde 
auch   keinen   weitem  Vortheil   als  die  leichte  Anwendung  haben. 

21* 
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Aber  in  Verbindung  mit  dem  Chronograph  übertrifft  die  Methode 
alle  übrigen  bei  Weitem  an  Genauigkeit.  Dies  ist  ein  Instrument, 
welches  einem  in  der  Regel  um  einen  Cylinder  gespannten  Papiere 
durch  die  Umdrehung  des  Cylinders  um  die  Axe  mittelst  eines  Uhr- 
werks eine  gleichförmige  Bewegung  giebt,  und  dabei  zugleich  einen 
Schreibapparat  in  einer  zur  Bewegung  des  Papiers  senkrechten 
Richtung  langsam  darüber  fortführt,  sodafs  die  auf  dem  Papier  auf- 
liegende Schreibfeder  bei  jeder  Umdrehung  des  Cylinders  über  eine 
andere  Stelle  des  Papiers  fortgeht.  Ist  die  Bewegung  des  Schreib- 
apparats ebenfalls  gleichförmig,  so  beschreibt  die  Feder  also  eine 
Spirale,  die,  wenn  das  Papier  von  dem  Cylinder  entfernt  wird,  sich 
als  ein  System  paralleler  Linien  zeigt.  Der  Schreibapparat  ist  nun 
mit  einem  Electromagneten  in  Verbindung  und  zwar  so,  dafs,  wenn 
der  Strom  für  einen  Augenblick  geöffnet  und  der  Anker  von  dem 
Magneten  durch  eine  zu  dem  Zwecke  angebrachte  Feder  losgerissen 
wird,  die  Schreibfeder  auf  dem  Papiere  eine  deutliche  Marke  macht- 
Ist  nun  der  den  Electromagneten  umkreisende  Strom  auf  solche 
Weise  mit  einer  Uhr  in  Verbindung,  dafs  das  Pendel  durch  irgend 
eine  mechanische  Vorrichtung  den  Strom  bei  jedem  Schlage  öffnet> 
so  wird  dadurch  jede  Secunde  der  Uhr  auf  dem  Papiere  bezeichnet 
werden,  und  wenn,  wie  dies  gewöhnlich  der  Fall  ist,  die  Umdrehung 
des  Cylinders  in  einer  Minute  vollendet  wird,  so  würde  man  bei 
der  Abnahme  des'  Papiers  eine  Reihe  von  Linien  linden,  auf  deren 
jeder  sechzig  Secundenmarken  sind,  so  dafs  die  denselben  Secunden 
entsprechenden  Zeichen  in  den  verschiedenen  Minuten  senkrecht 
unter  einander  liegen.  Wenn  man  dann  zuerst  den  Strom  eine  Zeit- 
lang geöffnet  hat  und  denselben  bei  einer  gewissen  Minute  vor  dem 
Schlage  der  Secunde  0  schliefst,  so  würde  die  erste  Secundenmarke 
auf  dem  Papier  dieser  Secunde  der  Uhr  entsprechen,  und  man  kann 
danach  leicht  die  einem  jeden  Zeichen  entsprechende  Secunde  der 
Uhr  finden.  Ist  aufser  der  Uhr  auch  ein  Schlüssel  in  der  Nähe 
des  Instruments  in  den  Strom  eingeschaltet,  und  giebt  der  Beob- 
achter in  dem  Augenblicke,  wo  derselbe  einen  Stern  api  Faden  des 
Instruments  sieht,  ein  Signal  durch  augenblickliches  Oeffnen  des 
Schlüssels,  so  wird  auch  dadurch  eine  Marke  auf  dem  Papier  ge- 
macht, und  die  Zeit  der  Beobachtung  kann  leicht  durch  die  Messung 
der  Entfernung  dieser  Marke  von  der  nächsten  Secundenmarke  mit 
grofser  Schärfe  bestimmt  werden. 

Wenn  nun  der  Strom  auch  nach  einer  andern  Sternwarte,  deren 
Länge  man  bestimmen  will,  geht  und  auch  dort  ein  Schlüssel  in  der 
Nähe  des  Instruments  in  den  Strom  eingeschaltet  ist,  so  würden 
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auch  die  Signale  des  Beobachters  auf  dieser  Statiotl  auf  dem  Chro- 
nograph markirt  werden,  und  wenn  diese  Signale  beim  Durchgänge 
desselben  Sterns  durch  die  Fäden  beider  im  Meridian  aufgestellten 
Instrumente  gegeben  werden,  so  wurde  der  Unterschied  der  Zeiten 
der  beiden  Beobachtungen  auf  dem  Papiere  des  Chronograph  ge- 
messen, und  wegen  der  Abweichungen  der  Fäden  der  beiden  In- 
fitrumente  vom  Meridian  und  wegen  des  Ganges  der  Uhr  in  der 
Zwischenzeit  der  Beobachtungen  verbessert,  gleich  dem  Längen- 
unterschiede der  beiden  Orte  sein. 

Da  der  electrische  Strom,  wenn  derselbe  grofse  Strecken  durch- 
läuft, nur  schwach  ist,  so  läfst  man  diesen  Hauptstrom,  in  den  die 
Schlüssel  der  beiden  Beobachter  eingeschaltet  sind,  nicht  unmittelbar 
den  Electromagneten  des  Chronograph  umkreisen,  sondern  benutzt 
denselben  auf  jeder  Station  nur  zum  Oeffnen  eines  üebertragers 
(Relee),  durch  welchen  der  auf  den  Electromagneten  des  Chrono- 
graph wirkende  Localstrom  geöffnet  und  geschlossen  wird. 

Ist  dann  auf  jeder  Sternwarte  ein  Chronograph  und  die  Uhr 
der  Sternwarte  in  dem  Localstrom,  so  werden  auf  jeder  Sternwarte 
die  Signale  der  beiden  Beobachter  und  die  Secunden  der  Localuhr 
xegistrirt,  und  jeder  Stern  giebt  also  durch  jeden  der  beiden  Chro- 
nographen eine  Längenbestimmung,  wenn  die  abgelesenen  Zeiten 
wegen  des  Ganges  der  Localuhr  und  weg^n  der  Abweichungen  der 
Instrumente  vom  Meridiane  in  jeder  Beobachtung  verbessert  sind. 
Diese  auf  den  beiden  Stationen  gefundenen  Längenunterschiede  sind 
aber  nicht  vollkommen  gleich;  da  nämlich  die  Geschwindigkeit  der 
Electricität  nicht  unendlich  grofs  ist,  so  wird,  wenigstens  wenn  die 
Stationen  weit  entfernt  sind,  eine  kleine  mefsbare  Zeit  verfliefsen, 
bis  das  am  östlichen  Orte  Ä  gegebene  Signal  am  westlichen  Orte  B 
anlangt;  die  in  B  registrirte  Zeit  des  Signals  wird  daher  einer  Zeit 
entsprechen,  wo  der  Stern  in  dem  Meridiane  eines  etwas  westlich 
von  Ä  gelegenen  Ortes  war.  Der  in  B  registrirte  Längenunterschied 
wird  daher  um  die  Zeit  zu  klein  gefunden,  in  welcher  die  Electri- 
cität die  Entfernung  von  Ä  und  B  durchläuft.  Dieselbe  Zeit  wird 
aber  bei  dem  von  B  nach  Ä  gegebenen  Signale  verfliefsen  und  die 
in  Ä  registrirte  Zeit  des  Signals  wird  der  Zeit  entsprechen,  wo  der 
Stern  in  dem  Meridiane  eines  etwas  westlich  von  B  gelegenen 
Ortes  war;  der  in  A  registrirte  Längenunterschied  wird  daher  um 
die  Fortpflanzungszeit  des  Stroms  zu  grofs  gefunden.  Das  Mittel 
der  an  beiden  Orten  registrirten  Längenunterschiede  ist  also  von 
dieser  Zeit  frei,  während  die  halbe  Differenz  der  beiden  (wenn  man 
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die  in  B  gemaehte  Registrirnng  von  der  in  Ä  gemachten  abzieht) 
gleich  dieser  Fortpflanznngszeit  ist. 

Ein  einziger  Stern,  auf  diese  Weise  beobachtet,  giebt  schon  eitt 
Resultat,  welches  genauer  ist  als  eine  einzelne,  durch  eine  andere 
Methode  erreichte  Längenbestimmung,  und  da  man  die  Anzahl 
der  beobachteten  Sterne  beliebig  vermehren  kann,  so  kann  man 
die  Genauigkeit  aufs  Höchste  treiben,  wenn  man  nur  darauf 
sieht,  dafs  die  Fehler  der  Instrumente  mit  gleicher  Genauigkeit 
bestimmt  sind.  Da  man  dieselben  Sterne  an  beiden  Orten  beob- 
achtet, so  ist  der  Längenunterschied  von  den  Oertern  der  Sterne 
ganz  unabhängig. 

Wenn  die  Entfernung  zwischen  den  beiden  Stationen  grofs  ist, 
so  kann  man  sich  nicht  immer  auf  den  Strom  verlassen,  und  da 
dann  leicht  eine  grofse  Anzahl  von  Beobachtungen  verloren  gehen 
können,  so  ist  es  besser,  die  Methode  so  abzuändern,  dafs  man  für 
eine  kurze  Zeit,  z.  B.  zu  Anfang  und  beim  Schlüsse  der  Beobach- 
tungen, die  Uhren  in  den  Hauptstrom  einschaltet,  sodafs  die  Secunden 
beider  Uhren  auf  den  Chronographen  der  beiden  Stationen  registrirt 
werden.  Wird  dann  auf  jeder  Sternwarte  der  Strom  bei  einer  runden 
Minute  geschlossen,  nachdem  er  wenige  Secunden  geöfl&iet  war,  so- 
dafs man  die  Uhrzeiten  kennt,  welchen  die  verschiedenen  Secunden- 
zeichen  auf  dem  Chronograph  entsprechen,  so  giebt  jede  notirte 
Secunde  eine  Yergleichung  der  beiden  Uhren,  aus  denen  allen  man 
das  Mittel  nimmt.  Diese  auf  beiden  Stationen  erlangten  Uhrver- 
gleichungen sind  wieder  um  die  doppelte  Fortpflanzungszeit  des 
Stroms  verschieden,  die  sich  aus  den  Uhrvergleichungen  mit  noch 
gröfserer  Sicherheit  bestimmen  lassen  wird.  Schon  wenige  solcher 
Vergleichungen  der  Uhren  werden  in  der  Regel  genügend  sein,  da 
schon  die  Genauigkeit  einer  einzelnen  Yergleichung  gewöhnlich  der 
Sicherheit  der  Uhrstände  gleichkommen  wird.  Sicher  werden  wenige 
Minuten  für  diese  Uhrsignale  genügen,  und  der  eigentlich  telegra- 
phische Theil  der  Operation  wird  somit  auf  wenige  Minuten  am 
Anfange  und  am  Schlufs  der  Beobachtungen  beschränkt  sein.  Nach- 
dem die  Uhrvergleichungen  gemacht  sind,  wird  die  Uhr  und  der 
Beobachtungsschlüssel  auf  jeder  Sternwarte  in  den  Localstrom  ein- 
geschaltet und  der  Stand  der  Uhr  von  jedem  Beobachter  bestimmt. 
Werden  die  Uhrstände  dann  im  gehörigen  Sinne  an  die  Uhrverglei- 
chungen angebracht,  so  ergiebt  sich  der  Längenunterschied.  Bei 
der  Bestimmung  der  Uhrstände  ist  es  auch  wieder  zweckmäfsig, 
wenn  die  Beobachter  dieselben  Sterne  benutzen,  damit  die  Bestim- 
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mang  der  Länge   von  den  Fehlem  der  Rectascensionen  der  Sterne 
unabhängig  ist. 

Aufser  den  Fehlem,    die   von  einer  unrichtigen  Annahme  der 
Fehler  des  Instmments  in  dem  Längenunterschiede  erzeugt  werden, 
ist  das  gefundene  Resultat  auch  noch  abhängig  von   der  relativen 
Schnelligkeit,  mit  welcher  die  Beobachter  ein  gegebenes  Ereignifs  auf- 
fassen, oder  der  persönlichen  Gleichung  der  beiden  Beobachter. 
Dieser  Fehler   ist   aber  nicht  der  Methode  eigenthümlich,    sondern 
wirkt  auch  bei  den  andern  Methoden  und  zwar  in  noch  gröfserem 
Maafse  ein.    Bei   dieser  Methode   hängt   der  Fehler   von    der  Zeit 
ab,  welche  bei  jedem  Beobachter  verfliefst  zwischen  der  Zeit,  wenn 
die  Netzhaut  des  Auges  einen  Eindrack  erhält,    und  der  Zeit,  wo 
der  Beobachter  sich  des  Eindmcks  bewufst  wird  und  in  Folge  dessen 
den  Schlüssel  andrückt.    Ist  diese  Zeit  bei  beiden  Beobachtem  die- 
selbe, so  wird  das  Resultat  der  Längenbestimmung  offenbar  dadurch 
nicht  geändert;  ist  dagegen  die  Zeit  ungleich  oder  die  persönliche 
Gleichung  nicht  Null,    so    wird  auch  die  Längenbestimmung  nach 
der  vorigen  Methode   um    den  vollen  Betrag  dieser  Gleichung  un- 
richtig.   Man  kann  indessen  den  hieraus  entstehenden  Fehler  voll- 
kommen eliminiren  (wenigstens  wenn  man  annimmt,  dafs  die  per- 
sönliche Gleichung  sich  nicht  ändert),  wenn  dieselben  Beobachter 
eine  andere  Längenbestimmung  machen,  nachdem  sie  ihre  Stationen 
vertauscht  haben;  der  Unterschied  der  beiden  Längenbestimmungen 
ist  dann   die    doppelte  persönliche  Gleichung   und    das  Mittel   der 
beiden  frei  von  derselben.    Die  Beobachter  können  aber  auch  die 
persönliche  Gleichung  bestimmen,  wenn  sie  an  einem  Orte  zusam- 
menkommen  und  Durchgänge  an  demselben,   mit  mehreren  Fäden 
versehenen  Instrumente  beobachten,  sodafs  der  eine  Beobachter  zu- 
erst eine  gewisse  Anzahl  von  Fäden,    der   andere  Beobachter   die 
übrigen  Fäden  beobachtet.    Reducirt   man    dann    die  beobachteten 
Zeiten  auf  den  Mittelfaden    des  Instmments  (Abschn.  VII  No.  20), 
so  wird  sich  in  den  Resultaten  der  beiden  Beobachter  für  jeden  dieser 
Sterne  ein  Unterschied  zeigen,  der  gleich  der  persönlichen  Gleichung 
ist.    Man  ändert  dann  die  Beobachtungen  noch  so  ab,  dafs  nun  der 
zweite  Beobachter  zuerst  die  ersten  Fäden,  nachher  der  erste  Beob- 
achter die  übrigen  Fäden  beobachtet,    wo  sich  die  Abweichung  im 
entgegengesetzten  Sinne  zeigt.    Nimmt  man  dann  aus  allen  beob- 
achteten Abweichungen  das  Mittel,    so  erhält  man  die  persönliche 
Gleichung  auch  frei  von  etwaigen  Fehlem   in    den   zur  Reduction 
auf  den  Mittelfaden  angenommenen  Fädendistanzen.    Nachdem  so 
die  persönliche  Gleichung  bestimmt  ist,  bringt  man  dieselbe  an  den 
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beobachteten  Längenunterschied  an.  Beobachtet  der  östliche  Beob- 
achter um  a  später  als  der  westliche,  hat  man  daher  die  persdn- 
liehe  Gleichung  0  —  TT«  -4-  a,  so  ist  die  gefundene  Längendifferenz 
um  so  viel  zu  klein,  und  man  mufs  daher  a  zur  Längendifferenz 
addiren. 

Beispiel.  Am  29.  Juni  1861  wurde  eine  Längenbestimmung 
zwischen  den  Sternwarten  zu  Ann  Arbor  im  Staate  Michigan  und 
Clinton  im  Staate  New  York  gemacht,  und  aus  126  auf  beiden 
Chronographen  registrirten  ührvergleichungen  gefunden: 
in  Ann  Arbor  13»»59«»3»  .0  Clinton  ührzeit  =  19»»  58"»  29« .  56  Ann  Arbor  ührzeit, 
in  Clinton       13  59   3  .0      „  „      =19  58   29  .40   «       „  „ 

Die  Uhr  in  Clinton  ging  nach  mittlerer  Zeit  und  die  Reduction 
auf  Clintoner  Stemzeit  war  für  die  gegebene  Zeit  -i- 6>»33"^46».07, 
während  der  Stand  der  Uhr  in  Ann  Arbor  gegen  Stemzeit  -M"  1* .  87 
war.    Damit  folgt  also  nach  dem  Chronograph  in  Ann  Arbor: 

20»»  32m  498 .  07  Clinton  Stemzeit  =  19»»  59»»  31« .  43  Ann  Arbor  Stemzeit, 
und  nach  dem  Chronograph  in  Clinton: 

20h  32m  49« .  07  Clinton  Stemzeit  =  19»>  59"»  31» .  27  Ann  Arbor  Stemzeit. 

Es  wird  mithin  der  Längenunterschied   nach  den  Ablesungen 

zu  Ann  Arbor: 

33»  17« .  64, 

und  nach  denen  zu  Clinton: 

33"»  178 .  80, 

oder  im  Mittel      33"»  17«.  72. 

Die  persönliche  Gleichung  in  diesem  Falle  war  P  — 5=  +08.04, 

und  da  P  der  östliche  Beobachter  war,*)   so   wird  der  verbesserte 

Längenunterschied  33"»  17»  .  76. 

Anm.  Die  Beobachtungsmethode  mittelst  des  Chronographen  wird  ge- 
wohnlich die  amerikanische  genannt,  da  sie  Ton  Amerikanern  erfanden  ist. 
Die  Idee  dazu  rührt  von  Sears  C.  Walker  und  William  Bond  her,  die  daher  als 
die  Erfinder  angesehen  werden  müssen,  obwohl  Mitchel  das  erste  Instrument 
zur  Registrimng  der  Beobachtungen  wirklich  vollendete.  Für  Längenbestim- 
mungen wurde  die  Methode  zuerst  bei  den  Arbeiten  der  Amerikanischen 
Küstenvermessung  von  Walker  und  Gould  angewandt  und  weiter  ausgebildet. 
In  Bezug  auf  weitere  Details  vergl.  Report  of  the  superintendet  of  the  ü.  S. 
Coast  Survey  for  1856  and  1857  und  die  zahlreichen  Abhandlungen  über 
neuerdings  ausgeführte  Längenbestimmungen,  unter  andern:  Forster  und  Peters, 
Längenbestimmung  zwischen  Altona  und  Berlin. 

28.'  Aufser  den  Beobachtungen  von  natürlichen  oder  künst- 
lichen Signalen,   die   an   den  Orten,   deren  Längenunterschied  be- 


*)  Dr.  Peters  beobachtete  in  Clinton,  der  Verfasser  in  Ann  Arbor. 
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stimmt  werden  soll,  zu  gleicher  Zeit  gesehen  werden  und  der 
Zeitübertxagung  dnrch  Uhren  bedient  man  sich  zur  Längenbestim- 
mang  auch  solcher  Phänomene  am  Himmel,  welche  zwar  nicht  fär 
alle  Orte  der  Erde  in  demselben  Zeitmomente  eintreffen,  die  man 
aber  auf  ein  und  dasselbe  Zeitmoment  so  reduciren  kann,  dafs 
durch  diese  Reduction  weiter  kein  Fehler  hervorgebracht  wird. 
Die  Bestimmung  der  Länge  durch  solche  Phänomene  ist  besonders 
Yortheilhafl;,  weil  dieselben  der  Art  sind,  dafs  sie  sich  mit  grofser 
Schärfe  beobachten  lassen  und  weil  sie  zugleich  für  einen  grofsen 
Theil  der  Erde  sichtbar  sind,  sodafs  dadurch  die  Längenunterschiede 
von  sehr  entfernten  Orten  bestimmt  werden  können.  Solche  Phä- 
nomene sind  nun  die  Bedeckungen  der  Himmelskörper  unter  ein- 
ander, also  Bedeckungen  von  Fixsternen  und  Planeten  durch  den 
Mond,  Sonnenfinsternisse  und  Vorubergänge  des  Mercur  und  der 
Venus  vor  der  Sonnenscheibe.  Da  alle  diese  Himmelskörper  mit 
Ausnahme  der  Fixsterne  eine  Parallaxe  haben,  die  namentlich  beim 
Monde  sehr  beträchtlich  ist,  also  Beobachtern  an  verschiedenen 
Orten  der  Erdoberfläche  in  demselben  absoluten  Zeitmomente  an 
verschiedenen  Orten  der  Himmelskugel  erscheinen,  so  werden  die 
Bedeckungen  derselben  oder  die  Berührungen  ihrer  Ränder  für  ver- 
schiedene Orte  nicht  gleichzeitig  eintreffen.  Es  bedarf  also  in  die- 
sem Falle  einer  Correction  der  Beobachtungen  wegen  der  Parallaxe, 
indem  man  die  Zeit  kennen  mufs,  zu  welcher  die  Himmelskörper 
einander  bedeckt  hätten,  wenn  dieselben  keine  Parallaxe  gehabt 
hätten  oder  vielmehr,  wenn  dieselben  vom  Mittelpunkte  der  Erde 
aus  beobachtet  wären. 

Man  hat  also  zuerst  die  Längen-  und  Breitenparallaxen  sowie 
den  scheinbaren  Halbmesser  der  beiden  Gestirne  für  die  Zeit  der 
beobachteten  Ein-  oder  Austritte  zu  berechnen  (oder  auch  die 
Parallaxe  in  Rectascension  und  Declination,  wenn  man  lieber  diese 
Coordinaten  anwenden  will).  Dann  erhält  man  in  dem  Dreiecke 
zwischen  dem  Pole  der  Ecliptic  und  den  Mittelpunkten  beider  Ge- 
stirne, in  welchem  die  drei  Seiten  (nämlich  die  scheinbaren  Ecliptic- 
Poldistanzen  beider  Gestirne  und  die  Summe  oder  Differenz  ihrer 
Halbmesser)  bekannt  sind,  den  Winkel  am  Pole,  d.  h.  den  Unter- 
schied der  scheinbaren  Längen  beider  Gestirne  zur  Zeit  der  Beob- 
achtung, woraus  man  durch  Anbringung  der  Längenparallaxen  den 
vom  Mittelpunkte  der  Erde  gesehenen  Längenunterschied  beider 
Gestirne  für  die  Zeit  der  Beobachtung  findet.  Aus  der  Gröfse 
dieses  Winkels  und  der  bekannten  relativen  Geschwindigkeit  beider 
Gestirne  erhält  man  dann  die  Zeit  der  wahren  Conjunction,  d.  h. 
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die  Zeit,  wann  die  beiden  Gestirne  vom  Mittelpunkte  der  Erde  aus 
gesehen  dieselbe  Länge  hatten  und  zwar  ausgedrückt  in  Zeit  des 
Beobachtungsortes.  Hat  man  nun  auch  an  einem  andern  Orte  eine 
Bedeckung  beider  Gestirne  oder  eine  Berührung  ihrer  Ränder  beob- 
achtet, so  erhält  man  auf  dieselbe  Weise  die  Zeit  der  wahren  Con- 
junction  in  Zeit  dieses  Ortes  ausgedrückt.  Der  Unterschied  beider 
Zeiten  ist  dann  der  Unterschied  der  geographischen  Längen  der 
beiden  Orte. 

Wenn  nun  die  Zeiten  der  Berührungen  an  beiden  Orten  voll- 
kommen genau  beobachtet  wären,  so  würde  man  auf  diese  Weise 
eine  genaue  Längenbestimmung  erhalten,  wenn  die  Data,  welche 
man  zur  Reduction  auf  den  Mittelpunkt  der  Erde  anwendet,  ganz 
genau  waren.  Da  dieselben  indessen  immer  kleinen  Fehlem  unter- 
worfen sind,  so  mufs  man  noch  den  Einflufs  derselben  auf  das 
Resultat  bestimmen  und  diese  Fehler  selbst  durch  die  Combination 
der  Beobachtungen  zu  eliminiren  suchen. 

Dies  ist  die  ältere  Methode,  deren  man  sich  früher  immer  be- 
diente, um  den  Längenunterschied  der  Orte  aus  Beobachtungen 
von  Verfinsterungen  herzuleiten.  Jetzt  verfährt  man  auf  etwas 
andere  Weise.  Indem  man  nämlich  von  der  Gleichung  ausgeht, 
welche  die  Bedingung  der  Berührung  der  Ränder  der  beiden  Ge- 
stirne ausdrückt  und  nur  geocentrische  Gröfsen  enthält,  entwickelt 
man  eine  andere  Gleichung,  deren  unbekannte  Gröfse  die  Con- 
junctionszeit  oder,  da  man  diese  selbst  nicht  zu  kennen  braucht, 
unmittelbar  der  Längenunterschied  ist. 

29.  Man  sieht  die  Ränder  zweier  Gestirne  in  Berührung, 
wenn  das  Auge  sich  in  der  beide  Gestirne  einhüllenden  krummen 
Fläche  befindet.  Da  nun  die  Hinmielskörper  so  nahe  kugelförmig 
sind,  dafs  man  auf  die  kleine  Abweichung  von  der  Kugelgestalt 
hier  keine  Rücksicht  zu  nehmen  hat,  so  wird  die  einhüllende  Fläche 
die  Oberfläche  eines  geraden  Kegels  sein  und  zwar  wird  es  immer 
zwei  einhüllende  Doppelkegel  geben,  indem  die  Spitze  des  einen 
zwischen  beiden  Gestirnen,  die  des  andern,  vom  gröfseren  Ge- 
stirne aus  gerechnet,  jenseits  des  kleineren  liegt.  Befindet  sich 
das  Auge  in  der .  Oberfläche  des  ersteren  Kegels,  so  sieht  man 
die  äufsere  Berührung  der  beiden  Gestirne,  im  anderen  Falle  die 
innere. 

Die  Gleichung  des  geraden  Kegels  wird  nun  am  einfachsten, 
wenn  man  dieselbe  auf  ein  rechtwinkliges  Axensystem  bezieht,  von 
welchem  die  eine  Axe  mit  der  Axe   des  Kegels   selbst  zusammen- 
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föUt.  Ist  dann  der  Kegel  ein  solcher,  dessen  Durchschnitte  senk- 
recht anf  die  Axe  Kreise  sind,  so  ist  die  Gleichung  der  Oberfläche 
desselben  bekanntlich: 

«'  -I-  y'  =  (c  —  «)'  tang  /^ 
wo  €  die  Entfernung  der  Spitze  des  Kegels   von   der  Grundfläche 
der  Coordinaten  bezeichnet  und  f  der  Winkel  ist,  welchen  die  Axe 
des  Kegels  mit  einer  Seitenlinie  desselben  macht. 

Man  muTs  nun  die  Gleichung  desjenigen  Kegels  suchen,  wel- 
cher die  beiden  Gestirne  einhüllt  und  zwar  bezogen  auf  ein  Axen- 
system,  dessen  eine  Axe  durch  die  Mittelpunkte  der  beiden  Ge- 
stirne geht.  Setzt  man  dann  in  dieser  Gleichung  statt  der  unbe- 
stimmten Coordinaten  x,  y,  z  die  Coordinaten  eines  Erdorts,  auf 
dasselbe  Axensystem  bezogen,  so  erhält  man  die  Grundgleichung 
der  Theorie  der  Finsternisse.  Zu  dem  Ende  mufs  man  zuerst  die 
Lage  der  geraden  Linie  bestimmen,  welche  die  Mittelpunkte  der 
beiden  Gestirne  verbindet.  Ist  aber  a  und  ä,  die  Rectascension  und 
Declination  desjenigen  Punktes,  in  welchem  der  Mittelpunkt  des 
entfernteren  Gestirns  vom  Mittelpunkte  des  näheren  aus  gesehen 
wird,  oder  in  welchem  die  durch  die  Mittelpunkte  beider  Gestirne 
gehende  gerade  Linie  die  scheinbare  Himmelskugel  trifft,  ff  die 
Entfernung  beider  Gestirne,  bezeichnen  femer  a,  «J  und  A  die  geocen- 
trische  Rectascension,  Declination  und  Entfernung  des  näheren  Ge- 
stirns a',  ^'  und  A'  dasselbe  für  das  entferntere,  so  hat  man  die 
Gleichungen: 

Q  cos  c2  cos  a  =  A'  cos  &  cos  a'  —  A  cos  d  cos  a 
O  cos  (I  sin  a  =  A'  cos  «^  sin  a!  —  A  cos  d  sin  a 

ff  sin  d  =  A'  sin  <y  —  A  sin  rf, 
oder: 

ff  cos  ä,  cos  (a  —  «')  =  A'  cos  ^  —  A  cos  d  cos  (a  —  a*) 
ff  cos  d  sin  (a  —  a')  =  —  A  cos  d  sin  (a  —  a') 
ff  sin  d  =  A'  sin  «J*  —  A  sin  d. 
Wählt  man  den  Aequatorealhalbmesser    der  Erde  als  Einheit, 
so  mufs  man,  wenn  A  und  A'    in  Theilen  der  halben  grofsen  Axe 

A'  1 

der  Erdbahn  ausgedrückt  sind,  jetzt  -; — 7  und  -: —  statt  A'  und  A 

®  '  **  sinw'  sinn  " 

nehmen,  wo  ^r  die  Horizontal-Aequatorealparallaxe  des  nähern  und 

V  die  mittlere  Horizontal- Aequatorealparallaxe  für  das  entferntere 

Gestirn  bezeichnen,  und  erhält  dann: 

sin  TT  ff  cos  d  cos  (a—  «')  =  A'  -: — 7  cos  <J'  —  cos  d  cos  (a  —  a') 

sin  TT  ff  cos  ä  sin  (a — a')=  —  cos  d  sin  (a  —  a') 

*  sin  w  ff  sin  d  =  A'  -: — j  sin  ^'  —  sin  d, 

smTT 
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Da  nun  auch: 


smn 


sin  TT  6r  cos  d  ==  A'  -: — 7  cos  d'  cos  (a  —  a')  —  cos  d  cos  (a  —  a), 

sinw 


so  hat  man: 


sin  n'    cos  d   ,    ,  .. 

n  sin  (a  —  a) 


,  ,.  A  sin  TT  cos  rf 

tang  (a  —  « )  = ; — i ij 

^^  ^  ^        sm  TT     cos  tf        ,        .V 

1  —  -7-^ Tj  cos  (a— a ) 

A  sm  TT  cos  ^ 


und: 

sin  tt' 


r     • 


tang  (a  —  tf^)  = 


sin  (^  —  «J') 


,         sin  TT  .j,       VN 

l  —  -j—. —  cos  (rf  —  <f ) 
A  sm  TT 


Da  für  Sonnenfinsternisse  -: —  eine  kleine  Gröfse  ist,  so  er- 

sinw 

hält  man  hieraus  nach  Formel  (12)  in  No.  11  der  Einleitung: 


,        sinTT^       cos<y  ,. 

a  =  a  —  -7—:^ —  •  jf  {a  —  a) 

A  sin  TT     cos  ff 


,         -.  sin  TT     ,  -         ... 

A  sin  TT 


(Ä) 


und,  wenn  man  setzt: 


auch  noch: 


G  sin  tt' 


1         sm  TT  ,„v 

Man  denke  sich  nun  ein  rechtwinkliges  Axensystem,  dessen 
Durchschnittspunkt  im  Mittelpunkte  der  Erde  liegt.  Die  Axe  der  y 
sei  nach  dem  Nordpole  des  Aequators  gerichtet,  die  Axen  der 
X  und  z  sollen  dagegen  in  der  Ebene  des  Aequators  liegen  und 
zwar  so,  dafs  die  Axen  der  z  und  x  nach  Punkten  gerichtet  sind, 
deren  Rectascensionen  a  und  90^  -+-  a  sind.  Dann  sind  die  Co- 
ordinaten  des  näheren  Gestirns  in  Bezug  auf  diese  Axen: 

£f'  =  A  cos  d  cos  (a  —  a),  y'  =  A  sin  d,  a?'  =  A  cos  d  sin  (a  —  a). 
Denkt  man  sich  nun  die  Axen  der  y  und  z  in  der  Ebene  der 
yz  um  den  Winkel  —  d  gedreht*),  sodafs  dann  die  Axe  der  z  nach 
demjenigen  Punkte  gerichtet  ist,  dessen  Rectascension  und  Declina- 
tion  a  und  d  ist,  so  erhält  man  far  die  Coordinaten  des  näheren 
Gestirns  in  Bezug  auf  dies  neue  Axensystem: 


*)  Der  Winkel  d  mufs  negativ  genommen  werden,  da  die  Drehung  von 
der  positiven  Seite  der  Axe  der  z  nach  der  positiven  Seite  der  Axe  .der  y 
zu  erfolgt. 


z 
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sin  ^  Bin  d  +  cos  rf  cos  d  cos  (a  —  a) 


sm;r 


sin  dcosd  —  cos  d  sin  d  cos  (a  —  a) 

y  = i i 

sin  TT 

cos  ^  sin  (a  —  a) 

sin  w 
oder  auch: 

cos  (<J  —  d)  cos "Ka  —  a)^  —  cos  (<J  +  d)  sin -JCa  —  a)' 

g      =       ; 

Sin  TT 

sin (<J  —  d)  cos -J  (a  —  a)^ 4-  sin  (<J 4- d)  sin ■}(«  —  a)^      ,^ 

sin  TT 

cos  d  sin  (a  —  a) 

x= : . 

sin  TT 

Die  Axe  der  z  ist  jetzt  parallel  der  Linie,  welche  die  Mittel- 
punkte beider  Gestirne  mit  einander  verbindet.  Läfst  man  die 
Axe  der  z  mit  dieser  Linie  zusammenfallen,  so  werden  die  Co- 
ordinaten  x  und  y  jetzt  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  der  Erde 
in  Bezug  auf  den  Anfangspunkt,  aber  negativ  genommen. 

Die  Coordinaten  eines  Erdorts,  dessen  verbesserte  Polhöhe  ?>', 
dessen  Stemzeit  8  und  dessen  Entfernung  vom  Mittelpunkte  p  ist, 
sind  nun,  wenn  man  den  Anfangspunkt  im  Mittelpunkte  der  Erde, 
die  Axe  der  C  aber  parallel  der  Linie  annimmt,  welche  die  Mittel- 
punkte beider  Gestirne  verbindet: 

C= p  [sin  d  sin  f>'  4-  cos  d  cos  ^'  cos  (9  —  a)] 
7)=  p  [cos  d  sin  ^'  —  sin  d  cos  ^'  cos  (^  —  aj]  (D) 

f  =  /o  cos  ^'  sin  (^  —  a). 
Die  Coordinaten  dieses  Ortes  in  Bezug  auf  ein  Axensystem, 
dessen  Axe   der   z   die   Verbindungslinie    der  Mittelpunkte    beider 
Gestirne  selbst  ist,  sind  dann: 

f— aj,  Tj  —  y  und  C 
und   die  Gleichung,  welche  ausdrückt,  dafs  der  durch  />,  ^'  und  9 
bestimmte  Ort  der  Erdoberfläche  in  der  Fläche  des  beide  Gestirne 
einhüllenden  Kegels  liegt,  wird  daher: 

(a:-f)'  +  (2/"^)'  =  (c-0'tangA 
wo  nun  noch  c  und  f  durch  Gröfsen  ausgedrückt  werden  müssen, 
welche  sich  auf  den  Mittelpunkt  der  Erde  beziehen.    Den  Winkel  f 
findet  man  aber,  wie  man  sogleich  sieht,  durch  die  Gleichung: 

.    -      r'±r 

wo  r  und  r'  die  Halbmesser  beider  Gestirne  bezeichnen,  und  wo 
das  obere  Zeichen  für  äufsere,  das  untere  für  innere  Berührungen 
gilt.  Da  nun  für  G  der  Halbmesser  des  Erdäquators  als  Einheit 
gewählt  war,  so  müssen  auch  r  und  r'  auf  diese  Einheit  bezogen 
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werden.  Bezeichnet  also  k  den  in  Theilen  des  Halbmessers  des 
Erdäquators  ausgedrückten  Mondbalbmesser  und  h  den  Halbmesser, 
in  dem  die  Sonne  in  der  Entfernung,  welche  gleich  der  halben 
grofsen  Axe  der  Erdbahn  ist,  erscheint,  so  erhält  man,  da: 

9in  h 


Sm  TT 


auch: 


oder: 


sin/=  -77—: 7  [sin  Ä  db  ä  sin  tt'] 

G  sm  tt' 


sin/  =  TT-  [sin  ä  ±  ä  sin  wH.  (J^ 

^  g 


Es  ist  aber: 

log  sin  w'  =  5.6186145, 

femer  h  nach  Burkhardt's  Mondtafeln  gleich  0.2725  und  ä  nach 
Bessel  gleich  15' 59".  788,  also  ist: 

log  [sin  Ä  +  Ä?  sin  w']  =  7.6688041  fär  äuTsere  Berührungen, 
log  [sin  Ä  —  Ä  sin  tt']  =  7.6666903  für  innere  Beruhrungen. 

Nun  ist  noch  die  Gröfse  c  oder  die  Entfernung  der  Spitze  des 
Kegels  von  der  Ebene  der  xy  auszudrücken.  Es  ist  aber,  wie  man 
leicht  sieht: 

wo  wieder  das  obere  Zeichen  für  äufsere,  das  untere  für  innere 
Berührungen  gilt.  Bezeichnet  man  dann  c  taug  /*,  d.  h.  den  Radius 
des  Durchschnitts  des  Schattenkegels  mit  der  Ebene  der  xy^  durch  l 
und  tang  f  durch  >i,  so  wird  die  allgemeine  Gleichung  der  Finster- 
nisse, die  also  ausdrückt,  dafs  der  durch  f?',  S  und  p  bestimmte 
Ort  der  Erdoberfläche  in  der  Oberfläche  des  beide  Gestirne  ein- 
hüllenden Kegels  liegt: 

Da  die  Gröfse  l  immer  positiv  ist,  so  mufs  man  tang  f  oder  l 
negativ  nehmen,  wenn  man  aus  der  Gleichung  (J^  für  c  einen 
negativen  "Werth  findet. 

Die  Gröfsen,  welche  zur  Berechnung  von  j»,  y,  z  und  f,  iy  und  C 
nach  den  Gleichungen  (ß)  und  (D)  dienen,  werden  aus  den  Monds- 
und Sonnentafeln  entnommen.  Da  diese  indessen  inmier  mit  kleinen 
Fehlern  behaftet  sind,  so  werden  auch  die  berechneten  "Werthe  von 
ic,  y  etc.  von  den  wahren  verschieden  sein.  Sind  daher  ^x^  Ay  und  A^ 
die  Aenderungen,   welche  man  zu  den  berechneten  Werthen   von 
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0?,  y  und  l  hinzuzufagen  hat,  um  die  wahren  Werthe  zu  erhalten, 
80  wird  die  vorige  Gleichung:*) 

(« -f-  ^x  -f)«  4-  (y  +  Ay  -  ly)*  =  (« 4-  AJ  -  ;iC)^ 
Es  seien  nun  die  Werthe  von  a,  <^,  ^,  a'  &  und  i^  aus  den 
Tafeln  oder  astronomischen  Ephemeriden  für  die  Zeit  T  des  ersten 
Meridians  genommen.  Die  gesuchte  Zeit  des  ersten  Meridians,  zu 
welcher  ein  Moment  einer  Finstemifs  beobachtet  ist,  sei  danu 
T-f-  r,  so  hat  man,  wenn  »o  iind  yo  die  Werthe  von  x  und  y  far 
die  Zeit  T  und  a?'  und  y'  die  Differentialquotienten  von  x  und  y  be- 
zeichnen : 

«  =  «0  -*" «'^  ^d  y  =  yo  +  y^- 

Auf  ähnliche  Weise  erhält  man  auch  die  Gröfsen  f ,  y^  und  C 
aus  zwei  solchen  Theilen  zusammengesetzt  Da  diese  Gröfsen  sich 
aber  immer  sehr  langsam  ändern  imd  man  in  der  Regel  schon 
immer  einen  genäherten  Werth  für  den  Längenunterschied,  also  für 
die  der  Beobachtungszeit  entsprechende  Zeit  des  ersten  Meridians 
kennt,  so  kann  man  diese  Gröfsen  schon  immer  für  diese  Zeit  als 
bekannt  voraussetzen. 

Die  vorige  Gleichung  wird  daher: 

[«o-f+»'^+AajP-l-[yo-i7+y'3?4-Ay]'=(«+AJ->lO'. 

Aenderten  sich  nun  x  und  y  der  Zeit  proportional,  so  wären 
o/  und  y'  constant,  und  man  hätte  zur  Berechnung  derselben  die 
Eenntnifs  der  Zeit  T-hT'  nicht  nöthig.  Dies  ist  nun  zwar  nicht 
der  Fall,  da  aber  die  Aenderungen  von  x'  und  y'  sehr  klein  sind 
gegen  die  Aenderungen  von  x  und  y  selbst,  so  kann  man  die 
obige  Gleichung  durch  Näherungen  auflösen,  welche  sehr  schnell 
convergiren. 

Setzt  man  nun: 

a:'»— y'i'=AaJ 

y'»  +  aj'»'=Ay 
femer: 

m  sinilf =«0  -"  f  ♦>  sin  JV=aj' 

w  cos  ilf=y  0  —  17  ncosJV=y'         (ÖÖ 

so  geht  die  vorige  Gleichung  über  in: 

(1/  4-  A  l)^  =  [m  cos  iM—  JV)  4-  n  (r  4-  i)]«  +  [m  sin  (üf  —  N)  —  n»']^ 

und  man  erhält  hieraus,  wenn  man  die  Quadrate  von  i  und  A  l  ver- 
nachlässigt, für  T'-hi  die  quadratische  Gleichung: 

*)  Fehler  in  a,  df  und  k  werden  hier  yemachlässigt,  weil  sich  dieselben 
doch  nicht  aus  den  Beobachtungen  der  Finsternisse  bestimmen  lassen. 


1 
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(r+»)2-f-— -cos  (3f—JV) (!•  +  »)  = -8 -j 

n  n* 

Löst  man  diese  Gleichung  nach  T  -f-  i  auf  und  bedenkt,  dafs: 


so  findet  man,  wenn  man  setzt: 

L  sijup  =  m  sin  (Jf  —  JV),  (^ 

T*  = cos  {M — N)op —  tzfi'  tang  ^  op — sec  ^, 

n  n  n 

oder  mit  Ausnahme  des  Falles,  dafs  <p  sehr  klein  ist: 

T  = ^^ — r^ ='  — tzF»'tang<^ij= — secc^. 

Da  nun  die  Zeit  des  Eintritts  immer  früher  als  die  des  Aus- 
tritts ist,  also  T  für  den  Eintritt  einen  kleineren  positiven  oder 
gröfseren  negativen  Werth  haben  mufs  als  für  den  Austritt,  so  gilt, 
wenn  man  den  Winkel  0  inmier  im  ersten  oder  vierten  Quadranten 
nimmt,  das  obere  Zeichen  für  den  Eintritt,  das  untere  dagegen  für 
den  Austritt,  wie  man  sogleich  aus  der  ersteren  Form  der  Gleichung 
für  T'  sieht.  Nimmt  man  aber  für  den  Eintritt  <p  in  dem  ersten 
oder  vierten,  für  den  Austritt  dagegen  in  dem  zweiten  oder  dritten 
Quadranten,  so  ist  für  beide  Fälle: 

-,  wsin(JM"— JV^+^)       .       .,,        ,      M        , 

T*  =  —-  ^ — ; — ; ^  •—$  —  »'  tang  ip sec  0 

w  sin  ^  °  n 

oder: 

T  = cos  (M—N) ^— »  — i'tang^ sec^.      (J) 

n  n  n 

Nur  für  ringförmige  Sonnenfinsternisse  ist  der  Austritt  bei  der 
inneren  Berührung  früher  als  der  Eintritt.  Man  mufs  also  dann  für 
den  Eintritt  0  in  dem  zweiten  oder  dritten,  für  den  Austritt  dagegen 
in  dem  ersten  oder  vierten  Quadranten  nehmen. 

Die  Gleichung  (J)  löst  man  nun  durch  auf  einander  folgende 
Näherungen  auf.  Man  berechnet  zu  dem  Ende  die  Werthe  x,  y,  z, 
a,  d,  g,  l  und  >l  nach  den  Formeln  (-4),  (B\  (C),  {E)  und  (-F) 
für  mehrere  auf  einander  folgende  Stunden,  sodafs  man  nach  den 
Interpolationsformeln  die  Werthe  von  a^o  ^uid  2/O9  sowie  deren 
Differentialquotienten  für  eine  jede  Zeit  finden  kann.  Dann  ninmit 
man  ein  T  an,  so  genau  als  es  die  beiläufige  Eenntnifs  des  Län- 
genunterschiedes erlaubt,  interpolirt  für  diese  Zeit  die  Gröfseh 
^0)  ^09  od  und  y^  und  findet  dadurch  mit  Hülfe  der  Formeln 
(D),  (ö),  (H)  und  (J)  einen  genäherten  Werth  für  T'.    Mit  dem 
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Werthe  T-^  T  wiederholt  man  dann,  wenn,  es  nöthig^ist,  die  vorige 
Rechnung.  Bezeichnet  man  den  in  der  letzten  Näherung  angenom- 
menen Werth  wieder  mit  T  und  die  gefundene  yerbesserang  mit 
T',  so  ist  dann  T^  T  =  t  —  d^  wo  ^  die  Beobachtungszeit  und  d 
den  östlichen  Längenunterschied  des  Beobachtungsortes  vom  ersten 
Meridian,  d.  h.  von  demjenigen  Meridiane  bezeichnet,  dessen  Zeit 
der  Berechnung  der  Gröfsen  x,  y,  z  etc.  zum  Grunde  liegt. 
Es  ist  also: 

Mi  7"  A  2 

d  =  *  —  TH cos  (M—N)  H cos  0  4-  i  4- »'  tang  ^  H sec  ;^ 

**  **  **  /jr\ 

=  *  —  TH ^ — : — ; ^  + 1 4- »  tangc^H sec  ^. 

nsin^  ®         n 

Da  die  Werthe  von  x'  und  y'  so  gefanden  werden,  dafs  ihnen 
die  mittlere  Stunde  als  Zeiteinheit  zum  Grunde  liegt,  so  setzt  die 
obige  Formel  for  d  dieselbe  Zeiteinheit  voraus.  Will  man  aber 
den  Längenunterschied  d  in  Zeitsecunden  haben,  so  muTs  man  die 
rechte  Seite  der  Formel  mit  der  Anzahl  s  von  Secunden,  die  auf 
eine  Stunde  derjenigen  Zeitart  gehen,  in  welcher  die  Beobachtung 
ausgedruckt  ist,  multipliciren.  Dadurch  wird  dann  auch  t  —  T  in 
Secunden  derselben  Zeitart,  in  der  t  angegeben  ist,  ausgedrückt,  oder 
T  bezeichnet  die  mit  t  gleichmäfsig  ausgedrückte  Zeit. 

Die  Gleichung  (IQ  giebt  nun  nicht  den  Längenunterschied  des 
Beobachtungsortes  vom  ersten  Meridian,  sondern  vielmehr  eine 
Relation  zwischen  demselben  und  den  Fehlem  der  Rechnungs- 
elemente. Hat  man  aber  an  verschiedenen  Orten  dieselbe  Finster- 
niTs  beobachtet,  so  erhält  man  für  einen  jeden  Ort  so  viele  solcher 
Gleichungen,  als  man  Momente  der  Finsternifs  beobachtet  hat. .  Durch 
die  Combinaüon  dieser  Gleichungen  eliminirt  man  dann,  wie  man 
nachher  sehen  wird,  die  Fehler  eines  oder  mehrerer  Rechnungs- 
elemente und  macht  auf  diese  Weise  das  Resultat  von  den  Fehlem 
der  Tafeln  so  viel  als  möglich  unabhängig.     * 

Man  mufs  nun  noch  die  Gröfsen  i  und  i^  entwickeln,  welche 
durch  die  Gleichungen: 

oder: 

ni  =  sin  JTA«  +  cos  J/Ay 
nt'  =  sin  Ntiy  —  cos  N^x 

bestimmt  waren.  Die  Gröfsen  x  und  y  hängen  von  a  —  a,  ^  —  d 
und  7t  ab.  Nimmt  man  also  diese  Gröfsen  als  fehlerhaft  an, 
so  wird: 

Brannow,  sphärische  Astronomie.    4.  Aafl.  22 
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Ay  =ii'A  (a—a)  +FA  (<>—«?)  +  C'A», 
wo  J^  B,  C  die  Differentialqnotienten  von  x  in  Bezug  auf  a  —  a, 
^  —  i  und  IT,  J[',  B',  C  dagegen  dieselben  Differentialquotienten 
von  y  sind.  Da  nun  A  (« —  ä),  A  (^  —  i)  nnd  A'f  immer  nur 
kleine  Oröfsen  sind,  so  kann  man  in  den  Ausdrücken  für  die 
Diflferentialquotienten  die  Glieder,  welche  sin  (a  —  a)  und  sin  (<>— cQ 
als  Factor  enthalten,  vernachlässigen,  dagegen  cos(a  —  a)  und 
C08(^  —  d)  gleich  Eins  setzen  und  erhält  dann: 

.      cos^      ,         ^      cos^ 

Ä  =  -: —  cos  (jz  —  aj^^  -, — 

sin  «  sin  TT 

-,  sin  (^  sin  (a  —  a)      ^ 

sinw 

^ cos  ^  sin  (g  —  o)  cos  n x__ 

""  sin  TT*  tang  w 

j,       ,  cos  ^  sin  d  sin  (a  —  ä)      ^ 
il  ^  H : ^u 

SlUTT 

„,  __  cos  (<^  —  d)  __     1 
sin  n  sin  TT 

tang  TT 
Da  nun  i  und  i\   also  auch  A(«  — «)»  A(^  —  <0  ^^^  A^  in 
Theilen  des  Radius  ausgedrückt  sind,  so  müssen  diese  Differential- 
quotienten, wenn  man  die  Fehler  der  Elemente  in  Secunden  erhalten 
will,  mit  206265  dividirt  werden.    Setzt  man  dann: 

— ?— =  Ä. 
.  ,  206265 .  n  sin  TT      ^ 

so  wird: 

»  5 = Ä  sin  JP^  cos  ^  A  (a—a)  4- Ä  cos  ^A  (^— eQ — Ä  cos  TT  A  w  [ru  sin  JV-I- y  cos  JT] 
»'« = — Ä  cos  J^Tcos  ^A  (a— a)  4-  h  sin  JTA  (<J — d)  4-  Ä  cos  tt  A  w  [oj  cos  N — y  sin  N], 
also,  wenn  man  die  obere  Gleichung  mit  cos^,  die  untere  mit 
sin^  multiplicirt: 

[»«-f-»'«  tang  ^]  ^^  =  sin  (N—<p)  cos  ^^  (a—a)H- cos  (^— (^)A(<J— * 

—  cos  TT  A  w  [a5  sin  (N —  (^)  4-  y  cos  (N —  (&)]. 
Damit  erhält  man  dann: 
^     *     /r_i_»»   sin(Jlf— 2^4-^)  ,   ,sin(^'— ^)        ^,  ,        . 

(2  =  ^—  T-l 8 ^ : ; ^'  4-  Ä ^ r-^  cos  M  (a—O) 

n  sin^  co8(^ 

cos  (^ 

4-  Ä  — ^  206265  sin  nM 
cos^ 


/^a;sin(jy-><^)4-ycos(jy-^)^ 

—  A  cos  ttA^i ; I 

V  cos  ^  J 
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oder  auch,  wenn  man  setzt: 

«  =  sin  ITcQS  ^A  (« — «)  -H  cos  N^  (ß — d) 

f  =  —  cos  A'cos  *A  («— a)  +  sin  N^  (et— d) 

17  =  206265  sin  rcM  (L) 

9  =  cos9rA7r 

-     X  sin  (2^—0)  +  y  cos  (1^—^) 

JJ,s= 

cos^ 
<i=t— r-4-^'g^^^^T'^"^^^4-As-4-ACtang0+^i?sec<^--ftJgra      (3f) 

Jede  Beobachtung  eines  Moments  einer  Verfinsterung  giebt  nun 
eine  solche  Gleichung  und  da  dieselbe  fanf  unbekannte  Oröfsen  ent- 
hält, so  werden  fanf  solcher  Gleichungen  zur  Bestimmnng  derselben 
hinreichen.  Die  Gröfsen  ij  und  8  wird  man  aber  in  der  Regel 
nicht  bestinmien  können,  wenn  nicht  die  Beobachtungen  an  Orten, 
welche  sehr  weit  von  einander  entfernt  liegen,  angestellt  sind. 
Indessen  wird  doch  die  Berechnung  der  Coefficienten  immer  den 
Einflufs  zeigen,  welchen  Fehler  in  den  Werthen  von  n  und  l  auf 
das  Resultat  haben  können.  Man  wird  also  in  der  Regel  immer 
nur  den  Längenunterschied  von  den  Fehlem  C  und  e  zu  befreien 
suchen,  aber  die  letztere  Gröfse  nur  dann  bestimmen  können, 
wenn  der  Längenunterschied  eines  Ortes  vom  ersten  Meridiane 
bekannt  ist.  Kennt  man  dann  e  und  C,  so  erhält  man  daraus 
die  Fehler  der  Tafeln  in  Rectascension  und  Declination  durch  die 
Gleichungen: 

cos  ^A  (a — ö)  =  e  sin  N —  Ccos  N 
^  {ß—d)  =  e  cosJV+  Csin  jY. 

Die    sämmtlichen   Formeln,   deren   man  zur  Berechnung  des 

Längenunterschiedes  aus  einer  Sonnen-Finstemifs  bedarf,  sind  nun 

also,   noch   einmal   der  Uebersicht  wegen   zusammengestellt,  die 
folgenden: 


,       sin  Tf'       cos  d ,         ,. 
A  sin  TT     cos  ^ 

A  sm  TT 

__   sinTT^ 

^""^"A'sinTr' 


(1) 


wo  a,  (^  und  TT  Rectascension,  Declination  und  Horizontal-Aequa- 
torealparallaxe  des  Mondes  a',  ^\  A'  und  n  dagegen  Rectascension, 
Declination,  Entfernung  und  mittlere  Horizontal- Aequatorealparallaxe 
der  Sonne  bezeichnen, 

22* 
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a;  = 


cos  ^  sin  (a  —  a) 


sin  TT 


y  = 


m(d  —  d)  cos  i  (a  —  a)«  -+-  sin  («J  +  d)  sin  j  (a  —  a)' 


sin 


Sm  TT 


z  = 


cos  (<J  —  d)  cos  i  (a  —  a)'  —  cos  (<?  +  (!)  sin  i(a—-a) 


3 


sin  TT 


(2) 


1 


sin/*=  -7— [sinÄ  ±  fc  sin  r'], 


(3) 


wo: 


log  [sin  Ä  4-  *  sin  «']  =  7.6688041 
für  äufsere  Berührungen  und: 

log  [sin  Ä  —  Ä  sin  tt']  =  7.6666903 

für  innere  Berührungen  ist, 

C==£f±- 


sin/" 


(4) 


wo   wieder   das  obere  Zeichen  für  äufsere,    das  untere  für  innere 
Berührungen  gilt. 

/  =  c>l, 


(5) 


(6) 


wo  X  immer  dasselbe  Zeichen  wie  c  erhält; 

f  =  /ocos^' sin(^  —  a)   . 

7)=  p  [cos  d  sin  ^'  —  sin  d  cos  f>'  cos  (ß  —  a)] 

C  =  p  [sin  d  sin  ^'  -4-  cos  d  cos  ^'  cos  (^  —  a)] 

wo  ^'  und  /o  die  verbesserte  Polhöhe  des  Beobachtungsortes  und 
seine  Entfernung    vom  Mittelpunkte,    9    dagegen    die   beobachtete 
Sternzeit  eines  Ein-  oder  Austritts  bezeichnet. 
Ist  dann  für  eine  Zeit  T: 


X  =  Xi 


=  x' 


so  berechnet  man: 

m  sia  M  =  Xq  —  f 


dx 
'dt 

^y      I 


nsin  JV=aj' 


m  cos  Jf  =  yo  —  ""l  n  cos  N=sy' 

L  sin  <p  =  m  siD.(M  —  N), 


,l^X:=L  (7) 

(8) 

wo  für  Eintritte  0  im  ersten  oder  vierten,  für  Austritte  im  zweiten 
oder  dritten  Quadranten  zu  nehmen  ist,  und: 

n  sm  ^  n  n 


I 

j 


Dann  ist: 
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<i  =  ^— T—  r'+Äe  +  ACtang  <p,  (10) 


wo: 


Ä  = 


206265.  n  sin  TT ' 
e  =  siiiJVco8  <JA(a— ö)  +  C08^A(<J— d), 
C=  —  cos^cos^A(a  — a)  +  8in^A(<^— «0> 


also: 


cos  (JA  (a — a)  =  e  sin  ^— r  Ccos  N 
A  (<J— (^  =  £  cos^'+Csin  ^. 

Beispiel.  Am  7.  Juli  1842  fand  eine  Sonnenfinstemifs  statt, 
bei  welcher  in  Wien  und  Pulkowa  die  folgenden  Momente  beob- 
achtet wurden: 

Wien: 
Innere  Berührung  beim  Eintritt     18"»  49™  25» .  0  mittlere  Wiener  Zeit. 
Innere  Berährung  beim  Austritt     18512  2.0      „  „  „ 

Pulkowa: 
Aeufsere  Berührung  beim  Eintritt     19*"  7"  3« .  5  mittlere  Pulkowaer  Zeit. 
Aeufsere  Berührung  beim  Austritt    2112  52. 0      „  „        '    „ 

Nach  dem  Berliner  Jahrbuche  hat  man  die  folgenden  Oerter 
der  Sonne  und  des  Mondes: 

M.BerLZeit.        a  d  a'  .  & 

17»»      105»  8'  49".  93 +28°  22'  10".  35  106<>  50'  38".  49  -h  22^33'  24".  46 


18h 

47  43  .  31 

15  0  .  34 

53  12  .  37 

33  7  .93 

19>» 

106  26  34  .  14 

7  40  .  45 

55  46  .  24 

32  51  .  36 

20»» 

107  5  22  .  32 

0  10  .  75 

58  20  .  09 

32  34  . 75 

21h 

44  7  .  75 

22  52  31  .  29 

107  0  53  .  94 

32  18  .09 

22»» 

108  22  50  .  34 

44  42  .  13 

TT 

3  27  .  78 

logA' 

32  1  .40 

17h 

59'  55".  06 

0.0072061 

18»» 

56  .37 

56 

19»» 

57  .65 

51 

20»» 

58  .91 

46 

21»» 

60  0  .  14 

41 

22»» 

1  .35 

36. 

* 

Berechnet  man  nus 

L  zuerst  die  Gröfsen  a,  d   und  g 

nach  den 

Formeln  (1),  so  erhält  man: 

a 

d                    log 

g 

18»»  106»  53' 21' 

'.53  +22^33' 

'  2".  04   9.9989,808 

19»»     55  50 

.  33      32  46  .  47 

11 

20»»     58  19 

.10      32  30  .  87 

15 

21»»  107  0  47 

.  88      32 

15  .25 

19. 
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Ferner  findet  man  nach  den  Formeln  (2),  (3),  (4)  und  (5): 


17h 

X 

—  1 .  5632144 

y 

4-  0 .  8246864 

log« 
1 .  7585349 

18h 

—  1.0061154 

+  0 .  7039354 

1 .  7584833 

19h 

—  0 .  4489341 

-f  0 .  5827957 

1 .  7583923 

20h 

+  0 .  1082514 

4-  0 .  4612784 

1 .  7582614 

21h 

4-  0 .  6653785 

4-  0 .  3393985 

1 .  7580909 

22h 

4- 1 .  2224009 

-4-0.2171603 

1 .  7578799. 

17h 

l 

Aeufsere  Beriihrung.  Innere 
0 .  5362314      0 . 

log^ 
)Beruhnmg.  Aeufsere  Berühr.  Innere  Berühr. 
0100548     7 .  6626222    7 .  6605084» 

IS^ 

0 .  5362001       0 . 

0100860 

23 

85 

19h 

0 .  5361450      0 . 

0101409 

25 

87 

20h 

0 .  5360655      0 . 

0102198 

26 

88 

21h 

0 .  5359622      0 . 

0103227 

27 

89 

22h 

0 . 5358345      0 . 

0104499 

29 

91. 

Nun  ist  die  Zeit  der  inneren  Berührung  beim  Eintritt  für  "Wien: 

18h  49m  25« .  0, 

also  die  Stemzeit: 

e  =  Ih  52»  29« .  8  ==  28°  T  21".  0; 

femer  ist: 

^  =  480 12'  35".  5, 

also  die  verbesserte  Polhöhe: 

^'  =  480  i»  8'i.  9 
und: 

log/?  =  9.9991952. 

Nimmt  man  nun  jP=  18h  30™,  so  erhält  man  für  diese  Zeit: 

OJo  =  —  0 .  727530        y^  =  4-  0 .  643413, 

und  nach  den  Formeln  (6): 

f  =  —  0 .  654897       ^  =  4-  0 .  635482       log  C  =  9  .  606857; 

ferner  nach  den  Formeln  in  No.  15  der  Einleitung: 

a;'  =  +  0 .  557185  y  =  —  0 .  121140, 

also  nach  den  Formeln  (7),  (8)  und  (9): 

Jf  =  2760  13'  54"        log  m  =  8  .  863708        ,  ^  j  _  .    ^-^^ 
N  =  102    15   58         log  n  =  9  .  756030        ^^SL^S.  077778 

^  =  390  57'  10" 
T  =  -6«»  40«.  85. 

Man  hat  hier  nun  nicht  nöthig,  eine  zweite  Näherung  zu  machen, 
und  erhält  daher  nach  der  Formel  (10): 

c?  =  -f.  Oh  12m  448. 15  4. 1 .  7553  e+  1 .  4703  C 
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Ans  der  Beobachtung  der  inneren  Berfihmngen  beim  Austritt 
findet  man  ebenso,  wenn  man  dasselbe  T  beibehält: 

f  =  —  0.663763  7  =  +  0.633338        log  C  =  9.612367 

M  =  277«  46'  40"  log  m  =      8.871874       log  L  =  8.078638 

^  =  150»  54'  51".  5 
r  =  — 8»  548.74, 

(Jr=H-Oi»  12»  27». 26 4- 1.7553 e  — 0.9764 C. 

Auf  gleiche  Weise    erhält   man   aus   den  Beobachtungen  in 

Pulkowa,  wenn  man: 

g,  =  59«  46'  18".  6, 

also: 

y>'  =  59«  36'  16".  8 

und: 

log/)  »  9.9989172 

nimmt, 

d'  =  Ih  8«»  26« .  57  +  1 .7559  «  +  0.5064  C, 

d'  =  l    8    22  .67 -f.  1.7541  «  —  0.3034  C 

Es  ist  also: 

d'  —  d  =  -f.  55»  42'» .  42  —  0.9639  C, 

d'  — d«-h55    55  .  414-0.6730  C, 

also: 

d'  — d  =  -f-55"»50«.07 
und: 

C  =  —  7".  94. 

um  nun  auch  den  Fehler  e  zu  bestimmen,  muTs  man  die  Länge 
eines  der  Orte  von  Berlin  als  bekannt  annehmen.  Da  aber  die 
Länge  Wiens  von  Berlin 

4-0»»  11°^  56«.  40 
beträgt,  so  erhält  man  aus  der  ersten  Gleichung  für  d: 

e  =  —  20".  55. 
Da  nun  femer: 

cos  <JA(a — a)  =  «  sin  ^ —  Ccos  N 

A(<^ — d)  =  ecosjr4-  Csin^, 
so  wird: 

cos  ^A(a— a)  =  —  21".  78 
und: 

^(ej— ü[)  =  -.3".38. 

30.     Für    Stembedeckungen    durch    den   Mond   werden    die 

Formeln   etwas   einfacher.    Da  dann  w  =  0  ist,   so   wird   a  =  a\ 

d  =  ^.    Es  fallt  daher  die  Berechnung  der  Formeln  (1)  ganz  fort 

und    die  Coordinaten  des  Erdorts  werden  vom  Orte  des  Mondes 

ganz  unabhängig,  nämlich: 

f  ==  />  cos  fp'  sin  (8  —  a') 

ly  =  />  [sin  9?'  cos  ^'  —  cos  ^'  sin  d"  cos  (8  —  «')]• 
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Die  dritte  Coordiiiate  f  braucht  man  nicht,  weil  für  diesen 
Fall  f,  also  auch  ;i  =:  0  ist,  indem  der  einhüllende  Kegel  in  einen 
Cylinder  übergeht.  Der  Halbmesser  l  des  Durchschnitts  dieses 
Cylinders  mit  der  Grundebene  der  Coordinaten  wird  dann  gleich 
dem  Halbmesser  des  Mondes,  also  gleich  k.  Man  hat  daher  auch 
nicht  die  Berechnung  der  Coordinate  z  nöthig;  x  und  y  findet  man 
aber  aua  den  einfachen  Gleichungen: 

C08<Jsin(a — a') 

X  = ~ 

sin  TT 

sin  <J  cos  ^  —  cos  <f  sin  «f  cos  (a — a') 

y  = : ^^ -. 

Sm  TT 

r  , 

Die  aUgemeine  Gleichung  der  Finsternisse  g«ht  nun  in  die 
folgende  über: 

(Jb  4- AÄJ)*  =  (a?  +  Aic  -  f)' +  (y  4- Ay  - 1?)', 

die  man  ganz  so  wie  vorher  auflöst.  Setzt  man  wieder  t — d^=T'hT 
und  sind  a^ound^o  di©  Werthe  von  xxmdy  für  die  Zeit  T^x'  \mdf/ 
die  Differentialquotienten  dieser  Gröfsen,  so  berechnet  man  wieder 
die  Hülfsgröfsen : 

mnnM  =  Xq  —  f  n  sin  JV  =  a?' 

w  cos  3f  =  yo -^-1?  ncos^ssy' 

Ä  sin  ^  =  w  sin  (M —  N) 

und  erhält  dann: 

n  sm^  *• 

wo  Ä,  e  und  C  wieder  dieselbe  Bedeutung  wie  vorher  haben. 

Beispiel.  1849  Nov.  29  wurde  zu  Bilk  der  Ein-  und  Austritt 
des  Sterns  aTauri  am  Mondrande  beobachtet  und  zwar: 

der  Eintritt  um  8*»  15™  12s.  1  mittlere  Büker  Zeit, 
der  Austritt  um  9    18     19  .8. 

Der  Eintritt  desselben  Sterns  wurde  auch  zu  Hamburg  beob- 
achtet um 

8h  33m  478 .  2 

mittlere  Hamburger  Zeit; 

Der  Ort  des  Sterns  war  an  diesem  Tage  nach  dem  Nautical 
Almanac: 

a' =  4h  lim  168 .  24  =  62M9' 3".  6 
«j'  =  H-15oi5'32".2. 

Femer  ist  far  Bilk: 

f»'  =  51M'10".0 
log  )ö  =  9.9991201 
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und  für  Hamburg: 

f»'  =  53«  22'  4".  2 
log^  =  9.9990624. 

Endlich  hat  man  nach  dem  Nautical  Almanac  für  die  mitt- 
leren Greenwicher  Zeiten  7**,  S^^  9*»  die  folgenden  Oerter  des 
Mondes: 

a  d                        iü 

^h     4h    6»    2».  35  -t- 150  47' 24".  6        60' 50".  8 

8h      4     8    35.69  15   54  48.8        60  51.8 

9h      4    11      9  .31  16     2    6.5        60  52  . 9. 

Man  erhält  also  für  diese  drei  Zeiten: 

X  I.  Diff.  y  I.  Diff. 

7h    —1.240980  ,  ^.^.„.o  -4-0.527577  ^,,«„,, 

fth        ftß^A99ft  -+- 0.606752  .  ^ß.ßo,ft  H- 0.118741 

8h    —0.634228  .   /x/jnßOßA  +0.646318  ,  ^,,0^.^ 

9h    -0.027364  -^^'^^^^^  -h  0.764974  +^.118656. 

Für  den  Eintritt  für  Bilk  hat  man  nun: 

e  ==  Oh  49«  29» .  93 
e  — a'  =  —  50°  26' 34".  6 
also: 

e  =  —  0.484015  und  17  =  4-  0.643216. 

Ninmit  man  nun  T=  7h  50™  an,  so  erhält  man  für  diese  Zeit: 
«0  —  f  =  —  0.251346  yo  —  7  =  —  0.016682 

V  =  +  0606789  y'  =  4-  0.118713, 

also: 

3f=266M2'10"  JV=H-780  55'W 

\ogm=     9.401226  logn=      9.791194 

^  =  —  60  43' 11" 
r= -1-2»  08.85. 

Die  Beobachtung  des  Eintritts  für  Bilk  giebt  also  zwischen 
dem  Hittagsunterschiede  von  Greenwich  und  den  Fehlern  s  und  C 
die  Gleichung: 

d  =  4. 27«  12» .  95  +  1 .5945  s  —  0. 1879  C, 
und  auf  dieselbe  Weise  erhält  man  aus  dem  Austritt  für  Bilk: 

d  =  4-  27»  27» .  10  4- 1 .  5937  e  4-  0 .  5336  C, 
und  aus  der  Beobachtung  des  Eintritts  für  Hamburg: 

d' =  4- 40«  3».  76  4-1. 5945  e  — 0.1362  C.  * 
Man  hat  also  die  beiden  Gleichungen: 

d'  _  d  =  4-  12»  508 .  81  +  0.0517  C, 
d'  — (j  =  +12    36  .66  — 0.6698  C, 
woraus  man 

d'  —  d  =  4- 12«  49» .  80  und  C=  —  19".  61 
fndet. 
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31.  Die  in  No.  29  und  30  gegebenen  allgemeinen  Gleichungen 
für  die  Finsternisse  und  Stembedeckungen  dienen  nun  auch  zur 
Vorausberechnung  derselben  für  einen  gegebenen  Ort  der  Erde. 
Nimmt  man  für  T  eine  der  Mitte  der  Finstemifs  nahe  gelegene 
Zeit  des  ersten  Meridians,  am  bequemsten  eine  runde  Stunde  und 
berechnet  für  diese  Zeiten  wieder  die  Gröfsen  oc{^  y(^  oä  ^  und  jD, 
so  wird  die  allgemeine  Gleichung  der  Finsternisse: 

wo  f  und  -Ti,  die  Coordinaten  des  Ortes  auf  der  Oberfläche  der  Erde 
in  dem  gesuchten  Momente  der  Finsternifs  T-h  T'  bezeichnen.  Nennt 
man  daher  ^o  die  der  Zeit  T  entsprechende  Stemzeit,  so  wird 
B^-\rA^  die  Sternzeit  des  Ortes,  für  welchen  die  Finstemüjs  be- 
rechnet wird;  bezeichnet  man  also  die  zu  ^o  +  ^  gehörigen  Werthe 
von  f  und  iy  mit  f^  und  i?q,  so  wird: 

f  =  fo +/>cosf>' cos  (00 -a  +  do)  ^^^.  ^ 

'y  =  7o  +  /»  cos  9'  sin  (Bo  —  «  +  ^o)       7^      •  ^  •  ^"^  ^• 

Wenn  man  daher  jetzt  setzt: 

m  sin  J9f  =  o^o  —  fo » 
wcoBJIf=yo— 7o» 


n  sin  'S  «^rc'  —  p  cos  ^'  cos  (0o  —  «4-  ä,^ 


dT 


n cos  jy  =  y'  —  /> cos ^'  sin (e©  —  « 4- d©)       ,m^  sin ä 


sin  0  =  •—  sin  {M —  N). 


'0 

wo  Zo  den  zur  Zeit  T  gehörigen  Werth  von  L  bezeichnet,  so  e^ 
hält  man  wieder: 

r  =  -  —  cos  (3f-JV0  iF^cos  ^  =  *- T-d, 

wo  ^  im  ersten  oder  vierten  Quadranten  genommen  werden  nrnfe 
und  das  obere  Zeichen  für  den  Eintritt,  das  untere  far  den  Aus- 
tritt gilt,  oder  es  wird,  wenn: 

«M  TT 

cos  {M—N) ^  cos  <^  =  T 

-  —  cos  (M-JT)  +  ^  cos  ^  =  T* 
H  VI 

die  Zeit  des  Eintritts  in  mittlerer  Ortszeit: 


*)  Für  eine  Stembedeckung  ist  X  =  Ä  =  0.2725. 


347 

« 

und  die  des  Austritts: 

Durch  diese  erste  Annäherung  erhält  man  die  Zeiten  der 
Ränderberuhrungen  auf  einige  Zeitminuten  genau,  was  für  die  Er- 
leichterung der  Beobachtungen  der  Finsternisse  schon  ausreicht. 
Will  man  die  Zeiten  genauer  haben,  so  mufs  man  die  Rechnung 
wiederholen,  indem  man  einmal  T-I-t  und  dann  T-i-t'  statt  T 
nimmt. 

Zur  Erleichterung  der  Beobachtungen  ist  es  noch  nöthig,  die- 
jenigen Punkte  des  Sonnenrandes  (oder  far  Sternbedeckungen  des 
Mondsrandes)  zu  bestimmen,  an  denen  der  Eintritt  und  Austritt 
erfolgt.    Substituirt  man  aber  in: 

«0  — f  +  «'^  undyo  — 7  +  ^^ 
für  T'  den  Werth: 

cos  (M—N)  qp  —  cos  c^, 

so  erhält  man: 

X  — f  =  [wsin3f  cos^cos  JVsin  tfi  —  iwcosJlf  cos^sin-^Tsin^ 

=F  m  sin  -3f  cos  ^  sin  J/'  cos  <^  =t  t»  cos  Jtf  sin  27' sin  N  cos  di]  - — r , 
^  sm^ 

oder: 

a:— f=q= V-7 -sm(Nqpip) 

==zpLsia  {N=f  ip) 
und  ebenso: 

y  — 17  =  1^=  -^  cos  (JV=p  (p). 
Es  ist  daher  far  den  Eintritt: 

OJ  — f=  — Xsin(jy— 0)  =  J&sm(^'+18O»  — ^) 
y  — 17  =  —  I.  cos  (2f  —  ^) « Ir  cos  \n+  180»  —  (p\ 
und  far  den  Austritt: 

a?  —  f  =  i  sin  ( JIT  4-  ^) 
y  — 17  =  L  cos  (N+  (p). 
Nun  sind  $ — x  und  iy  —  y,  wie  man  in  No.  29  gesehen  hat, 
die  Coordinaten  des  in  dem  Einhüllungskegel  gelegenen  Erdorts, 
bezogen  auf  ein  Axensystem,  dessen  Axe  der  z  die  Verbindungs- 
linie  der  Mitten  beider  Gestirne  und  dessen  Axe  der  x  dem  Aequator 
parallel  ist;  x — f  und  y  —  y^  sind  daher  die  Coordinaten  eines 
Punktes,  welcher  in  der  Richtung  der  von  dem  Erdorte  nach  dem 
Berührungspunkte  der  beiden  Gestirne  gezogenen  geraden  Linie 
liegt  und  dessen  Entfernung  von  der  Spitze  des  Kegels  gleich  der 

des  Erdorts  von  derselben  ist.     ~     und  ?lZL5  sind  also  der  Sinus 

1j  Ja 

und  Cosinus  desjenigen  Winkels,  welchen  die  Axe  der  y  oder  der 
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durch  den  Punkt  Z*)  gehende  Declinationskreis  mit  der  Richtung 
von  Z  nach  dem  Berührungspunkte  macht.  Da  nun  aber  der 
Punkt  Z  dem  Mittelpunkte  der  Sonne  immer  sehr  nahe  liegt,  so 


kann  man  auch  ohne  merklichen  Fehler 


X 


-=-^  und  ^  T^  als  den 


Sinus  und  Cosinus  desjenigen  Winkels  ansehen,  welchen  der  durch 
den  Mittelpunkt  der  Sonne  gehende  Declinationskreis  mit  der  Rich- 
tung vom  Mittelpunkte  der  Sonne  nach  dem  Berührungspankte 
macht.    Dieser  Winkel  ist  daher  für  Eintritte: 

N  4- 180°  —  ip 
und  für  Austritte:  }    (A) 


Für  ringförmige  Sonnenfinsternisse  wird  dagegen  N-k-^f  der 
Winkel  für  den  Eintritt  bei  der  inneren  Berührung,  und  JV-h  180®— (^ 
der  Winkel,  in  welchem  der  Austritt  erfolgt. 

Für  eine  Sonnenfinsternifs  hat  man  also  zuerst  für  eine  der 
Mitte  der  Finstemifs  nahe  gelegene  Zeit  T  (am  besten  eine  ronde 
Stunde)  desjenigen  Meridians,  für  welchen  die  Sonnen-  und  Monds- 
tafeln oder  die  Ephemeriden  gelten,  die  Formeln  (1),  (2),  (3),  (4) 
und  (5)  in  No.  29  und  die  Differentialquotienten  af  und  y'  zu  be- 
rechnen, femer  wenn  ^o  die  der  mittleren  Zeit  T  entsprechende 
Stemzeit  und  (2o  die  Östliche  Länge  des  Ortes,  für  welchen  man 
rechnet,  bezeichnet: 

$o=P  cos  ^'  sin  (00  4-  do  — ^  a) 
Vo'^P  [cos  d  sin  ^'  —  sin  d  cos  ^'  cos  (öo  +  d^  ^--  a)] 
Co  =  i»  [si'i  ^  sin  9?'  -h  cos  d  cos  f>'  cos  (0o  +  do  —  «)]• 
Setzt  man  dann: 

m  sin  3f  =  a?o  —  f  o » 
m  cos  M  =  yo  —  i^o» 

n  sin  N=  x'  —  p  cos  f>*  cos  (0o  +  ^o  ' 


n  cos  N=  y'  -  p  cos  9?'  sin  (0o  4-  do  "~  *) 
m 


<«(0o-a) 


dt 

d(0o-a) 
dt 


sind 


8m^  =  -=r-8m(M—N)    ((p  immer  < ± 90«) 


r  = cos  (M —  N) 


n 


COS0 


T*  =  —  —  cos  (il£— ^)  4-  — ^  cos  <p, 
n       ,  n 


*)  Der  Punkt  Z  ist  deijenige  Pxmkt,  in  welchem  die  Axe  der  5  oder 
ide  Yerbindungslinie  der  Mitten  beider  Gestirne  die  scheinbare  Himmels- 
kugel trifft. 
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so  wird  die  Zeit  des  Eintritts  in  mittlerer  Ortszeit: 

und  die  Zeit  des  Austritts: 

Den  Ort  des  Ein-  und  Austritts  am  Sonnenrande  findet  man 
dann  durch  die  Ausdrucke  (Ä), 

Für  Stembedeckungen  werden  die  Formeln  bei  weitem  ein- 
facher. Man  berechnet  wieder  för  eine  der  Mitte  nahe  gelegene 
Zeit  T  des  ersten  Meridians: 

cos  (J  sin  (a  —  a')      - 


0?«  = 


yo  = 


sin  TT 
sin  <J  cos  d'  —  cos  d  sin  d'  cos  (a  —  a') 


sm;r 

und  die  Differentialquotienten  a;'  und  y\    Femer  sucht  man,  wenn 
So  die  der  mittleren  Zeit  T  entsprechende  Stemzeit  bezeichnet: 

?o=  p  cos  9?'  sin  (9  —  a'  +  ^o) 

Vo  =  P  [sin  ^'  cos  «^  —  cos  9?'  sin  <J'  cos  (8  —  a'  4-  ^o)]* 

Setzt  man  dann  wieder: 

mcos3f=yo  —  ^o» 
n8mN  =  x'  —p  cos  ^'  cos  (0o  +  ^0  ""  «0  ^r 

(20 

n  cos  JV  =  y'  —  /o  cos  ^p'  sin  (0o  +  c^o  ~"  «0  jT  sin  ^, 


wo: 


log  ^=9.41916*) 


m 


und: 


sin  ^  =  -jT-  sin  (3f  —  JN") ,  <p<±  90^ 

log  k  =  9.43537 

cos  (M —  N) cos  c^  =  T 

n  n 

cos  (Jlf  —  JN")  H cos  0  =  t'  , 

n  n 


*)  Da  bei  den  hier  yorkommenden  Differentialquotienten  die  Stunde  als 

Einheit  zum  Grunde  Hegt,  so  ist  -rr  die  Aenderung  des  Stundenwinkels  in 

einer  mittleren  Stunde.  Nun  enthält  aber  eine  mittlere  Stunde  3609» .  86 
Stemzeit.  Multiplicirt  man  dies  mit  15  und  dividirt  mit  206265,  um  den 
Differentialquotienten  in  Theilen  des  Radius  auszudrucken,  so  erhält  man: 

log  ^  =  9.41916. 
at 


^ 
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80  wird  die  Zeit  des  Eintritts  in  mittlerer  Ortszeit: 

und  die  Zeit  des  Austritts: 

Den  Winkel,  welchen  der  Declinationskreis  mit  der  Richtang 
nach  dem  Berührungspunkte  macht,  erhält  man  dann  nach  den  Aus- 
drücken Äy  wenn  man  berücksichtigt,  dafs  jetzt  die  Winkel  am 
Mittelpunkte  des  Mondes  gezählt  werden,  für  den  Eintritt: 

und  für  den  Austritt: 

0  =  ^4-^—1800. 

Beispiel.  Wollte  man  für  Juli  7.  1842  die  Zeiten  der  äufseren 
Berührungen  von  Sonne  und  Mond  für  Pulkowa  berechnen,  so  könnte 
man  7=19^  mittlere  Berliner  Zeit  nehmen.  Für  diese  Zeit  ist 
nach  Nö.  29: 

a;^  =  — 0.44893,    y«  =  "+- 0.58280,    rc' =  + 0.55718,    y'  =  — 0.12133 
a  =  1060  55'.  8,      d  =  -t-  22»  32'.  8,   l  =  0.53614,    log  X  =  7.66262. 

Femer  erhält  man: 

00  =  2»»  3m  8» , 

und  da  der  Längenunterschied  zwischen  Pulkowa  und  Berlin  gleich 

4-1»»  7"»  43«  ist: 

00  +  <«  —  a  =  3000  46'.  9, 
also  hiermit: 

f 0  =  —  0.43361,  i7o  =  +  0.69560,  log  Co  =  9.75470,  log  Lo  =  9.72716. 

Ferner  ist: 

^  =  />  cos  f>'  cos  (00  -^do-ä)  ^  ^^^^  ^^  =  4-  0.06762  *) 
^  =  />  cos  ^'  sin  (00  -hdo-a)  ^  ^^^^  ^^  sin  c?  =  —  0.04352, 


*)  Es  ist  nämlich: 

in  Zeit  oder: 
femer: 


also: 


^  =  3609» .  86 
dt 

+  54147".  90; 

da 

^  =  +  148".  78 
at 

^%f^  =  53999".  12, 
dt 


wovon  der  Logarithmus  in  Theilen  des  Radius  ausgedrückt  9.41796  ist 
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also: 

«'  —  ^  =  -f'a48956  und  y'  -  %  =  -  0.07781. 

Daraus  folgt  dann: 

3f  =  187»  44'.  1  ^'=  99»  1'.9 

log  m  ==  9.05628  log  n  =  9.69522 

^=:12M9'.0, 
also: 

T  =  —  1.057  T^  =  1.046 

s=_lh3m.4  =4-l»>2«.8. 

Die  Zeiten  des  Ein-  und  Austritts  sind  demnach: 

e=:i9»   4». 3 
«'  =  21i>  10».  5, 
Zeiten,  die  yon  den  wirklich  beobachteten  nur  S^  abweichen.  Durch 
eine  Wiederholung  der  Rechnung  mit  T^^IS^  und  T=s20^  würde 
man  diese  Zeiten  schon  sehr  genau  erhalten. 

Der  Winkeil  welchen  die  Richtung  vom  Mittelpunkte  der  Sonne 
nach  dem  Berührungspunkte  mit  dem  durch  den  Mittelpunkt  der 
Sonne  gehenden  Declinationskreise  macht,  ist  für  den  Eintritt  267^ 
und  für  den  Austritt  gleich  111  o*). 

32.  Ein  anderes  Mittel  zur  Bestimmung  der  Länge  gewährt 
die  Beobachtung  der  Distanz  des  Mondes  von  bekannten  Sternen 
oder  Ton  der  Sonne,  und  da  diese  Methode  den  Yortheil  gewährt, 
dafs  man  sich  ihrer  in  jedem  Augenblicke  bedienen  kann,  wenn 
nur  der  Mond  über  dem  Horizonte  ist,  so  wird  dieselbe  vorzüglich 
zur  See  angewandt. 

Zu  dem  Ende  enthalten  die  nautischen  Ephemeriden  die  Distan- 
zen des  Mondes  von  der  Sonne,  den  hellsten  Planeten  und  Fix- 
sternen für  jede  dritte  Stunde  eines  ersten  Meridians  berechnet  und 
zwar  so,  wie  dieselben  vom  Mittelpunkte  der  Erde  aus  erscheinen. 
Hat  man  daher  an  irgend  einem  Orte  zu  einer  bekannten  Zeit  eine 
Distanz  des  Mondes  von  einem  solchen  Gestirne  gemessen,  so  be- 
freit man  dieselbe  von  der  Refraction  und  Parallaxe  und  erhält 
dadurch  die  wahre  Distanz  des  Mondes  von  dem  Sterne,  so  wie 
sie  in  demselben  Augenblicke  vom  Mittelpunkte  der  Erde  aus  beob- 
achtet wäre.  Sucht  man  dann  aus  den  Ephemeriden  diejenige  Zeit 
des  ersten  Meridians,  für  welche  dieselbe  Distanz  berechnet  ist,  so 


*)  Ueber  die  Berechnungen  der  Finsternisse  vergleiche  man: 
Bessel,  Ueber  die  Berechnung  der  Länge  aus  Stembedeckungen,  Astr. 
Nachr.  No.  151  und  152  und  BessePs  Astronomische  Untersuchungen  Bd.  II 
pag.  95  und  folgende.    Hansen,  Astr.  Nachrichten  No.  3B9  bis  342. 
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giebt  diese  Zeit,  mit  der  beobachteten  Ortszeit  verglichen,  sogleich 
die  Länge  des  Beobachtungsortes.  Da  indessen  bei  dieser  Methode 
die  Tafeln  als  richtig  vorausgesetzt  werden,  also  der  Fehler  der- 
selben in  dem  Resultate  nicht  eliminirt  ist,  so  gewährt  dieselbe 
schon  aus  diesem  Gründe  lange  nicht  die  Genauigkeit  wie  die 
correspondirenden  Beobachtungen  bei  Finsternissen,  üeberdies  läfst 
sich  die  Zeit  der  Ränderberührung  zweier  Gestirne  viel  genauer 
beobachten,  als  eine  Distanz. 

Zur  Berechnung  der  Refraction  und  der  Höhenparallaxe  der 
beiden  beobachteten  Gestirne  mufs  man  deren  Höhen  selbst  kennen. 
Man  beobachtet  daher  zur  See  kurz  vor  und  nach  der  Messung 
der  Distanz  die  scheinbaren  Höhen  beider  Gestirne  und  da  die 
Aenderungen  derselben  in  kurzen  Zwischenzeiten  als  der  Zeit  pro- 
portional angesfehen  werden  können,  so  kann  man  durch  eine  ein- 
fache Proportion  die  scheinbaren  Höhen  der  Gestirne  für  den  Augen- 
blick, wo  die  Distanz  beobachtet  ist,  finden.  Durch  Anbringung 
der  Refraction,  der  Parallaxe  und  des  Halbmessers  der  Gestirne 
erhält  man  daraus  die  wahren  Höhen  der  Mittelpunkte  beider  Ge- 
stirne. 

Sicherer  ist  es  indessen,  die  wahren  und  scheinbaren  Höhen 
der  beiden  Gestirne  durch  Rechnung  zu  suchen.  Man  nimmt  zu 
dem  Ende  den  Läogenunterschied  des  Beobachtungsortes  vom  ersten 
Meridian  als  näherungsweise  bekannt  an  und  sucht  für  die  genäherte 
Zeit  des  ersten  Meridians,  zu  welcher  die  Distanz  beobachtet  ist, 
den  Ort  des  Mondes  und  des  anderen  Gestirns  aus  den  Ephemeriden. 
Darauf  berechnet  man  nach  den  Formeln  in  No.  7  des  ersten  Ab- 
schnitts die  wahren  Höhen  der  beiden  Gestirne  und,  wenn  man  die 
Abplattung  der  Erde  berücksichtigen  will,  wenigstens  beiläufig  auch 
die  Azimute  derselben.  Nach  den  Formeln  in  No.  3  des  dritten 
Abschnitts  berechnet  man  dann  die  Höhenparallaxen,  indem  man  für 
den  Mond  die  strengen  Formeln: 

-—  sin  2)'  =  psinp  sin  [z  —  (jp  —  ^')  cos  Ä} 

A' 
—  cosp'  =  1  —  psmp  cos  [«  —  (^  —  ^')  cos  -4], 

anwendet  und  sucht  endlich  für  diese  mit  der  Parallaxe  behafteten 
Höhen  mit  Rücksicht  auf  den  Stand  der  meteorologischen  Instrumente 
die  Refraction,  nach  deren  Anbringung  man  die  scheinbaren  Höhen 
der  beiden  Gestirne  erhält.  Da  man  aber  für  die  Berechnung  der 
Refraction  schon  immer  die  scheinbaren  d.  h.  die  mit  der  Parallaxe 


3ö8 

uBd  üefraction  bebaÜeten  Höh^  anwenden  muTs,  so  hat  man  diese 
£(echnimg  dcvppelt  zu  machen. 

Jfan  beobachtet  nun  niemals  die  Distanz  der  Mittelpunkte  der 
beiden  Gestirne,  sondern  immer  die  Distanz  ihrer  Eänder;  man  muTs 
daber  zu  dar  beobachteten  Distanz  noch  die  Summe  d^  schein- 
baren Halbmesser  der  Gestirne  addiren  oder  dieselbe  dayon  ab- 
ziehen, je  nachdem  man  die  Distanz  der  nächste^  (inneren)  oder 
entfernteren  (äufseren)  Ränder  beobachtet  hat.  Ist  aber  r  der 
HorizontaUialbmesser  des  Mondes,  so  iat  der  durch  die  Parallaxe 
vergröfserte  Halbmesser: 

r'  =  r[l  4-1)  sin  Ä], 

wo  p  die  Horizontalparallaxe  in  Theilen  des  Radius  bedeutet. 

Da  nun  die  Refraction  den  verticalefi  Halbmesser  der  Gestirne 

Terkleinert,  während  sie  den  horizontalen  Halbmesser  ungeändert 

läfst,  so  ist  der  in  der  Richtung  der  Distanz  gezogene  Halbmesser 

der  Radius  vector  einer  Ellipse,    deren   halbe  grofse  Axe  der  mit 

dem  Horizonte  parallele  Halbmesser   und  deren  halbe   kleine  Axe 

der  verticale  Halbmesser   des   Gestirns    ist.     Die  Verkürzung   des 

veirticalen  Halbmessers   kann   man   nun   nach   den   später  in  VIH 

des  siebenten  Abschmtts  vorkommenden  Formeln  berechnen,   man 

findet   aber   da£|r   auch  in  Jedem   nautischen  Handbuche  Tafehi, 

welche  die  Höhe  des  Gestirns  zum  Argumente  haben.    Nennt  man 

dann  ^  den  Winkel,   welchen   die  Richtung  der  Distanz  mit  dem 

durch  das  eine  Gestirn  gehenden  Verticalkreise  macht,  ä'  die  Höhe 

des  andern  Gestirns,  A  die  Distanz  beider  Gestirne,  so  ist: 

sin(J.' — -4)cosÄ' 

sin  TT  = : — 

smA 

oder  auch: 

sin  A'  —  cos  A  sin  A 

cos  TT  5= :-— 7 — r- 

syi  A  cos  h 
mithin: 

.  _  cos  i  (A  4-  A  +  AQ  sin  i  (A  +  A  —  h') 

^*  sini(A  +  A'-A)cosi(A  +  A'-A)' 

Aus  der  Gleichung  der  Ellipse  findet  man  dann  aber  leicht, 

wenn  ^laii  den  verticalen  und  horizontalen  Halbmesser  mit  b  und  a 

bezeichnet: 

b 


Y. 


3s: 


cos  tt'  4-  -Ä  sin  tt' 


Nachdem  man  nun  auf  diese  Weise  die  scheinbare  Distanz 
der  J!dittelpunkte  der  beiden  Gestirne  berechnet  hat,  so  erhält  man 
hiöTUUs   in  Verbindung   mit   den   scheinbaren   und    wahren  Höhai 

Brünnow,  «pbärische  Aitronomic.    4.  Aufl.  23 
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beider  Gestirne  die  wahre  Distanz  der  Mittelpunkte,  wie  man  die- 
selbe vom  Mittelpunkte  der  Erde  aus  beobachtet  hätte.  Bezeichnet 
man  nämlich  mit  ^',  Ä'  und  A'  die  scheinbaren  Höhen  und  die 
scheinbare  Distanz  der  beiden  Gestirne,  mit  E  den  unterschied  der 
beiden  Azimute,  so  hat  man  im  Dreieck  zwischen  dem  Zenith  und 
den  scheinbaren  Oertem  der  beiden  Gestirne: 

cos  A'  =  sin  H'  sin  h'  4-  cos  H'  cos  h'  cos  E 

=  cos  (H'  —  Ä')  —  2  cos  H'  cos  h'  sin  i  E^. 

Ebenso  erhält  man,  wenn  H,  h  und  A  die  wahren  Höhen  und 
die  wahre  Distanz  der  beiden  Gestirne  bezeichnen: 

cos  A  =  sin  S"  sin  h  •+■  cos  JBTcos  h  cos  E 

=  cos  (H — h)  —  2  cos  -ET cos  h  sin  i  E\ 

und  wenn  man  2sin^jE72  aus  beiden  Gleichungen  eliminirt: 

POS  -U  cos  #1 

COS  A  =  cos  (H—h)  H 777 =->  [cos  A'  —  cos  (H'  —  ä')].  (a) 

cosit  cosA 


Setzt  man  nun: 

cosHcosA        1 


(^) 


cos  H'  cos  A'        C 

so  wird  in  den  meisten  Fällen  C  >  1  sein  und  nur,  wenn  die  Höhe 
des  Mondes  sehr  grofs  und  die  Höhe  des  anderen  Gestirns  sehr 
klein  ist,  wird  das  Gegentheil  stattfinden.     Setzt  man  femer: 

W  —  h'=-d'  und  H—h^d  {B) 

und  nimmt  d^  und  d  immer  positiv,  so  wird  es  auch  erlaubt  sein 

cosd'  ,„       ,cosA'  .,,  .ri\ 

— ^  =  cos  »und — T^=cosA  {Cj 

zu  setzen,  weil  für  den  Fall,  dafs  0  <  1  ist,  cos  d^  und  cos  A'  klein 
sind.    Dadurch  geht  aber  die  Gleichung  (a)  über  in: 

cos  A  —  cos  A"  =  cos  d  —  cos  d" 
oder,  wenn  man  die  Sinus  der  halben  Summe  und  Differenz  der 
Winkel  einführt  und  den  Sinus  des  kleinen  Winkels  A — A"  mit  dem 
Bogen  vertauscht: 

A-A"  =  (d-0^"liftvV 

sin-J(A-l-A  ) 

Ninmit  man  nun  hier  zuerst  sin  ^  (A'  H-  A'O  statt  sin  ^  (A-t-A") 

und  setzt: 

^  _  /^      ^ffN  smi(d-\-d") 
^-(^-^^siniCA'+A")'  ^^^ 

so  erhält  man: 

A  =  A"+a?,  (E) 

eine  Näherung,  welche  in  den  meisten  Fällen  schon  genau  sein  wird. 
Ist  aber  A  beträchtlich  verschieden  von  A',  so  mufs  man  die  letzte 
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Rechnung  wiederholen,  indem  man  mit  dem  eben  gefundenen  A  ein 
neues  x  berechnet  nach  der  Formel: 

smi(A+A  ) 
Hier  ist  nun  vorausgesetzt,  dafs  der  Winkel  E  von  einem  Orte 
der  Oberfläche  der  Erde  und  vom  Mittelpunkte  aus  gesehen  der- 
selbe sei.  In  No.  3  des  dritten  Abschnitts  hat  man  aber  gesehen, 
dafs  die  Parallaxe  auch  das  Azimut  des  Mondes  ändert  und  dafs 
man,  wenn  A  und  H  Azimut  und  wahre  Höhe  bedeuten,  zu  dem 
vom  Mittelpunkte  der  Erde  gesehenen  Azimut  den  Winkel: 

.  __    ,  psinp  sin  (^  —  ^')  sin  Ä 

cosH 

addiren  muls,  um  das  von  der  Oberfläche  gesehene  Azimut  zu  erhalten. 
Man  hätte  daher  in  der  Formel  für  cos  A  nicht  cos  E=cos  (Ä — a), 
sondern  cos  (JS7 — A^)  anwenden  müssen.  Die  daraus  entstehende 
Aenderung  von  A  ist  aber: 


,.  cos  fi^  cos  Asm  (-ä — a)  ,  . 

aA= : — 7—^ -dA 

smA 


also  auch: 


,  p  sin  p  sin  (9?  —  y ')  cos  h  sin  J.  sin  (^  —  a) 

»A  — : — i ■     • 

sm  A 

Diese  Correction  hat  man  dann  noch  zu  dem  vorher  berech- 
neten A  hinzuzufügen. 

Beispiel.  Am  2.  Juni  1831  wurde  an  einem  Orte,  dessen 
nördliche  Breite  19^  31'  und  dessen  geschätzte  Länge  von  Greenwich 
8b  50°*  östlich  war,  um  23b  gm  45«  wahre  Zeit  die  Distanz  der  näch- 
sten Ränder  der  Sonne  und  des  Mondes: 

A'  =  96«  47'  10" 

gemessen.  Das  Barometer  zeigte  29 . 6  englische  Zoll,  das  Ther- 
mometer desselben  88^  Fahrenheit,  die  Temperatur  der  Luft  war 
90«  Fahrenheit. 

Nach  dem  Nautical  Almanac  waren  die  Oerter  des  Mondes  und 
der  Sonne  die  folgenden: 


M.  Zeit  Greenw. 

Rect.  (L 

Decl.  (L 

Parallaxe 

Jnni  2         12b 

3360  6'  24".  0 

—  100  50'  58".  0 

56'  44".  0 

13b 

38     4.7 

41    48  .4 

45  .9 

14h 

337     9   45  . 7 

32    35  . 0 

47  .9 

15b 

41    27  .0 

23    17  . 9 

49  .9 

*)  Bremicker,   über  die  Reduction  der  Monddistanzen.     Astronomische 
Nachrichten  No.  716. 

23* 
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Juni  2 


Rect.  .0 

Deel  © 

12b 

700  ö'is".^ 

-f-22Ml'48".9 

13b 

7  56  .9 

12  8  .4 

14h 

10  30  . 5 

12  27  . 9 

15b 

13  4  .1 

12  47  .3. 

Die   beobachtete   Zeit   entsprach    nun    der   Greenwicfier  Zeit 
j4h  igm  45«  njij  für  diese  Zeit  erhält  man: 

Rect.  (I^«=      387«  19'  39".  6  Rect  ©  =      70«  11'  18".  5 

Decl.  (j[=—    10   29  41  .3  Decl.  ©  =  +52   12  33  .9 

.P=  56  48.5  7r=  8".  5 

und  damit  die  währen  Höhen  'und  Azimute    des  Mondes   und  der 
Sonne  für  die  Stundenwinkel: 

4- SO«  2' 53".  B 
und: 

—  12«  48' 45".  0: 
H=  5«  41'  58".  4  Ä  =  77«  43'  56".  7 

^  =  -f.  76«  43'.  6  a  =  —  75«  4'.  4 . 

Die  Parallaxe  des  Mondes,  nach  der  strengen  Formel: 

,  ^      P  sinj^  sin  [z—j^  —  y>')  cos  Ä] 
*  l  —  p  sin.jp  cos  [z  —  (5p  —  ^')  cos  Ä] 

berechnet,  ist  p'  =  56'  35".  4,  also  ist  die  scheinbare  Höhe.jBT'  des 
Mondes  gleich  4^  45'  23".  0.  Hieran  ist  nun  noch  die  Eefraction 
anzubringen.  Man  sucht  zu  dem  Ende  einen  genäherten  Werth  for 
dieselbe,  berechnet  damit  die  scheinbare  Höhe  und  sucht  hierfür 
noch  einmal  die  Refraction,  indem  man  zugleich  auf  den  Stand  der 
meteorologischen  Instrumente  Rücksicht  nimmt.  Dann  erhält  man 
^  =  0'3".2,  also  wird  die  scheinbare  Höhe  des  Mondes: 

H'  =  4«  54'  26".  2. 

Für  die  Sonne  wird: 

h'  =  77«  44'  6".  5. 

Aus  der  Horizontalparallaxe  findet  man  durch  Multiplication 
mit  0.2725  den  Horizontalhalbmesser  des  Mondes: 

r=15'28".8 
und  hiermit  den  durch  die  Parallaxe  vergrösferten  Halbmesser: 

r*  =  15'  30".  1. 

Die  Verkleinerung  des  verticalen  Halbmessers  durch  die  Re- 
fraction beträgt  26".  0,  der  Winkel  tt  ist  5^  48',  also  wird  der  Halb- 
messer des  Mondes  in  der  Richtung  der  gemessenen  Distanz: 

r'  =  15'  4".  6, 
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und  da  der  Halbmesser  der  Sonne  15'  47".  0  war,  so  ist  die  sohein- 
bare  Distanz  der  Mittelpunkte  der  Sonne  nnd  des  Mondes: 

A' =  970  IST.  6.. 
Nach  den  Formeln  (A),  (JB)  und  (G)  eiiiält  man  ferner: 

log  G«  0.000463 
d:=^12P  1'58" 
d^  =  72  49  40 
(?"  =  72  50  48 
A"  =  97  17  33 
und  endlich  durch  eine  doppelte  Berechuung  von  x  nach  den  For- 
meln (D)  und  (^E)  die  wahre  Distanz  der  Mittelpunkte  der  Sonne 
und  des  Mondes: 

A  =  960  30'  39". 

Für  die  wahren  Greenwicher  Zeiten  12'*,  13^  etc.,  sind  nun  aber 
die  wahren  Distanzen  der  Mittelpunkte  beider  Gestirne: 

12»»     970  43'  0".  4 
13h  13  4  .  5 

14h     96   43  6  .  5 

15»»  13  6  . 2, 

also  ist  die  wahre  Greenwicher  Zeit,  welche  der  Distanz  96^  30' 39" 
entspricht,  14*»  24"  55*.  2.  Da  nun  die  wahre  Ortszeit  der  Beob- 
achtung 23*»  8"»  45*  .  0  war,  so  ist  der  Längenunterschied  von 
Green  wich: 

Sh  43"  49« .  8  östlich. 

Der  hier  gefundene  Meridianunterschied  ist  so  nahe  gleich  dem 
vorher  angenommenen,  dafs  aus  der  Berechnung,  der  Oerter  der 
Sonne  und  des  Mondes  für  die  nach  letzterem  gefundene  Green- 
wicher Zeit  nur  ein  kleiner  Fehler  entstehen  kann.  Wäre  der 
Unterschied  bedeutend  gewesen,  so  hätte  man  die  Rechnung  wie- 
derholen müssen,  indem  man  die.  Oerter  von.  Sonne  und  Mond  jetzt 
für  die  Greenwicher  Zeit  14*»  24"  55*  berechnet  hätte. 

Bessel  hat  in  No.  220  der  astrojaomischen  Nachrichten*)  eine 
andere  Methode  bekannt  gemacht,,  durch  welche  man  die  Länge 
aus  beobachteten  Monddistansen  mit.  grofser  Genauigkeit  finden 
kann.  Da  man  sich  aber  zur  See.  immer  der  vorigen  oder  wenig- 
stens einer  ganz  ähnlichen  Methode  bedient,  auf  dem  Lande  aber 
die  Länge  inmier  durch  andere,  eine  gröfsere  Genauigkeit  gewäh- 
rende Mittel  bestimmt  werden  kann,  so  ist  es  nicht  weiter  nöthig, 
die  Bessel'sche  Methode  hier  näher  auseinander  zu  setzen. 


•)  Diesem  Aufsatz«   von  Beseel   ist  auch   das  oben  gegebene*  Beispiel 
entnommen. 
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33.  Ein  vorzügliches  Mittel  zur  Längenbestimmung  gewährt 
die  Beobachtung  der  Culmination  des  Mondes  an  verschiedenen 
Orten.  Wegen  der  schnellen  Bewegung  des  Mondes  ist  nämlich 
die  Stemzeit  der  Culmination  des  Mondes  für  einen  jeden  Ort  der 
Erdoberfläche  eine  andere.  Kennt  man  daher  die  Geschwindigkeit, 
mit  welcher  die  Rectascension  sich  ändert,  so  kann  man  aus  dem 
Unterschiede  der  Sternzeiten  der  Culmination  an  verschiedenen 
Orten  deren  Längenunterschied  finden.  Da  die  Beobachtungen  im 
Meridiane  angestellt  werden,  so  gewährt  diese'  Methode  noch  den 
Vortheil,  dafs  weder  die  Parallaxe  noch  die  Refraction  einen  Ein- 
flufs  darauf  haben.  Um  nun  auch  von  den  Fehlern  der  Instrumente 
unabhängiger  zu  sein,  beobachtet  man  an  beiden  Orten  nicht  die 
Sternzeit  der  Culmination  selbst,  sondern  den  Unterschied  der  Stern- 
zeiten der  Culmination  des  Mondes  mit  denen  einiger  seinem  Parallele 
nahe  stehender  Sterne,  welche  in  den  astronomischen  Ephemeriden 
schon  im  Voraus  angegeben  werden,  damit  die  Beobachter  an  den 
verschiedenen  Orten  auch  dieselben  Sterne  wählen. 

Diese  Methode  zur  Längenbestimmung  wurde  schon  im  vorigen 
Jahrhundert  von  Pigott  vorgeschlagen,  indessen  hat  erst  die  feinere 
Beobachtungskunst  der  neueren  Zeit  den  dadurch  gewonnenen  Resul- 
taten die  nöthige  Sicherheit  gegeben. 

Für  irgend  einen  ersten  Meridian  seien  für  die  Zeit  T  die 
Rectascension  des  Mondes  gleich  «,  und  deren  Differentialquotienten 

dt'  di^'  ^^^'  ^®^^^^^^*'    -^^  einem  Orte,  dessen  östliche  Länge  d 

ist,  sei  dann  zu  einer  Zeit,  die  der  Zeit  T-h  t  des  ersten  Meridians 
entspricht,  also  zur  Ortszeit  T-\-  t  -i-  d  die  Culmination  des  Mondes 
beobachtet.  Dann  wird  zu  dieser  Zeit  die  Rectascension  des  Mondes 
gleich: 

''^^'  dt  ^*       dt^  ^*^     dt^  ^••• 

gewesen  sein.  Ist  dann  ebenso  an  einem  anderen  Orte,  dessen  öst- 
liche Länge  d^  ist,  die  Culmination  des  Mondes  zur  Zeit  T-^  f  des 
ersten  Meridians,  also  zur  Ortszeit  T+^'  +  c?'  beobachtet,  so  ge- 
hört zu  dieser  Zeit  die  Rectascension: 

""^^'dt^^^    dt^^^^     dt^^"\ 

Da  nun  die  Beobachtungen  im  Meridiane  angestellt  sind,  so 
sind  die  Sternzeiten  der  Beobachtungen  gleich  der  wahren  Rect- 
ascension des  Mondes.  Nimmt  man  also  an,  dafs  die  Tafeln,  aus 
denen  man  die  Werthe  von  a  und  deren  Differentialquotienten  ent- 
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nommen  hat,  die  Rectascension  des  Mondes  um  die  Gröfse  Aa  zu 
klein  geben,  so  wird  man,  wenn  man 

und 

setzt,  die  folgenden  Gleichungen  haben: 

da  ^  d^ a  .  d^ üL 


mithin: 


Ö'-Ö  =  (''-*)^+*(*"-*'>S^+-         ^«) 


Da  nun  aber  auch: 

d'-d  =  (e'-e)-(*'-«),  (« 

so  hat  man  also,  um  X  —  d  berechnen  zu  können,  nur  noch  i  —  t 
aus  der  Gleichung  (a)  zu  bestimmen.  Diese  Gleichung  ist  nun 
keine  reine  Function  von  if  —  f,  indem  sie  auch  ^^  —  ^2  enthält, 
sie  kann  aber  durch  eine  geschickte  Wahl  von  T  in  eine  solche 
verwandelt  werden.  Führt  man  nämlich  statt  der  Zeit  T  das 
arithmetische  Mittel  der  Zeiten  T-^-i  und  T  -h  <',  d.  h.  die  Zeit 
r-+-i(^-+-0=  r'  ein,  so  hat  man  statt  der  Zeiten  T-h^  und 
T-\-t  jetzt  respective  T  —  \  {i  —  0  und  T  -\-\{t  —  t)  zu  setzen. 

doL 
Nimmt  man  daher  an,  dafs  a  und  die  Differentialquotienten  -r-  etc. 

zur  Zeit  T'  gehören,  so  erhält  man  die  Gleichungen: 

mithin  auch: 

und,  wenn  man  die  letztere  Gleichung  so  auflöst,  dafs  man  zuerst 
das  zweite  Glied  der  rechten  Seite  vernachlässigt,  nachher  aber  den 
so  gefundenen  Werth  von  ^'  —  ^  in  dies  Glied  substituirt: 

'^'^-da — M^r\  -di^'  (^) 


^m 


dt 

Ist  die  Meridiandifferenz  der  beiden  Orte  nicht  gröfser  als  zwei 
Stunden,  so  ist  das  letzte  Glied  so  klein,  dafs  man  es  ganz  ver- 
nachlässigen kann. 
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Damit  ist  nun  das  Problem  gelöst,  doch  sind  für  die  pracüsche 
Anwendung  noch  einige  Berücksichtigungen  nöthig.  Man  sieht 
übrigens,  dafs  die  Auflösung  wieder  eine  indirecte  ist,  weil  die 
Bestimmung  der  Zeit  T'  schon  eine  genäherte  EenntniTs  des  Meri- 
dianunterschiedes erfordert. 

Es  seien  nun  9  und  0*  in  Stemzeit  gegeben  und  der  Unter- 
schied 9'  —  9  in  Stemzeitsecunden  ausgedrückt.     Soll  dann  t  —  t 

ebenfalls  in  Secunden  gefunden  werden,  so  mufs  -tl  die  Bewegung 

des  Mondes  während  einer  Zeitsecunde  ausdrücken.  Nennt  man 
also  h  die  Aenderung  der  Rectascension  des  Mondes  im  Bogen 
während  einer  Stunde  Sternzeit,  so  ist: 

da       ,        h 


J14.  — iV' 


dt      "   3600* 

In  den  Ephemeriden  sind  aber  die  Oerter  des  Mondes  nicht 
für  Sternzeit,  sondern  für  mittlere  Zeit  angegeben;  man  wird  also 
daraus  die  Bewegung  des  Mondes  während  einer  Stunde  mittlerer 
Zeit  entnehmen.  Da  nun  aber  366.24220  Sterntage  gleich  365.24220 
mittleren  Tagen  sind,  also 

ein  Stemtag  =  a9972693  mittlewn  Tagen 
ist,   so  ei^ält  man,   wenn  h/  die  Bewegung  des  Mondes  in  Rectr-' 
ascension.  in  einer  Stunde  mittlerer  Zeit  bedeutet: 

da  0.9972693 

dt      ^'      3600      ^'  ^^ 

mithin: 

15x_?^   Q'  -Q 
0.9972693*      Ä'     ' 

oder  nach  der  Gleichung  (fe): 

d '  -  d  =  (e '  -  9)  (^  1  -  0. 9972693 Ä' ) ' 

Beim  Monde  ist  nun  das  zweite  Glied  in  der  Klammer  immer 
gröfser  als  Eins;  man  schreibt  also  besser: 

j      ^/      /^i      ^N  fi  15x3600        A  ,. 

^-^^  =  (Q-^Ko.997.2693;^--^V-  ^'^ 

und  je  nachdem  9-  —  9-  positiv  odfer  negativ  iist,  liegt  der  zweite 
Ort,  für  den  9'  die  Zeit  der  Beobachtung  ist,  westlich  oder  östlich 
vom  ersten. 

Man  beobachtet  nun  niemals  die  Culmination  des  Mittelpunkts 
des.  Monds^.  dessen  Ort  in  den  Tafeln  angegeben;  ist,  söndisrn  einen 
Bland;  man  mufa  daher  au»  der  Beobaohtungszeit  die  CuUninations- 
zeit   des  Mittelpunktes  berechnen.     Im  siebenten  Abschnitte  wirf* 
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man  die  strenge  Art  und  Weise  der  Reduction  der  im  Meridian 
Migestellten  Beobachtutfgen  des  Mondes  kennen  lernen.  Hier  wird 
indessen-  das  Folgende  genügen.  Der  erste  Rand  heifst  derjenige, 
welcher  zuerst  in  den  Meridian  kommt,  dessen  Rfectascension  also 
kleiner  ikt  ali^  die  des  Mittelpunkts  des  Mondes,  um  daber  die 
Reotascension'  diBs  Mittelpunkts  zu  erhalten,  wird  man,  wenn  der 
erste  Rand  beobachtet  ist,  zu  der  Beobachtüngszeit  eine  Gröfse  hin- 
zuzufagen  haben,  dagegen  wird  man  dieselbe  Gröfse  von  der  Beob- 
achtungszeit abziehen  müssen,  wenn  der  zweite  oder  folgende  Rand 
beobachtet  ist.  Diese  Gröfse  wird  aber  gleich  sein  der  Zeit,  welche 
der  Halbmesser  des  Mondes  braucht,  um  durch  den  Meridian  zu 
gehenv  die  man  leicht  auf  die  folgende  Weise  findet.  Denkt  man 
sich  nämlich  das  rechtwinklige  Dreieck,  dessen  eine  Ecke  der  Pol 
die  andere  der  im  Meridiane  befindliche  Mondrand,  die  dritte  der 
von  der  Parallaxe  befreite  Ort  des  Mittelpunkts  des  Mondes  ist 
und  bezeichnet  die  geocentrische  Declination  und  den  geocentrisehen 
Halbmesser  des  Mondes  durch  ä  und  B^  den  Stundenwinkel  des 

Mittelpunkts  durch  r,  so  ist: 

sin  Jß 

sinr=^- — r-i, 
cos  <J 

oder: 


cos  <?' 

wenn  man  r  gleich  in  Zeit  erhalten  will.  Da  nun  aber  die  Rect- 
ascension  des  Mondes  fortwährend  wächst,  so  wird  die  Zeit,  welche 
der  Mond   gebraucht,   um   den.  Stundenwinkel   r   zu   durchlaufen, 

gleich  i_^'\  sein,  wenn  l  die  Zunahme  der  Rectascension  in  einer 
Zeitsecunde,  oder  den  durch  die  Gleichung  (ß)  gefundenen  Werth 
v«n  -r:  bedeutet.  Da  femer  auch  d  und  JB  mit  der  Zeit  veränder- 
lich sind,  so  hat  man,  wenn  ^  und  t^'  die  Zeiten  bedeuten,  zu 
denen  der  Rand  des  Mondes  an  beiden  Orten  im  Meridiane  beob- 
achtet ist:*) 

wo  also: 

0. 9972693  A' 

3600       ' 
mithin  nach  Gleichung  (e): 


*)  Vergl.  No.  21  des  siebenten  Abschnitts. 
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wo  h'  die  Bewegung  des  Mondes  in  Rectascension  in  Zeit  während 
einer  mittleren  Stunde  ist  und  wo  das  obere  oder  untere  Zeichen 
gilt,  je  nachdem  der  erste  oder  zweite  Rand  beobachtet  ist. 

Stände  nun  das  Instrument,  an  welchem  man  die  Culmination 
des  Mondes  an  dem  einen  Orte  beobachtet,  nicht  genau  im  Meridiane, 
so  würde  man  also  den  Mond  daselbst  in  einem  von  Null  verschie- 
denen Stundenwinkel  beobachten  und  wurde  daher,  wenn  dieser 
gleich  s  ist,  den  Längenunterschied  der  beiden  Orte  um  die  Gröfse 


s 


f    15XS600         /\ 
lo.  9972693  Ä'         J 


fehlerhaft  finden.  Für  Reisende,  für  welche  es  immer  Schwierigkeit 
hat,  ein  Instrument  ganz  genau  in  den  Meridian  zu  bringen,  würde 
also  diese  Methode  nicht  gut  anwendbar  sein,  zumal  da  dieselbe 
auch  eine  sehr  genaue  Zeitbestimmung  voraussetzen  würde.  Man 
vermeidet  aber  diese  Fehler,  wenn  man  solche  Sterne  mit  dem 
Monde  vergleicht,  welche  in  dem  Parallel  desselben  liegen,  weil 
dann  die  Fehler  des  Instruments  auf  die  Beobachtungen  des  Mondes 
und  Sterns  denselben  Einflufs  haben.  Beobachtet  man  also  an  beiden 
Orten  statt  der  Rectascension  des  Mondes  blos  den  Unterschied  der 
Rectascension  des  Mondes  und  des  Sterns,  also  die  Zeit,  welche 
zwischen  den  Durchgängen  beider  Gestirne  verfliefst,  so  ist  dieser 
Unterschied  von  den  Fehlem  des  Instruments  ganz  unabhängig. 
Da  man  aber  doch  den  Rectascensionsunterschied  nicht  für  die  Zeit 
der  Culmination  des  Mondes  beobachtet  hat,  sondern  für  die  Zeit, 
wo  derselbe  in  dem  Stundenwinkel  s  stand,  wo  derselbe  also  durch 
den  Meridian  eines  Ortes  ging,  dessen  Längenunterschied  von  dem 
Beobachtungsorte  gleich  s  ist,  so  erhält  man  den  gesuchten  Meridian- 
unterschied der  beiden  Orte  um  die  Gröfse  $  fehlerhaft.  Man  mufs 
daher  zu  dem  gefundenen  Längenunterschied  noch  den  absoluten 
Werth  des  Stundenwinkels,  in  welchem  man  Mond  und  Stern  beob- 
achtet hat,  mit  positivem  oder  negativem  Zeichen  hinzulegen,  je 
nachdem  der  Meridian  des  Instruments  zwischen  oder  aufser  denen 
der  Orte  liegt.*)  Wie  man  aber  den  Stundenwinkel  s  aus  den 
Fehlern  des  Instruments  herleitet,  wird  später  bei  der  Theorie  des 
Passageninstruments  in  No.  18  des  siebenten  Abschnitts  gezeigt 
werden. 


*)  Man  kann  auch  zu  dem  beobachteten  Rectascensiongunterschiede  des 
Mondes  und  Sterns  die  Gröfse 

hinzulegen. 


3G3 

Damit  nun  die  Beobachter  immer  dieselben  Steme  zum  Ver- 
gleichen mit  dem  Monde  wählen,  wird  jährlich  in  dem  Nautical 
Almanac  und  danach  auch  in  den  andern  astronomischen  Ephemeri- 
den  ein  Verzeichnifs  der  Steme  im  Parallel  des  Mondes  für  alle 
Tage,  an  welchen  der  Mond  im  Meridiane  beobachtet  werden  kann, 
bekannt  gemacht. 

Beispiel.  Am  13.  Juli  1848  wurden  in  Bilk  die  Mondsteme 
beobachtet  und  die  folgenden  Durchgangszeiten  durch  den  Meridian 
ohne  Anbringung  des  Standes  der  Uhr  gefunden:*) 

7)  Ophiuchi  17h    im  52s.  64 

p  Ophiuchi  12       6  .  59 

Mond-Mitte  27    34  .  60 

fi^  Sagittarii  18     4     52  .  99 

X  Sagittarii  18    48  .  12. 

An  demselben  Tage  wurden  die  Mondsterne  auch  in  Hamburg* 
beobachtet  uod  es  waren  die  Zeiten  der  Culraination: 

7i  Ophiuchi  =      17h     im  42s .  61 
p  Ophiuchi  =  11     56  .  91 


(L I.  Rand  — 

25 

50  .  43 

fi^  Sagittarii  — 

18      4 

43  .  53 

X  Sagittarii  = 

18 

38  .  56. 

Der  Halbmesser  des  Mondes  für  die  Zeit  der  Culmination  in 
Hamburg  war  15' 2".  10,  die  Declination  —  18^  10'.  1,  die  Aenderung 
der   Rectascension  in  einer  Stunde   mittlerer  Zeit  =  129".  8,   also 

A  =  0.03596.     Es  wird  daher: 

B 

-—— =  65« .  66, 

15(1  — A)cos<y 

mithin  die  Zeit  der  Culmination  der  Mitte  des  Mondes: 

17h  26°»  568 .  09. 
Ferner  erhält  man  die  unterschiede  der  Rectascensionen   der 
Steme  und  der  Mitte  des  Mondes: 

für  Bilk:  für  Hamburg: 

•q  Ophiuchi    4-  25™  41« .  96  +  25°»  13» .  48 

p  Ophiuchi    +  15    28  .  Ol  4- 14    59  .  18 

p}  Sagittarii    —  37     18  .  39  —  37    47  .  44 

X  Sagittarii    —  51     13  .  52  —  51    42  .  47, 

also  werden  die  Unterschiede  zwischen  den  Beobachtungen  in  Bilk 
und  in  Hamburg: 


e'-e  = 

+  288 .  48 

28  .  83 

29  .  05 

28  .  95 

im  Mittel 

4-288.  8y. 

0  Vergl.  No.  21  des  siebenten  Abschnitts. 
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Nun  waren  in  No.  15  der  Einleitung  die  stündlichen  Bewegungen 
für  die  nachstehenden  Berliner  Zeiten  gefunden: 

10h         +2"  98.  IT 
n^  2    9.  91 

12h  2  10  .  05. 

Da  nun  die  Beobachtung  in  Bilk  etwa  der  Berliner  Zeit  10''  30", 
die  in  Hamburg  der  Berliner  Zeit  10*»  16°  entspricht;  so  ist: 

T  =  10»»  23™ 
also: 

V  =  2«»  9» .  82. 

Hiermit  erhält  man  dann  nach  Formel  (e): 

d  — d'  =  4-12»52».  83. 

Um  so  viel  liegt  also  Hamburg  östlicher  als  Bilk.*; 


Anm.  Da  h  ungefähr  gleich  30'  ist,  so  wird  der  Coefficient  von  t>'— * 
in  der  Gleichung  (Ä)  etwa  29.  Die  Beobachtungsfehler  werden  daher  in  dem 
Längenimterschiede  etwa  29mal  vergröfsert  erscheinen,  sodafs  ein  Fehler  von 
0« .  2  in  t^'  —  d^  einen  Fehler  von  etwa  6^  in  der  Länge  erzeugt. 


*)  Sind  für  beide  Orte  die  Beobachtungszeiten  eines  Randes  angegeben, 
so  rechnet  man  bequemer  nach  Formel  (Ä), 


Sechster  Abschnitt. 

Bestimmung  der  Dimansionen  der  Erde  und  der 
Horizontalparallaxen  der  Himmelskörper. 

In  den  vorigen  Abschnitten  sind  häufig  die  Constaaten  benutzt, 
die  tsich  auf  die  Gestalt  und  Gröfse  der  lErde  beziehen,  ebenso  die 
Winkel,  unter  denen  der  Halbmesser  der  Erde  von  andern  Himmels- 
körpern aus  erscheint  oder  die  Horixontalparallaxen  der  Himmels- 
körper, und  es  ist  nun  noch  zu  zeigen,  durch  welche  Methoden 
diese  Constanten  bestimmt  worden  sind.  Von  den  iHorizontal- 
parallaxen  wird  nur  die  der  Sonne  und  des  Mondes  durch  un- 
mittelbare Beobachtungen  bestimmt,  indem  die  Entfernungen  der 
Planeten  und  Cometen  von  der  Erde  in  Einheiten  der  halben 
grodsen  Axe  der  Erdbahn  ^ich  aus  den  Bahnen  dieser  Himmels- 
körper ergeben,  die  dieselben  nach  den  Kepler'schen  Gesetzen  um 
die  Sonne  beschreiben.  Um  daher  die  Horizontalparallaxen  aller 
dieser  Himmelskörper  zu  erhalten,  ist  nur  noch  die  Eenntnifs  der 
Sonnenparallaxe  erforderlich,  oder  auch  dieKenntniüs  der  .Horizontal- 
parallaxe eines  dieser  Planeten. 


I.    Bestimmung  der  Gestalt  und  Gröfse  der  Erde. 

1.  Die  Gestalt  der  Erde  ist,  wie  sowohl  die  Theorie  zeigt 
als  auch  wirkliche  Messungen  ergeben  haben,  die  eines  an  den 
Polen  abgeplatteten  Spharoids,  d.  h.  eines  solchen,  welches  durch 
die  Umdrehung  einer  Ellipse  um  ihre  kleine  Axe  entsteht.  Freilich 
könnte  dies  nur  dann  in  aller  Strenge  der  Fall  sein,  wenn  die  Erde 
ein  flüssiger  Körper  wäre,  das  abgeplattete  Sphäroid  ist  aber  die- 
jenige geometrische  krumme  Fläche,  welche  der  wahren  Gestalt  der 
Oberfläche  der  Erde  am  nächsten  kommt. 
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Die  Dimensionen  dieses  Sphäroids  werden  durch  Gradmessun- 
gen  bestimmt,  ein  Verfahren,  bei  welchem  man  durch  geodätische 
Operationen  die  Länge  eines  Gradbogens  mifst  und  zugleich  durch 
die  Beobachtung  der  Polhöhen  der  Anfangs-  und  Endstation  des 
gemessenen  Bogens  seine  Gröfse  in  Graden  bestinmit.  Diese  Methode 
ist  schon  sehr  alt  und  schon  Eratosthenes  (etwa  300  v.  Ch.)  be- 
diente sich  derselben,  um  dadurch  den  Umfang  der  von  ihm  als 
kugelförmig  betrachteten  Erde  zu  bestimmen.  Eratosthenes  bemerkte 
nämlich,  dafs  die  Städte  Alexandrien  und  Syene  in  Aegypten  nahe 
unter  demselben  Meridiane  lagen.  Femer  wufste  er,  dafs  am  Tage 
des  Sommersolstitiums  die  Körper  zu  Syene  keinen  Schatten  warfen 
und  schlofs  daraus,  dafs  dieser  Ort  unterm  nördlichen  "Wendekreise 
lag.  Er  mafs  daher  an  diesem  Tage  die  Entfernung  der  Sonne 
vom  Zenith  von  Alexandrien  und  fand  dafür  7^  12'.  Der  Bogen 
des  Meridians  zwischen  Syene  und  Alexandrien  betrug  daher  eben- 
falls 70  12',  oder  den  fünfzigsten  Theil  des  Umfangs  der  Erde.  Da 
nun  Eratosthenes  durch  die  Vermessungen  der  Aegyptischen  Län- 
dereien wufste,  dafs  die  Entfernung  der  beiden  Orte  5000  Stadien 
betrug,  so  fand  er  far  den  Umfang  der  Erde  250000  Stadien.  Diese 
Bestimmung  mufste  nun  aus  verschiedenen  Ursachen  fehlerhaft  sein. 
Einmal  liegen  nämlich  die  beiden  Städte  nicht  unter  demselben 
Meridian,  sondern  Syene  etwa  3^  östlicher  als  Alexandrien.  Femer 
liegt  Syene  nicht  unter  dem  nördlichen  "Wendekreise,  da  die  Polhöhe 
dieses  Orts  nach  neueren  Bestimmungen,  24^  8'  ist,  während  die 
Schiefe  der  Ecliptic  zu  Eratosthenes  Zeiten  23^  44'  betrug.  Endlich 
war  auch  die  Breite  von  Alexandrien  und  die  Entfernung  der  beiden 
Orte  von  einander  fehlerhaft  bestimmt.  Eratosthenes  hat  aber  das 
Verdienst,  die  Messung  der  Erde  zuerst  versucht  zu  haben  und  zwar 
nach  einer  Methode,  deren  man  sich  noch  jetzt  zu  diesem  Zwecke 
bedient. 

Nachdem  Newton  durch  theoretische  Betrachtungen  gefunden 
hatte,  dafs  die  Gestalt  der  Erde  nicht  kugelförmig,  sondern  sphäroi- 
disch  sei,  reichte  es  nicht  mehr  hin,  zur  Bestimmung  der  Dimen- 
sionen der  Erde  eine  Gradmessung  an  einem  Orte  anzustellen, 
sondern  es  mufsten  dazu  zwei  Gradmessungen  an  zwei  verschie- 
denen Orten  der  Erdoberfläche  unter  möglichst  verschiedenen  Pol- 
höhen mit  einander  verbunden  werden,  um  mit  der  Gröfse  auch 
zugleich  die  Abplattung  der  Erde  bestinmien  zu  können. 

In  No.  2  des  dritten  Abschnitts  waren  nun  für  die  Coordinaten 
eines  Punktes  auf  der  Erdoberfläche,  bezogen  auf  ein  in  der  Ebene 
des  Meridians  liegendes  Axensystem,  dessen  Anfangspunkt  im  Mittel- 
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punkte    der  Erde   und  dessen  Axen  der  x  und  y  respective  dem 
Aequator  und  der  kleinen  Axe  parallel  angenommen  werden,  die 

folgenden  Ausdrücke  gefunden: 

a  cos  c? 

X  =  —      — , 

a  sin  c?  (1  —  e^) 

y  -_  —       r  ^ 

V^l  —  e*  sin^^ 
wo  a  und  e  die  halbe  grofse  Axe  und  Excentricität  der  Meridian- 
ellipse, p  die  Polhöhe  des  Ortes  der  Oberfläche  bezeichnen. 

Ferner   ist  der  Krümmungshalbmesser  für  einen  Punkt   einer 
Ellipse,  dessen  Abscisse  x  ist: 

ab 
wo  &  die  halbe  kleine  Axe  bedeutet,  oder,  wenn  man  für  x  seinen 

oben  gegebenen  Werth  setzt: 

^_      a(l-e^) 

(1  — «2sin^3)i 

Ist  daher  G  die  Länge  eines  Meridiangrades  in  irgend  einem 
Längenmaafse  ausgedrückt  und  ^  die  Polhöhe  seiner  Mitte,  so  ist: 

^^        ?ra(l  — e^) 

180(1  — «3  sin^  2)*' 

wo    ^     das     Verhältnifs     des    Kreisumfangs     zum    Durchmesser 

=  3 .  1415927  ist.     Hat  man  nun  einen  zweiten  Meridiangrad  G' 

gemessen,  und  ist  wieder  ^'  die  Polhöhe  seiner  Mitte,  sodafs  man 

die  Gleichung  hat: 

Q,^        7ra(l  — e^) 

180(1  — e^sin^'«)*' 
so  findet  man  die  Excentricität  der  Ellipse  aus  der  Formel: 


e"  = 


-d^* 


smy"-(;^)*smy» 


und,  nachdem  man  diese  kennt,  aus  einer  der  beiden  Formeln  für 
O  oder  &  auch  die  halbe  grofse  Axe  der  Erde. 

Beispiel.  Die  Entfernung  der  Parallelen  von  Tarqui  und 
Cotschesqui  in  Peru  wurde  von  Bouguer  und  Condamine  gemessen 
und  dieselbe  gleich  176875 . 5  Toisen  gefunden.    Die  Polhöhen  der 

beiden  Orte  wurden  zu 

—  30  4' 32".  068 
und 

+  0«2'31^  387 
bestimmt. 
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Ferner  fand  S^vanberg  die  Entfernung  der  Parallelen  der  beiden 
Orte  Malöm  und  Pahtawara  in  Lappland  gleich  92777  .  981  Tomn 
und  deren  Polhöhen  gleich: 

65<^  31'  80".  265 
und: 

67«    8'  49".  830. 

Aus  der  Gradmessung  in  Peru  ergiebt  sich  far  die  Länge  eines 
Grades  unter  der  Poihöhe: 

^  =  —VdVO".  34 
0^  =  56734.01  Toisen, 

und    aus    der  Gradmessung  in  Lappland  die  Länge  eines  Grades 
unter  der  Polhöhe: 

^'  =  660  20'  10".  05 

Ö^' =  57196. 15  Toisen. 

Nach  den  vorher  gegebenen  Formeln  erhält  man  hieraus: 

©2  =  0  .  0064351 
a  =  327165  r  Toisen, 

und  da  die  Abplattung  a  der  Erde  gleich  1  —  Vi  —  e^  ist: 

_  1 
"  ~  310 .  29  ' 
Solcher  Gradmessungen  sind  nun  mehrere  an  verschiedenen  Orten 
der  Erde  mit  der  gröfsten  Sorgfalt  angestellt  worden.  Da  man  aba: 
aus  der  Gombination  je  zweier  derselben  far  die  Dimensionen  der 
Erde  immer  verschiedene  Werthe  erhält,  woran  zum  Theil  die 
Beobachtungsfehler,  hauptsächlich  aber  die  Abweichungen  der  Erd- 
oberfläche von  der  wahren  sphäröidischen  Gestalt  Schuld  sind,  so 
muTs  man  aus  allen  diesen  einzelnen  Bestimmungen  dasjenige  Re^ 
sultat  suchen,  welches  sich  an  alle  verschiedenen  Gradmessungen 
am  genauesten  anschliefst. 

2.  Die  Länge  8  des  Bqgens  einer  Curve  wird  gefunden  durch 
die  Formel: 


s^fV^-^^^^.äa^. 


Differenzirt  man  nun  die  in  der  vorigen  Nummer  gegebenen 
Ausdrücke  für  x  und  y  nach  ^  und  substituirt  die  Werthe  von 
dx  und  dy  in  die  Formel  für  5,  so  erhält  man  für  die  Länge  eines 
Bogens  eines  elliptischen  Erdmeridians  vom  Aequator  bis  zu  einem 
Orte,  dessen  Polhöhe  <p  ist: 


*  =  a  (1  -  e^ 


d<p 


I ^ 


(1  -  e'  sin  ^2)* 
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Entwickelt  man   den  Ausdruck  unter  dem  Integralzeichen  in 
eine  Reihe,  so  findet  man: 

[1  -  e«  8in  p»]  -  *  =  1  + 1  e«  sin  5.»  4- 1^  .*  sin  y«  +  tlili  .«sin  ^.+ . . 

und  hieraus,  wenn  man  statt  der  Potenzen  von  sinji  die  Cosinus 
der  vielfachen  Winkel  einfthrt  und  die  einzelnen  Glieder  nach  der 
Formel 


integrirt: 
wo 


J 


coaAxdx  =  y  sin>lx 


8  =  a(l  —  &^E[^  —  a  sin 2  ^  4-  /Jsin4  ^  etc.], 

8      ^  32      ^  1024  ®  ■*"  •  •  • 

^      256  ^  ^  1024  ^  +  •  •  • 
Setzt  man  hier  9>  =  180»,  so  erhält  man,  wenn  man  die  mitt- 
lere Länge  eines  Meridiangrades  mit  g  bezeichnet: 

also  auch: 

iSOg, 

^  =  —^  Ls^  —  a  sin  2  f9  4-  yS*  sin  4  ^  —  . . .] 

Die  Entfernung  der  den  Polhöhen  ^  und  ^'  entsprechenden 
Parallelkreise  wird  daher: 

f  180  ^r-  , 

8—8 —  [^  —  ^  —  2  a  sin  (^'  — ^)  cos  (^'  +  ^) 

4-  2  /?  sin  2  (^'  —  ^)  cos  2  (^'  4-  ^)l 
oder,  wenn  man  den  gemessenen  Bogen  ??'  —  ^  =  Z  und  die  Summe 
der  Polhöhen   9>'-^9>  =  2L   setzt,    l   in  Secunden    ausdrückt  und 
unter  w  die  Zahl  206264.8  versteht: 

3600 , ,       ,       , 

— -  («  — ä)  =  J  —  2  wa  sin  i  cos  2  i  4-  2  M?/?  sin  2  Z  cos  4  L. 

Setzt  man  nun  hier  für  l  den  beobachteten  Werth  der  Differenz 
der  Polhöhen  und  für  s'  —  s  die  gemessene  Länge  des  Meridian- 
bogens,  so  würde  diese  Gleichung  nur  erfüllt  werden,  wenn  man 
für  g  und  e,  also  für  g,  a  und  ß  diejenigen  Werthe  nimmt,  welche 
grade  dieser  Messung  entsprechen.  Nimmt  man  nun  aber  dafür 
diejenigen  Werthe,  welche  sich  aus  allen  Gradmessungen  ergeben, 
so  wird  man,  wenn  die  Gleichung  erfüllt  werden  soll,  den  beob- 
achteten Polhöhen  kleine  Correctionen  hinzufügen  müssen.    Schreibt 

Brannow,  sphärische  Astronomie.    4.  Aufl.  24 
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man  also  ^  4-  x  und  9»'  4-  a/  statt  ^  und  f>',  wo  x  und  xf  kleine 
Gröfsen  sind,  deren  Quadrate  und  Producte  vernachlässigt  werden 
können,  so  erhält  man,  wenn  man  auch  den  Einflufs  dieser  Aen- 
derungen  auf  L  unberücksichtigt  läfst: 

?^(ä'— *)  =  1—2  wa  sin  Zcos  21»  4-2  w^  sin  2  J  cos  4L -i- («'-«)/), 
9 

wo: 

p  =  1  —  2  a  cos  J  cos  2  X  4-  4  /5  cos  2  Z  cos  4  X; 

man  hat  also  auch: 

af  '^x=  — ( (ß'—s)  —  (I— 2toasin?cos2X4-2tt7/?sin2Zcos4li)]. 

Eine  jede  Beobachtung  der  Polhöhen  zweier  Orte  auf  der 
Oberfläche  der  Erde  und  der  Messung  der  Entfernung  ihrer  Paral- 
lelen giebt  also  für  die  an  die  beobachteten  Polhöhen  anzubringen- 
den Verbesserungen  eine  solche  Gleichung.  Hat  man  nun  die 
Resultate  mehrerer  Gradmessungen,  sodafs  man  mehr  solcher  Glei- 
chungen als  unbekannte  Gröfsen  hat,  so  mufs  man  die  Werthe  der 
Unbekannten  g  und  e  so  bestimmen,  dafs  die  Summe  der  Quadrate 
der  übrig  bleibenden  Fehler  x,  x\  x"  etc.  ein  Minimum  wird. 
Nimmt  man  nun  Qq  und  «q  als  Näherungswerthe  von  g  und  a  an 
und  setzt: 

1  4- 1 

und  vernachlässigt  wieder  die  Quadrate  und  Producte  von  i  und  Ä, 
so  erhält  man: 

x'  —  x  =  —  1 («' — s)  —  n  H [oa  sin  ?  cos  2  If  —  /9o  sin  2  Z  cos  4  L] 

P  \  9o  /        P 

,    1     3600,  ,       .  .  .  2  w  r      .   ,       -  _  d/?o  .    « T       .  TT  1. 

H (ß'  —  s)  »H [oq  sml  cos  2X  —  a«  3^  sin 2 1 cos  4i]fc. 

P      9o  P  »«0 

Hier  bezeichnet  ßQ  den  Werth,  in  welchen  ß  übergeht,  wenn 

man  für  a  den  Näherungswerth  «q  setzt.     Um   diesen    ebenso  wie 

den  Differentialquotienten  ^  zu  erhalten,   mufs   man  ß  durch  « 

ausdrücken. 

Es  war  aber: 

A  9  .15  4  .  .525^  6  . 

8  ^  "*"  32  ^  "*"  1024  ^  "^  •  •  • 
a  =  — 


1^  3    3^45   4^175  g  ^ 
^+T^-^64^^256^^--- 

■"  8  ^  ^16^  ^1024^  ^" 
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Ebenso  ist: 

^      256  *  ^  256  *  ^  •  •  • 
Kehrt  man  nun  die  Reihe  für  a  um,  so  erhält  man: 

e*  =  —  a r-  a'  -h  4  a'*  —  . . . 

und,  wenn  man  dies  in  den  Ausdruck  für  ß  einführt: 


also  auch: 


5  35 

''^  12"' +  108°*  ■*■••• 


dß       5    ,  ,  35   ,  , 


H [oq  sin  Z  cos  2  X  —  (  t^  «o*  +  jör  ^/  ®^^  2  Z  cos  4  X]  {A) 


Setzt  man  daher: 

2w  ^      .,       ^^       /5     0.35 

1  3600 ,  , 

P    90 
und: 

6  =  —  [oq  sin  I  cos  2  X  —  ( -^  Oq'  +  ^  Oo*)  sin  2  I  cos  4  X], 

«o  erhält  man  die  Gleichung: 

05' —  a;  =  n  +  a»-4-5Ä,  (JB) 

und  eine  ähnliche  Gleichung  giebt  die  Verbindung  des  südlichsten 
Punktes  einer  Gradmesöung  mit  einem  jeden  nördlicheren  Punkte. 
Behandelt  man  diese  Gleichungen  nach  der  Methode  d6r  klein- 
sten Quadrate,  so  werden  die  Gleichungen  des  Minimums  in  Bezug 
auf  ar,  i  und  k  für  jede  einzelne  Gradmessung,  wenn  ß  die  Anzahl 
aller  bei  einer  Gradmessung  beobachteten  Polhöhen  bedeutet: 

A£a;  +  [  a]t  4- [  6]fc  4- [  n]  =  0 
[a]x  4-  [,aa]i  4-  [ah]h  4-  [an]  =  0 
[b']x-\-{bb]i-h[bb']k  +  {bn]  =  0, 

und  wenn  man  x  eliminirt,  so  giebt  jede  Gradmessung  zur  Bestim- 
mung der  wahrscheinlichsten  Werthe  von  i  und  k  die  beiden  Glei- 
chungen: 

0  =  [am]  4-  [aai]«  4-  [a6i]Ä 

0  =  [6ni]4-[a5i]»  +  [&6i]Jfc, 

nach  den  in  No.  23  der  Einleitung  eingeführten  Bezeichnungen. 

Addirt  man  daher  die  einzelnen  Gröfsen  [a^^i],  die  man  für 
die  verschiedenen  Gradmessungen  findet  und  bezeichnet  die  Summe 
mit  (ani),  ebenso  mit  (aai)  die  Summe  aller  [aai],  etc.,  so  erhält 

24* 
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man  zur  BestimmuDg  der  wahrscheinlichsten  Werthe  von  i  und  k  aus 
allen  Gradmessungen  die  Gleichungen: 

0  =  (am)  +  (aai)i  4-  (abi)k 
0  =  (6ni)  4-  (a  6i)i  +  (bbi)k. 

Als  Beispiel   sollen   die   folgenden   Gradmessungen  bereclinet 
werden: 

1)  Gradmessung  in  Peru. 

Polhöhe  l 

—  30  4'  32".  068  Entfernung  der  Parallele 

-f-0   2  31  .387     30  7' 3".  45  176875.5  Toisen. 


Tarqui 
Cotchesqui 


2)  Gradmessung  in  Ostindien. 

Polhöhe  l 

Trivandeporum  -Ml<>  44'  52".  59  Entfernung  der  Parallele 

1 3  .  19  49  .  02        1 0  34'  56".  43  89813 .  010. 

3)  Gradmessung  in  Preufsen. 

540  13' 11".  47 

54  42  50  .  50        0«  29'  39".  03  28211 .  629 

55  43  40  .  45        1    30  28  .  98  86176 .  975. 

4)  Gradmessung  in  Schweden. 

65«  31'  30".  265 

67     8  49.830      1^37' 19".  56 


Paudru 


Truns 

Königsberg 

Memel 


Malöm 
Pahtawara 


92777 .  981. 


Setzt  man  nun: 


57008      ^         i-hk 
^  =  1-4^^^^^«  =  -^^, 


so  erhält  man: 


log  «0  ==  7.39794 


log  [  y  «0 


«0'-+- 


4- 


108 
35 
27 


,41567 
71670. 


Setzt  man  ferner: 

10000  i  =  y 

10ÄJ  =  ig, 

so  erhält  man  für  die  vier  Gradmessungen  die  Gleichungen: 

1)  x\  —  Äi  =  +  1".  97  4- 1.1225  y  4-  5.6059  z 

2)  a;'2  —  aJa  =  4-  0  .  94  4-  0.5697  y  4-  2.5835  z 

3)  ar'a  —  aJ5  =  —  0  .  37  4-  0.1779  y  —  0.2852  z 
a;"3  — a?s  =  4-3  .79  4- 0.5433 y  — 0.9157 ;s      ^ 

4)  a?'4  —  a;*  =  —  0  .  51  4-  0.5839  y  —  1.9711  z 
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und  daraus: 

• 

[n] 

W 

M 

[an] 

iaa]            [aii] 

1) 

-f  l^97 

+ 1.1225 

+  5.6059 

+  2.2113    +1.2600    +6.2924 

2) 

+  0  .94 

+  0.5697 

+  2.5835 

+  0.5355    +0.3246    + 1;4718 

3) 

4-3  .42 

+  0.7212 

—  1.2009 

+  1.9933    +0.3268    —0.5482 

i) 

—  0  .51 

+  0.5839 

—  1.9711 

—  0.2978    +0.3409    —1.1509 

[bn] 

[bh] 

1) 

+  11.0436 

+  31.4254 

• 

2) 

+   2.4284 

6.6742 

• 

3) 

—   3.3650 

0.9198 

4) 

+    1.0026 

3.8853 

und: 

[ani] 

[aai] 

[abi] 

1)    +1.1056 

+  0.6300 

+  3.1462 

2)   +0.2678 

+  0.1623 

+  0.7359 

3)   +1.1711 

+  0.1534 

—  0.2595 

4)    - 

0.1489 

+  0.1705 

—  0.5755 

1 

(am)  —  +  2.3956,     (am)  —  +  1.1162,     (abi)  = 

=  +  3.0471, 

[6i 

ni] 

Ibbi] 

+  5.5218 

+  15.7127 

+  1.2142 

+   3.3371 

— 1.9960 

+   0.4391 

+  0.5018 

+    1.9426 

(&ni)  =  +  5.2413,   (bbi)  =  +  21.4315. 
Man  erhält  somit  für  die  Bestimmung  von  y  und  z  die  beiden 
Gleichungen: 

0  = +  2.3956 +  1.1 162  y+   3.0471  if 
0  =  +  5.2413  +  3.0471  y  +  21.4315  Zy 
durch  deren  Auflösung  man  findet: 

xf  =  +  0.099012 

y=  — 2.4165, 
also : 

%  =  —  0.00024165  und  Ä  =  +  0.0099012; 
mithin : 


und: 


Da  nun 


^  =  r-  0Z4165  = '''''-'' 

a  =  ^  +  "-^^^^  =  0.002524753 

400 


e*  =  y  a  —  y  a^  +  4  a' 


war,  so  erhält  man: 

e9  =  0.006710073, 

also  far  die  Abplattung  der  Erde 


297  .  53 


i 

L 


374 
Femer  ist: 


und  da: 


log  ~  =  log  Yl^t^  ^  9.9985380, 

_J805f_ 


war,  so  findet  man: 

log  a  =  6.5147884, 
also : 
^    '  log6=  6.5133264. 

Auf  diese  Weise  hat  nun  Bessel  die  Gröfse  und  Abplattung 
der  Erde  aus  10  verschiedenen  Gradmessungen  bestimmt*)  und 
dafür  die  schon  oben  in  No.  1  des  dritten  Abschnitts  angefülirten 
Werthe  erhalten: 

die  Abplattung        a  =  g^^^^ 

Halbe  grofse  Axe  a  in  Toisen  =  3272077.14 
Halbe  kleine  Axe  5         „        =  3261139.33 

log  a  =  6.5148235 
log  5  =  6.5133693. 


IL  Bestimmung  der  Horizontalparallaxen  der  Gestirne. 

3.  Wenn  man  den  Ort  eines  der  Erde  nahen  Gestirns  von 
zwei  verschiedenen  Punkten  der  Erdoberfläche  aus  beobachtet,  so 
kann  man  dadurch  die  Parallaxe  desselben  oder,  was  dasselbe  ist, 
seine  Entfernung,  in  Einheiten  der  halben  grofsen  Axe  des  Erd- 
sphaeroids  ausgedrückt,  bestimmen.  Da  aber  nach  dem  Vorigen 
die  Gröfse  dieser  Axe  selbst  bekannt  ist,  so  kann  man  also  die 
Entfernung  des  Gestirns  auch  in  einem  bekannten  Längenmaalse 
ausdrücken. 

Es  soll  nun  angenommen  werden,  dafs  die  beiden  Beobach- 
tungsorte  unter  demselben  Meridiane  zu  verschiedenen  Seiten  des 
Aequators  liegen,  und  dafs  man  an  beiden  Orten  die  Zenithdistanz 
des  Gestirns  bei  seiner  Culmination  beobachtet  habe.  Dann  ist 
nach  No.  3  des  dritten  Abschnitts  die  Höhenparallaxe  des  Gestirns 
an  dem  einen  Orte  gegeben  durch  die  Gleichung: 

sin^  =  paiap  sin  [z  —  (j?  —  99')] > 

*)  In  Schumacher^s  astronomischen  Nachrichten  No.  333  und  438. 
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wo  p  die  Horizontalparallaxe,  z  die  beobachtete,  von  der  Refraction 
befreite  Zenithdistanz,  ^  und  ^p'  die  geographische  und  verbesserte 
Polhöhe  und  p  die  Entfernung  des  Orts  yom  Mittelpunkte  der  Erde 
bezeichnen.    Man  hat  also: 

1    p  sin  \p  —  (^  —  yO] 

sin|>  sinjp' 

und  ebenso  für  den  zweiten  Ort,  dessen  geographische  und  ver- 
besserte Polhöhe  <p\  und  ^\  und  dessen  Entfernung  vom  Mittel- 
punkte p^  ist: 

1     _  /Ol  sin  [gl  —  (9?!  •—  ^S)] 
sinp  sin|>'i 

Betrachtet  man  nun  die  beiden  Dreiecke,  welche  durch  den  Ort 
des  Gestirns,  den  Mittelpunkt  der  Erde  und  die  beiden  Beobach- 
tungsorte gebildet  werden,  so  ist  in  dem  einen  Dreiecke  der  "Winkel 
am  Gestirne  p\  der  Winkel  am  Beobachtungsorte  180®  —  z-\-<p  —  ^ 
und  der  Winkel  am  Mittelpunkte  <p'  if:  <J,  wo  <J  die  geocentrische 
Declination  des  Gestirns  ist  und  wo  das  obere  oder  untere  Zeichen 
gilt,  je  nachdem  das  Gestirn  und  der  Beobachtungsort  sich  auf  der- 
selben oder  auf  verschiedenen  Seiten  des  Aequators  befinden.  In 
dem  anderen  Dreiecke  sind  diese  Winkel ^i,  180®  —  zi  -h  ^i  —  q>\ 
und  f'idL^.    Man  hat  also: 

p'  =  «  —  ^  ±  ^ 

l>'i  =  «i  — ^iqp^ 
und: 

Bezeichnet  man  daher  die  bekannte  Gröfse  i?'  -4-i?'i  mit  »,  so 
erhält  man  die  Gleichung: 

/>  sin  [g  —  (y>  —  yO]  __p\  sin  \zx  —  (5P1  —  y'i)] 

sinp'  ""  sin(7r— 1>0  ' 

woraus  folgt: 

tanirp'  = /?sinffsin[g-(y>-5gO] ,_ 

^^  ^       /Ol  sin  \z\  —  (9P1  —  jp'i)]  +  /o  cos  TT  sin  [«  —  (99  —  s^Ol ' 
oder  auch: 

isa^p'i  = /Ol  sin  TT  sin  [zi  —  (yi  —  y^i)] ^ 

p  sin  [z  —  (y>  —  ^0]  +  pi  cos  TT  sin  [zi  —  (^i  —  y>'i)]' 

Nachdem  man  dann  p'  oder  p\  durch  eine  dieser  Gleichungen 

gefunden  hat,  erhält  man  p  entweder  aus: 

sin  «' 

smp=  — :— jF f -=[- 

p  sin  [z—(^  —  ^')] 

oder  aus: 

sinp'i 
sin  |>  =  — "^ 


/Ol  sin  [zi  —  (9P1  —  ^'1)* 
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Es  war  nun  hierbei  vorausgesetzt,  dafs  die  beiden  Orte  auf 
verschiedenen  Seiten  des  Aequators  liegen,  wie  es  auch  für  die 
Bestimmung  von  p  am  vortheilhaftesten  ist.  Ist  dies  aber  nicht 
der  Fall,  sondern  liegen  die  Orte  auf  derselben  Seite  des  Aequators, 
so  sind  jetzt  die  "Winkel  am  Mittelpunkte  der  Erde  in  den  vorher 
betrachteten  Dreiecken  andere,  nämlich  in  dem  einen  Dreiecke 
^'  zp  <J  und  in  dem  anderen  ^'i  qz  ^.     Setzt  man  dann  aber: 

so  erhält  man  p'  oder  p\  durch  dieselben  Gleichungen  wie  vorher. 

Liegen  die  beiden  Orte  nicht,  wie  es  angenommen  war,  unter 
demselben  Meridiane,  so  werden  die  beiden  Beobachtungen  nicht 
mehr  gleichzeitig  sein  und  man  mufs  dann  die  Aenderung  der  Decli- 
nation  in  der  Zwischenzeit  in  Rechnung  bringen. 

Auf  diese  Weise  wurden  in  den  Jahren  1751  und  1752  die 
Parallaxe  des  Mondes  und  des  Mars  bestimmt.  Zu  dem  Ende 
beobachtete  Lacaille  die  Zenithdistanz  der  beiden  Gestirne  bei  ihrer 
Culmination  am  Cap  der  guten  Hoffnung,  während  gleichzeitig 
Cassini  in  Paris,  Lalande  in  Berlin,  Zanotti  in  Bologna  und  Bradley 
in  Greenwich  beobachteten.  Diese  Orte  sind  sehr  günstig  gelegen. 
Der  gröfste  Unterschied  der  Polhöhen  ist  der  vom  Cap  und  Berlin 
und  beträgt  86^^^,  der  gröfste  Unterschied  der  Längen  ist  dagegen 
der  vom  Cap  und  Greenwich,  der  IJ  Stunde  beträgt,  eine  Zeit,  far 
welche  man  die  Bewegung  des  Mondes  in  Declination  vollkommen 
scharf  in  Rechnung  bringen  kann. 

Die  Beobachter  fanden  damals  die  Horizontalparallaxe  des 
Mondes  in  seiner  mittleren  Entfernung  von  der  Erde  gleich  57' 5". 
Eine  neue,  von  Olufsen  ausgeführte  Berechnung  aller  dieser  Beob- 
achtungen ergab  aber  dafür  den  Werth  57' 2".  64  unter  der  Vor- 
aussetzung, dafs  die  Abplattung  der  Erde  ist.      Mit    dem 

wahrscheinlichsten  Werthe  der  Abplattung  erhält  man  da- 

J9«7  •  lo 

gegen  57' 2".  80.*)  In  neuester  Zeit  beobachtete  auch  Henderson  in 
den  Jahren  1832  und  1833  am  Cap  der  guten  Hoffnung  Meridian- 
zenithdistanzen  des  Mondes,  aus  denen  er  in  Verbindung  mit  gleich- 
zeitigen Greenwicher  Beobachtungen  die  mittlere  Horizontalparallaxe 
57' 1".  8  fand.**)  In  den  Burkhardt'schen  Mondtafeln  ist  für  diese 
Constante  der  Werth  57'  0".  52  angenonmien,  in  den  Hansen'schen 
56'  59".  59. 


*)  Astron.  Nachrichten  No.  326. 
**)  Astron.  Nachrichten  No.  338. 
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Für  den  Mond  wird  nun  übrigens  das  Problem,  seine  Parallaxe 
aus  Beobachtungen  an  verschiedenen  Orten  der  Erde  zu  finden, 
nicht  so  einfach,  wie  dasselbe  vorher  aufgestellt  war,  weil  man 
immer  nur  den  Rand  des  Mondes  an  beiden  Orten  beobachten 
kann,  also  zur  Reduction  die  Eenntniss  des  Halbmessers  nöthig 
hat,  welcher  selbst  durch  die  Parallaxe  geändert  wird. 

Bezeichnen  r  und  r'  den  geocentrischen  und  scheinbaren  Halb- 
messer des  Mondes,  A  nnd  A'  die  Entfernung  vom  Mittelpunkte 
der  Erde  und  dem  Beobachtungsorte,  so  ist: 

sin  r'        A 


sinr       A'' 

In  dem  Dreiecke,  welches  vom  Mittelpunkte  der  Erde,  dem 
Mittelpunkte  des  Mondes  und  dem  Beobachtungsorte  gebildet  wird, 
hat  man  aber: 

A  ^  sin  (1800— gQ 
A'         sin(«'— j)')  ' 

wo  2r'  den  Winkel  bezeichnet,  den  die  Richtung  vom  Beobachtungs- 
orte nach  dem  Mittelpunkte  des  Mondes  mit  der  verlängerten  Rich- 
tung vom  Mittelpunkte  der  Erde  nach  dem  Beobachtungsorte  macht, 
oder  da 

0'  =  ;?  — -  (^  —  ^')  ^  r' 
ist,  wo  z  die  beobachtete  Zenithdistanz  des  Mondrandes  bezeichnet 
und  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  der  obere  oder 
untere  Rand  beobachtet  ist: 

A  _     sin  [g  —  (y>  —  y')  "^  r'] 
A'  "~sin  [«  -  (^  -  ^')  — i>'=t  r']  • 

Führt  man  diesen  Ausdruck  in  die  Gleichung  für  —r—-  ein  und 

eliminirt  jp'  durch  die  Gleichung: 

sinp'  =  yo  sin jp  sin  \z  —  {«p  —  ip)  ± r'], 
so    erhält  man,    wenn   man    der   Kürze   wegen  z  —  {^^  —  ^0  t>l^s 
durch  z  bezeichnet  und  p  gleich  Eins  setzt: 

sin  r'  =  sin  r  -f-  sin  **  sinp  cos  {z  ifc  r')  -f  ^  sin  r  sin^)'  sin  (« :t  r')', 
oder  bis  auf  Gröfsen  von  der  dritten  Ordnung  genau: 

r'  =  r  +  sin  r  sini)  cos  («  zt  r)  -f  ^  sin  r  sin  p'  sin  (t  ±  r)*. 

Ist  nun  Z  die  geocentrische  Zenithdistanz  des  Mittelpunkts  des 
Mondes,  so  ist  dieselbe  durch  die  Zenithdistanz  z  des  beobachteten 
Randes  ausgedrückt: 

z  =  ij  ih  r'  —  smi)  sm  {z  ±  r) -z , 
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oder,  wenn  man  für  r'  seinen  oben  gefundenen  Werth  substituirt: 
Z=  I it  r  ±  sinr  sinp cos (s±r)±:i sinr  sinp'  sin (z ± rY 

—  smp  sin  (i8  ±  r) ^ . 

Entwickelt  man  diese  Gleichung  und  vernachlässigt  wieder  die 
Glieder,  welche  in  Bezug  auf  j?  und  r  von  einer  höheren  Ordnung 
als  der  dritten  sind,  so  erhält  man: 

Z  =  Ä  ±  r  —  sin  r^  sin jp  sin  «  ±  i  sin  r  sin jp'  sin  z^ 

sin  «*  sin  ß^ 
—  sinp  cos  rsmz ^ , 

oder,  wenn  man  1  —  ^sinr^  statt  cosr  und  wieder  p  sinj?  statt 
siap  einführt: 

Z=«itr  — /osinpsin«  — i/osin|>sinxfsinr^  ^ip^  sinp*  sinrsin«* 

p^  sinp'  sinjg^ 
""  6 

und  endlich,  wenn  man 

sin  r  =  Ä  sin  p, 

also 

r  =  fc  sin  p  +  i  Ä'  sin  p' 

setzt  und  auch  wieder  z  —  X  statt  z  einführt,  wo  X  =  ^  —  y>'  ist: 
Z  =  z--A--smp[fism(z--X)zfj6]--^^^[ßsin(z--X)zfky, 

D 

Ist  dann  D  die  geocentrische  Declination  des  Mittelpunktes  des 
Mondes,  d  die  beobachtete  Declination  des  Randes,  so  ist,  weil 
D  =  /  —  Z  und  ^=:y>'  —  (z  —  X): 

D  =r  ^  -h  sini)  0  sin  (0  —  i)  ip  äO  4-  ^^  [p  sin  (xf  —  >l)  ip  *] » . 

b 

Die  Gröfsen  p  und  X  hängen  nun  von  der  Abplattung  der  Erde 
ab.  Da  es  nun  wünschenswerth  ist,  die  Parallaxe  des  Mondes  so 
zu  finden,  dafs  man  die  Aenderung,  welche  eine  andere  Abplattung 
als  die  zum  Grunde  gelegte  hervorbringt,  leicht  daran  anbringen 
kann,  so  mufs  man  den  Ausdruck  so  entwickeln,  dafs  derselbe  die 
Abplattung  explicite  enthält.  Nun  war  aber  in  No.  2  des  dritten 
Abschnitts  gefunden: 

^-^  ^a^-t-52sm2y4-... 
= r^  sm  2  ö)  4-  . . . 
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Führt  man  hier   die  Abplattung   a   ein,   gegeben   durch   die 
Gleichung: 

1  — ^  =  2a  — a» 

und  vernachlässigt  die  Glieder  von  der  Ordnung  a^,  so  wird: 

jp  —  ^'  =  A  =  a  sin  2^, 
Femer  war: 

1  —  fi'  sin  jp'        1  —  e'  sin  ^' 

1  —  2  c'  sin  f>'  +  g^  sin  y' 

1  —  €*  sin  $9' 

Führt  man  auch  hier  wieder  a  ein  durch  die  Gleichung: 

e»=:2a  — a» 

und  vernachlässigt  die  Glieder  von  der  Ordnung  a^,  so  erhält  man: 

/>  =  1  —  a  sin  9?'. 
Damit   wird   dann   der  zuletzt  für  D  gefundene  Ausdruck  der 
folgende: 

D  =  d-h  [sin £  =F  A;]  sinp  —  [sin  y>'  sin  «  -f  sin  2^  cos  if]  a  smp 

+  [sinÄq=ÄP?^. 

0 

Eine  solche  Gleichung  giebt  also  eine  jede  Beobachtung  eines 

Mondrandes  an  einem  Orte  auf  der  nördlichen  Halbkugel  der  Erde 

und  es  gilt  hier  das  obere  oder  untere  Zeichen,  je  nachdem  man 

den  oberen  oder  unteren  Rand  des  Mondes  beobachtet  hat. 

Für   einen  Ort  auf  der  südlichen  Halbkugel  der  Erde  findet 
man  ebenso: 

A  =  ^1  —  [sin  01  qp  *]  sinpi  —■  [sin  ei  qp  *]'  — ^~ 

b 

+  [sin  j?i '  sin  Äfi  +  sin  2 ^i  cos  ft]  a  sinpi. 
Es    seien   nun  t  und  ti    die   den   beiden  Beobachtungen   ent- 
sprechenden mittleren  Zeiten  irgend  eines  ersten  Meridians,  ferner 
sei  Do  die  geocentrische  Declination  des  Mondes  für  irgend  eine 

dD 
Zeit  T,  und  jr  die  Aenderung  der  Declination  des  Mondes  während 

einer  Stunde  mittlerer  Zeit,  positiv  genommen,  wenn  der  Mond  sich 
nach  dem  Nordpole  zu  bewegt,  so  geben  die  beiden  Gleichungen 
für  jD  und  Dx: 

dD 

(ti  —  t)  -TT  =  ^i  —  <J  — -  [sin  Miifk—a  (sin  ^i  ^  sin  Zi  +  sin  2  ^i  cos  xfi)]  sin  jpi 

—  [sin  z  zfk — a  (sin  5p'  sin  0  4-  sin  2  9»  cos  z)}  sinp 

—  [sm;Bfi  qp  ky  — ^ [sinirqz*]»  — ^. 
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■dp 

Ist  ferner  Pq  die  Parallaxe  für  die  Zeit  T  und  -^   die  stünd- 
liche Veränderung  derselben,  so  wird: 

dp ,        __ 
sinp  =  sinpo  -h  cos  Po  jT  (*  —  ^ 

sinpi=  sin  Po  -h  cos  jpo  3?(*i  —  ^)» 

mithin   erhält   man  für  die  Bestimmung  der  Parallaxe  zur  Zeit  T 
die  Gleichung: 


0 


dD 


smpo' 


di  ^d-hit-ti)-^-  [ismei^fky  -f  (sin  Ä=F*)']  — ^ 

—  ^  cosi^o  [(sin z^Jc)(t—r)-{-  (sin Zi  qp  *)  (ti  —  T)] 

r  .         ,    .         7     n  .         .       .       f     sin©'  sinjS  +sin2f>  cos«  \*x 

—  [smÄi-l-sin£(qFfc=FÄ;]sinpo  +  «sini>oS  ,    •        a  •   «    .  „•   o     ..o.  J- ^ 

*  -r   -I-  j      «-u  •^"(+sin^i'sinjei+sm2  9?iCOS«i  j 

Sind  nun  an  den  beiden  Orten  verschiedene  Ränder  des  Mondes 
beobachtet,  so  wird  der  Coefficient  von  sin|?o  unabhängig  von  k 
und    da  diese  Gröfse  dann  nur  noch  in  den  kleinen,    mit  sin|>o^ 

und  -^  multiplicirten  Gliedern  vorkommt,  so  wird  auch  der  ge- 
fundene Werth  von  po  unabhängig  von  einem  etwaigen  Fehler  in  k. 
Da  man  nun  ferner  die  Parallaxe  aus  früheren  Bestimmungen  als 
soweit  annähernd  bekannt  voraussetzen  kann,  um  damit  das  dritte 
und  vierte  Glied  der  Formel  ohne  merklichen  Fehler  zu  berechnen, 
so  kann  man  also  die  vier  ersten  Glieder  als  bekannt  voraussetzen, 
weil  alle  darin  vorkommenden  Gröfsen  entweder  durch  die  Beob- 
achtungen gegeben  sind  oder  aus  den  Mondtafeln  entnommen 
werden  können.  Bezeichnet  man  daher  die  Summe  dieser  Glieder 
mit  n,  den  Coefficienten  von  sin^o  niit  a  und  den  von  asinpo 
mit  b^  so  erhält  man  die  Gleichung: 

0  =  n  —  sinpo  (a  —  &a), 
aus    welcher   man  po   als  Function   von  a   findet.    Man  will  nun 
aber   nicht   allein   die  Horizontalparallaxe  p(y,   welche    zur  Zeit  T 
stattfindet,    kennen,    sondern   die    sogenannte   mittlere  Horizontal- 
parallaxe, d.  h.  den  Werth,  welchen  die  Horizontalparallaxe  in  der 


*)  Will  man  auf  die  zweiten  Differentialquotienten  Rücksicht  nehmen, 
so  muTs  man  noch  das  Glied  hinzufügen: 

+  i[(«-r)'-(«i-r)']^; 

nimmt  man  aber: 

so  fallt  dies  Glied  fort. 


I — 
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mittleren  Entfernung  des  Mondes  von  der  Erde*)  hat.  Ist  aber  K 
die  in  den  Mondtafeln  angenommene  mittlere  Horizontalparallaxe 
nnd  TT  die  aus  denselben  Tafeln  für  die  Zeit  T  entnommene,  so  hat 
man,  wenn  man  die  gesuchte  mittlere  Horizontalparallaxe  mit  77 
bezeichnet: 

sin  pQ  =  ^8m  n=^ß  sin  17, 

also  wird  die  Bedingungsgleichung  jetzt: 

0  = sin  77 (a  —  6a). 

ß 

Beispiel.  Am  23sten  Februar  1752  beobachtete  Lalande  in 
Berlin  die  Declination  des  unteren  Randes  des  Mondes: 

(J  = -4- 200  26' 25".  2, 
dagegen  Lacaille  am  Cap  der  guten  Hoffnung  die  Declination  des 
oberen  Randes: 

^j  =  -f  21o46'44".8. 
Für  die  in  der  Mitte  zwischen  beiden  Beobachtungen  liegende 
mittlere  Pariser  Zeit: 

r=6h40n>, 

hat  man  ferner  nach  den  Burkhard  tischen  Mondtafeln: 

^  =  -  34".  15 
dt 

TT  =  59' 24".  54 

'i  =  +  0".28; 

endlich  ist: 

^==520  30' 16" 
und: 

^1=^^    56    3  südlich. 

Da  der  Östliche  Meridianunterschied  des  Caps  von  Berlin 
20"*  19» .  5  beträgt  und  die  stündliche  Zunahme  der  Rectascension 
des  Mondes  gleich  38'  10"  im  Bogen  war,  so  erfolgte  die  Culmina- 
tion  des  Mondes  in  Berlin  21™  11»  später  als  am  Cap,  mithin  ist: 

«-*i=-l-21«nll%  also  (*  — «1)^  =  — 12".06 

femer: 

f^i— <J=:-|-P20'19".6. 
Das    dritte   Glied,   welches   von   sinp^    abhängt,    erhält  man, 
wenn  man  Ä  =  0.2725  nimmt,  gleich  —  0".  12;  es  ist  daher,  wenn 


*)  Nämlich  wenn  diese  Entfernung  gleich  der  halben  grofsen  Axe  der 
elliptischen  Bahn  des  Mondes  ist. 
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man  das  hier  ganz  unbedeutende  in  -?-  multiplicirte  Glied  vernach- 
lässigt: 

n  =  +  P20'r'.42 
oder  in  Theilen  des  Radius: 

n  =  +  0.023307 
und  da  die  in  den  Burkhardt'sclien  Mondtafeln  angewandte  Con- 
staute  der  Parallaxe: 

X=57'0".52 
ist,  so  wird: 

log  A4  =  0.01792, 
also: 

—  =  4-  0.022365. 

Berechnet  man  die  Coefficienten  a  und  &,  so  erhält  man,  da 
%  =  520  3'  51"  und  z^  =  55^  42'  48" 
war: 

a  =  + 1.3571  und.    ft  =  + 1.9321 
und  somit  für  die  Bestimmung  von  sin  n  die  Gleichung: 

0  =  4-  0.022365  —  sin  17(1.3571  —  1.9321  a). 
Eine  solche  Gleichung  von  der  Form: 

0  = x(a  —  bd) 

giebt  nun  die  Verbindung  je  zweier  Beobachtungen.  Hat  man  nur 
eine  solche  Gleichung,  so  kann  man  daraus  für  einen  bestimmten 
Werth  von  «  denjenigen  Werth  suchen,  welcher  diese  Gleichung 
erfüllt.     So   erhält   man   aus    der   vorigen    Gleichung,   wenn  man 

^  =  29^  ^^^°'*- 

log  sin  77=  8.21901 
77  =56' 55".  4. 

Hat  man  aber  mehrere  Gleichungen,  so  erhält  man  nach  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  für  die  Gleichung  des  Minimums 
in  Bezug  auf  xi 


also: 


[aa]  X  —  [ah]  ax  —  \a  —    =0, 
r7J  ^  [ah-] 

X  =  — jF — T h  r — t"  aX 

\aa\         \aa] 

=[!il+til  ^„. 

\aa\  \aa\     '  lad] 


J 
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Auf  diese  Weise  wurde  von  Olufsen  aus  den  vorher  erwähnten 
Beobachtungen  von  Lacaille,  Lalande,  Zanotti  und  Bradley  der  Werth 
der  mittleren  Horizontalparallaxe  des  Mondes  abgeleitet.*)  Die  End- 
gleichung für  sin  üT oder  X  ergab  sich  wie  folgt: 

X  =  0.01651223  +  0.02429201  a 

woraus  mit  der  Abplattung  a  =  für  die  Constante  der  Pa- 

rallaxe 57'  2".  64  gefunden  wurde.    Mit  dem  Bessel'schen  Werthe 
for   die  Abplattung,    a  =  ^^^  ^^^^   erhält  man  dagegen   für   diese 

Constante: 

57'  2".  80. 

Durch  die  Vergleichung  der  Meridianzenithdistanzen,  die  in 
den  Jahren  1832  und  1833  am  Cap  der  guten  Hoffnung  beobachtet 
waren,  und  gleichzeitigen  Greenwicher  Beobachtungen  fand  Henderson 
mit  demselben  Werthe  für  die  Abplattung,  diese  Constante  gleich:**) 

57'  1".  80, 
sodafs  also  im  Mittel  aus  beiden  Bestimmungen  folgt: 

57'  2".  30. 

Da  die  Parallaxe  des  Mondes  übrigens  so  grofs  ist,  so  kann  man 
dieselbe  schon  aus  den  Beobachtungen  an  einem  und  demselben 
Orte  der  Erde  mit  einiger  Annäherung  ableiten,  indem  man  dem 
Zenithe  nahe  gelegene  Beobachtungen,  für  welche  die  Höhenparallaxe 
gering  ist,  mit  Beobachtungen  in  der  Nähe  des  Horizontes  verbindet, 
for  welche  die  Parallaxe  also  nahe  ihr  Maximum  erreicht.  Auf  diese 
Weise  wurde  auch  die  Mondparallaxe  von  Hipparch  entdeckt,  in- 
dem derselbe  in  der  Bewegung  des  Mondes  ein  Glied  auffand,  wel- 
ches von  der  Höhe  desselben  über  dem  Horizonte  abhing  und  die 
Periode  eines  Tages  hatte. 

4.  Die  Horizontalparallaxe  der  Sonne  kann  ihrer  Kleinheit 
wegen  durch  diese  Methode  nicht  mit  Sicherheit  gefunden  werden, 
da  die  Beobachtungsfehler  im  Verhältnifs  zur  gesuchten  Gröfse  zu 
grofs  ausfallen  würden;  man  kann  sich  indessen  derselben  Methode 
zur  Bestimmung  der  Parallaxe  eines  der  Erde  nahe  kommenden 
Planeten  bedienen,  für  welchen  dies  Verhältnifs  ein  vortheilhafteres 
ist.  Aus  der  Parallaxe  eines  Planeten  kann  man  aber  die  Parallaxe 
der  Sonne  herleiten,  da  das  Verhältnifs  der  Entfernung  des  Planeten 
von  der  Erde  zur  halben  grofsen  Axe  der  Erdbahn  durch  das  dritte 


*)  Astron.  Nachrichten  No.  326. 
**)  Astron.  Nachrichten  No.  338. 
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Keplersche  Gesetz  und  die  Theorie  der  Bewegung  des  Planeten  be- 
kannt ist.  Hierzu  eignen  sich  nun  die  Beobachtungen  der  Venus 
zur  Zeit  ihrer  unteren  Conjunction  und  die  des  Mars  zur  Zeit  seiner 
Opposition,  da  diese  Planeten  dann  in  ihrer  Erdnähe,  also  deren 
Parallaxen  grofs  sind.  Für  die  Conjunction  der  Venus  ist  nämlich 
die  Entfernung  von  der  Erde  gleich  0.28,  weün  man  die  halbe 
grofse  Axe  der  Erdbahn  als  Einheit  nimmt,  also  ist  dann  dasVer- 
hältnifs  der  Parallaxe  der  Venus  zu  der  der  Sonne  gleich  3.57. 
In  eben  dem  Verhältnifs  werden  also  die  Fehler,  die  bei  der  Be- 
stimmung der  Venusparallaxe  begangen  sind,  im  daraus  abgeleiteten 
Werthe  der  Sonnenparallaxe  verkleinert.  Bei  den  Oppositionen  des 
Mars  schwankt  dies  Verhältnifs  wegen  der  ziemlich  bedeutenden 
Excentricität  der  Marsbahn  zwischen  1 . 5  und  2 . 6.  Es  haben 
deshalb  also  die  verschiedenen  Oppositionen  einen  sehr  verschiedenen 
Werth  für  die  Bestimmung  der  Sonnenparallaxe,  und  man  mufs  daher 
zu  diesen  Beobachtungen  solche  Oppositionen  auswählen,  in  denen 
Mars  der  Erde  so  nahe  als  möglich  kommt. 

Man  beobachtet  dann,  wie  vorher  für  den  Mond  gezeigt  war, 
an  zwei  Orten,  von  denen  der  eine  auf  der  nördlichen,  der  andere 
auf  der  südlichen  Halbkugel  gelegen  ist,  die  Declination  des  Planeten 
oder  noch  besser  den  üeclinationsunterschied  mit  benachbarten  Ste^ 
nen,  da  man  bei  solchen  Differenzbeobachtungen  von  den  Fehlern 
der  Instrumente  und  der  Refraction  mehr  unabhängig  ist.  Da  diese 
Beobachtungen  aber  nicht  zu  derselben  Zeit  gemacht  werden,  so 
mufs,  wie  vorher,  auf  die  Veränderung  der  Declination  des 
Planeten  in  der  Zwischenzeit  Rücksicht  genommen  werden,  indem 
man  die  Beobachtungen  auf  eine  und  dieselbe  Zeit  reducirt.  Diese 
Reduction  kann,  wenigstens  wenn  die  Länge  der  BeobachtungsQrte 
nicht  allzu  verschieden  ist,  mit  der  gröfsten  Sicherheit  gemacht  wer- 
den. Um  aber  von  Fehlern,  die  hieraus  entstehen  könnten,  unab- 
hängig zu  sein,  hat  Gerling*)  für  Venusbeobachtungen  vorgeschlagen, 
diese  zur  Zeit  der  Stillstände  zu  machen,  für  welche  das  Verhält- 
nifs der  Parallaxen  der  Venus  und  der  Sonne  noch  immer  2.9  ist. 
Obwohl  nun  aber,  schon  wegen  der  Gröfse  dieses  Verhältnisses,  die 
Venusbeobachtungen  einen  Vortheil  zu  haben  scheinen,  so  wird  dieser 
doch  wieder  dadurch  aufgehoben,  dafs  man  die  Vergleichssteme  in 
diesem  Falle,  da  Venus  in  der  Mitte  des  Tages  culminirt,  viel  weiter 
entfernt  nehmen  müfste,  also  die  Fehler  der  Instrumente  weniger 
eliminiren  könnte.    Für  die  Marsoppositionen  fällt  dieser  üebelstand 


*)  Astron.  Nachrichten  No.  599. 
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aber  fort,  da  der  Planet  zu  dieser  Zeit  um  Mitternacht  culminirt, 
also  unter  den  günstigsten  Umständen  beobachtet  werden  kann.  Sie 
wurden  denn  auch  schon  im  Jahre  1671  von  Eicher,  der  in  Cayenne, 
und  Picard  und  Römer,  die  in  Paris  die  Meridianhöhen  beobachteten, 
angewandt  und  dadurch  die  Horizontalparallaxe  des  Mars  zu  25".  ö 
bestimmt,  woraus  dann  9".  5  für  den  Werth  der  Sonnenparallaxe 
folgte.  Noch  weniger  genau  erhielten  Lacaille  und  Lalande  dieseu 
Werth  aus  den  schon  vorher  erwähnten  correspondirenden  Beob- 
achtungen, nämlich  10".  25. 

In  neuerer  Zeit  ist  diese  Methode  aber  mit  besserem  Erfolge 
angewandt,  indem  man  den  Planeten  mit  benachbarten  Sternen  im 
Meridiane  verglich.  So  wurden  im  Jahre  18B2  von  den  Stern- 
warten zu  Greenwich,  Cambridge  und  Altona  auf  der  nördlichen 
Halbkugel  und  der  am  Cap  der  guten  Hoffnung,  solche  correspon- 
dirende  Beobachtungen  ausgeführt,  aus  denen  der  Werth  der  Sonnen- 
parallaxe zu  9".  028  bestimmt  wurde.  In  noch  gröfserem  Maafsstabe 
wurden  diese  Beobachtungen  bei  der  Opposition  von  1862  wieder 
aufgenommen.  Für  diese  hatte  Winnecke  die  Methode  besonder» 
empfohlen*)  und  acht  passende  Vergleichsterne  im  Voraus  ausge- 
wählt, mit  denen  Mars  an  jedem  Abende  auf  den  verschiedenen, 
sich  bei  den  Beobachtungen  betheiligenden  Sternwarten  verglichen^ 
wurde. 

Ist  nun  d'  die  beobachtete  Declination  des  Mars,  ^  die  für 
dieselbe  Zeit  aus  den  Tafeln  berechnete  Declination,  M  der  Fehler 
der  Tafeln  in  Declination,  r  der  aus  den  Tafeln  genommene  Halb- 
messer, dr  der  Fehler  desselben,  so  ist: 

Je  nachdem  der  nördliche  oder  südliche  Rand  beobachtet  wurde. 
Bezeichnet  dann  D'  die  beobachtete  scheinbare  Declination  des 
Vergleichsterns,  D  die  aus  der  Ephemeride  genonmiene,  ^D  den- 
Fehler  der  mittleren  Declination,  so  wird  der  Unterschied  der  beob- 
achteten Deqlinatiou  des  Planeten  und  des  Sterns: 

D'  —  (J'  =  D  —  <J  -f-  (A D  —  A  <y)  -f-  Y  sin  (^'  —  (J)  ±  r  ±  d r 
und    wenn  D'o,   Al^o   und  Do   dasselbe   für   das  Mittel  aiis  allem 


*)  A.  Winnecke,  Considerations  conceraant  les  observatioüs  meridiennes 
k  faire  pendant  l'opposition  prochain  de  Mars  (Melanges  mathematiques  et 
astronomiques,  tires  du  Bulletin  de  l'Academie  de  Sciences  de  St.  Peters- 
bourg  Vol.  m.). 

Brunn ow,  sphärische  Astronomie.     4.  Aufl.  25 
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Sternen  bedeuten,  was  U^  ^D  und  D  för  den  einzelnen  Stern  be- 
deuten, und  wenn  man  setzt: 

n  =  i>o  -  <J-  (D'o  -  ^)  ±r  4-^  sin  (^'  -  *>), 

wo  itQ  ein  genäherter  Werth  der  Sonnenparallaxe  ist,  so  giebt  also 
die  vollständige  Beobachtung  des  Planeten  und  der  Yergleichstenie 
an  einem  Orte  für  jeden  Abend  eine  Gleichung  von  der  Form: 

0  =  n  -I-  (Al>o  —  A<J)  -f  -^  sin  (^'  —  ^dn±.  dr. 

Für  einen  zweiten  Ort  auf  der  südlichen  Halbkugel  erhält  man 
dann  ähnliche  Gleichungen.  Da  jeder  Beobachter  übrigens  bei  der 
Einstellung  des  Randes  einen  constanten  Fehler  machen  kann,  also 
dr  in  den  Gleichungen,  die  aus  den  Beobachtungen  verschiedener 
Orte  gebildet  werden,  einen  etwas  verschiedenen  Werth  haben 
kann,  so  müssen  abwechselnd  der  obere  und  der  untere  Rand 
beobachtet  werden,  damit  der  Einflufs  solcher  Fehler  auf  das  End* 
resultat  möglichst  eliminirt  werde.  Hat  man  nun  zwei  solcher 
correspondirenden  Beobachtungen  an  demselben  Tage,  so  fällt  aus 
dem  Unterschiede  der  beiden  daraus  erhaltenen  Gleichungen  das 
Glied  A-Z>o  —  A^  fort  und  man  erhält  eine  Gleichung,  in  der  nur 
noch  n  und  dr  als  Unbekannte  vorkommen.  Durch  die  Benutzung 
derselben  Vergleichsterne  an  jedem  Abende  erhält  man  aber  den 
Vortheil,  dafs  man  alle  Beobachtungen,  auch  die  nicht  correspon- 
direnden, für  die  Aufstellung  von  Gleichungen  benutzen  kann.  Da 
man  aber  nicht  annehmen  kann,  dafs  der  Fehler  der  Tafeln  A^ 
während  der  Zeit,  über  welche  die  Beobachtungen  sich  erstrecken 
(gewöhnlich  vierzehn  Tage  vor  und  nach  der  Opposition),  derselbe 
bleibt,  so  mufs  man  noch  ein  der  Zeit  proportionales  Glied  ein- 
führen, d.  h.  den  Fehler  A^  von  der  Form  annehmen  A^4-a^ 
wo  a  die  Aenderung  von  A<^  iu  einem  Tage  ausdrückt.  Es  tritt 
also  dann  a  als  neue  Unbekannte  hinzu,  sodafs  die  Form  der 
Gleichungen  in  diesem  Falle  wird: 

0  =  n  -h  (ADo  —  A^)  -+-  a*  +  ^  sin  (^'  —  &)±dr. 

Bei  der  Marsopposition  von  1862  nahmen  nun  die  Sternwarten 
zu  Pulkowa,  Helsingfors,  Leiden,  Greenwich,  Albany  und  Washington 
auf  der  nördlichen,  und  auf  der  südlichen  Halbkugel  die  zu 
Williamstown,  Santiago  und  am  Cap  der  guten  Hoffnung  Theil 
und  aus  allen  an  diesen  Orten  angestellten  Beobachtungen  wurde 
dann  von  Winnecke  für  die  Sonnenparallaxe  der  Werth  8",866 
hergeleitet. 
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Man  kann  aber  auch  die  Parallaxe  eines  Planeten  dadarch  be* 
stimmen,  dafs  man  mittelst  micrometrischer  Messungen  die  Decli- 
nationsunterschiede  desselben  mit  zwei  für  jeden  Abend  vorher 
ausgewählten  Sternen  beobachtet.  Dabei  ist  es  am  zweckmäfsigsten, 
die  Sterne  so  auszuwählen,  dafs,  wenn  der  eine  dem  Planeten  nörd* 
lieh  vorangeht,  der  andere  südlich  folgt,  oder  umgekehrt,  indem 
bei  solcher  Anordnung  und  möglichster  Gleichheit  der  Declinations- 
unterschiede  Fehler  der  angewandten  Mefsapparate  möglichst  elimi- 
nirt  werden  können.  Diese  Methode  gewährt  den  Vortheil,  dafs 
man  die  Anzahl  der  einzelnen  Beobachtungen  an  jedem  Orte  belie- 
big vermehren  und  dabei  immer  abwechselnd  den  einen  und 
den  anderen  Rand  beobachten,  mithin  aus  dem  Mittel  aller  Beob- 
.achtungen  die  Declinationsunterschiede  gleich  für  den  Mittelpunkt 
des  Planeten  herleiten  kann.  Auch  bei  dieser  Methode  sind  wieder 
Beobachtungen  des  Mars  vortheilhafter  als  die  der  Venus,  weil  man 
diese  in  der  Nähe  des  Horizonts  vor  Sonnenaufgang  oder  nach 
Sonnenuntergang,  also  unter  sehr  ungünstigen  Umständen  beobach- 
ten müsste,  während  Mars  gerade  bei  seinem  höchsten  Stande  und 
um  Mittemacht  beobachtet  wird.  Da  in  diesem  Falle  die  Parallaxe 
in  Declination  nach  No.  4  des  dritten  Abschnitts  gleich 

ttp  sin  y'  sin  {y  —  <?) 
A  sin  /* 

ist,  so  erhält  man,  wenn  man  den  Factor  von  it  gleich  jp  und  ;r=7r^,  -hrf^r 
setzt,  aus  jedem  an  einem  Orte  beobachteten  Declination sunter- 
schied  des  Planeten  und  Sterns  eine  Gleichung  von  der  Form: 

D'  —  <J'  =  D  —  <^  -f-  (AD  —  A  <J)  +  P^o  -^Pd-K 

und  eine  correspondirende  Beobachtung  auf  der  südlichen  Halbkugel 
giebt  dann  eine  ähnliche  Gleichung: 

jy  —  ^f,  =  D  —  ^,^  (l^D  —  A<J)  -hPt^o  -^P,d7ü. 
Man  erhält  also  aus  der  Verbindung  beider  die  folgende: 

^  —  ^^  =  ^  —  ^,  +  (p,  —  p)  TTo  +  (p,  —  jp)  dn 
wo  ^  —  d,  die  Aenderung  der  Declination  in  der  Zwischenzeit  der 
beiden  Beobachtungen  und  nur  noch  dn  als  Unbekannte  vorhanden 
ist,  sodafs,  wenn  man  setzt: 

^-  «r,  -  (^  -  d*,)  -h  (P,  -P)  7to  =  W, 

die  Form  der  Gleichungen  einfach 

0  =  n-h(p,  —  jp)c?w 
wird. 

Aus  Beobachtungen,  die  1862  gemäfs  dieser  Methode  zu  Upsala, 
Leiden  und  Washington  angestellt  waren  und  mit  den  zu  Santiago 

25* 
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in  Chili   angestellten  verglichen  wurden,  hat  Hall  in  Washington 
für  die  Sonnenparallaxe  den  Werth  8".  84  gefunden.  *) 

Galle**)  hat  für  dieselbe  Methode  der  Bestimmung  der  Sonnen- 
parallaxe die  Benutzung  solcher  Asteroiden  vorgeschlagen,  die  in 
ihrer  Opposition  der  Erde  nahe  kommen.  Die  gröfste  Annäherung, 
die  bei  einigen  derselben  zu  dieser  Zeit  vorkommt,  beträgt  etwa  0 .  Bf 
aber  obwohl  somit  das  Verhältnifs  der  Parallaxen  der  Asteroiden 
und  der  Sonne  nicht  sehr  von  der  Einheit  verschieden  ist  und  die 
Bfeobachtungsfehler  daher  mit  nahezu  ihrem  vollen  Werthe  auf  das 
Resultat  einwirken,  so  lassen  sich  doch  wieder  die  Declinations- 
ünterschiede  mit  benachbarten  Sternen  an  dem  Fadenmicrometer 
in  diesem  Falle  mit  grofser  Sicherheit  beobachten,  da  die  schwachen 
Vergleichsterne,  die  man  in  diesem  Falle  auswählt,  und  ebenso  die 
Asteroiden  als  ganz  scharfe  Puncte  erscheinen  und  man  bei 
diesen  Beobachtungen  sehr  starke  Vergröfserungen  anwenden  kann. 
Wie  schon  oben  erwähnt,  ist  es  für  diese  Beobachtungen  wichtig, 
dafs  man  die  Vergleichsterne  so  auswählt,  dafs  der  eine  nördlich, 
der  andere  südlich  in  möglichst  gleichem  Abstände  steht,  und,  wenn, 
möglich,  dafs  der  eine  dem  Asteroiden  in  Rectascension  vorangeht,  der 
andere  folgt;  aufserdem  darf  auch  die  Declinationsdifferenz  nicht  zu 
grofs  sein,  damit  der  Planet  und  der  Stern  beide  durch  das  Feld  der 
stark  vergröfsernden  Oculare  gehen,  die  man  bei  diesen  Beobach- 
tungen anwendet.  Da  man  für  jeden  Ort  mittelst  der  bekannten 
Bewegung  des  Planeten  aus  den  Beobachtungen  auch  den  Unter- 
schied der  Declinationen  der  beiden  Sterne  herleiten  kann,  so  er- 
hält man  dadurch  noch  ein  Mittel,  die  Beobachtungen  in  Bezug 
auf  ihre  Genauigkeit  zu  prüfen  und  die  bei  der  Reduction  benutzten 
Werthe  der  Umdrehungen  der  Micrometerschrauben  gegen  einander 
auszugleichen. 

Galle***)  leitete  so  aus  correspondirenden  Beobachtungen  der  Flora, 
die  im  Jahre  1873  auf  neun  nördlichen  und  drei  südlichen  Sternwarten 
angestellt  waren,  den  Werth  der  Sonnenparallaxe  zu  8".  873  ab. 

Man  kann  nun  aber  auch  für  Mars  und  die  Asteroiden  die 
Parallaxe  noch  auf  eine  andere,  sehr  einfache  Weise  bestimmen, 
indem  man  an  demselben  Orte  die  Verschiebung  in  Rectascension 


*)  Astronomical  and  Meteorological  observations  made  at  the  United 
States  Naval  Observatory  duri'ng  the  year  1863- 

**)  Astron.  Nachrichten  No.  1897. 

***)  Ueber  eine  Bestimmung  der  Sonnenparallaxe  aus  correspondirenden 
Beobachtungen  des  Planeten  Flora.    Breslau  1875. 
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'beobachtet,  wena  der  Planet  in  grosser  Entfernung  östlich  und 
westlich  vom  Meridian  steht.  Diese  Methode  hat  den  grofsen  Vortheil, 
dafs  es  dabei  gar  keiner  correspondirenden  Beobachtungen  an  ent- 
fernten Orten  bedarf,  und  dafs  die  dabei  zur  Vergleichung  kommen- 
den Beobachtungen  von  demselben  Beobachter  und  mit  demselben 
Femrohr  gemacht  werden.     Da  die  Parallaxe  in  Rectascension  gleich 

Ttp  cos  9?'  sin  (0  —  a) 
A  cos  d 

ist,  also  das  Maximum  erreicht,  wenn  der  Stundenwinkel  S  —  a 
gleich  90^  oder  fi*'  ist,  so  ist  es  am  vortheilhaftesten,  wenn  die 
Beobachtungen  so  nahe  als  möglich  diesem  Stundenwinkel  ange- 
stellt werden  und  eine  Opposition  gewählt  wird,  in  der  der  Planet 
möglichst  weit  vom  Aequator  entfernt  ist.  Natürlich  müssen  diese 
Beobachtungen  auf  der  nördlichen  Halbkugel  gemacht  werden,  wenn 
der  Planet  nördliche  Declination,  auf  der  südlichen,  wenn  derselbe 
südliche  Declination  hat.  Man  beobachtet  dann,  ähnlich  wie  vorher 
den  Declinationsunterschied,  den  Rectascension sunterschied  zwischen 
dem  Planeten  und  zwei  Sternen,  von  denen  der  eine  nördlich,  der 
andere  südlich  vom  Planeten  steht,  und  bedient  sich  dabei  mit 
Vortheil  des  in  No.  27  des  fünften  Abschnitts  beschriebenen 
Chronograph.  Nur  in  seltenen  Fällen  wird  es  sich  treffen,  dafs 
Sterne  zu  gleicher  Zeit  mit  dem  Planeten  im  Felde  erscheinen, 
sodafs  man  die  Messung  wie  bei  den  Declinationen  mittelst  des 
beweglichen  Micrometerfadens  anstellen  kann,  indem  man  das  Fern- 
rohr durch  das  Uhrwerk  der  täglichen  Bewegung  folgen  lässt.  Wird 
Mars  für  diese  Beobachtungen  angewandt,  so  beobachtet  man  immer 
abwechselnd  den  vorangehenden  und  den  folgenden  Rand,  sodafs 
man  aus  den  Beobachtungen  sogleich  den  Rectascensionsunterschied 
für  den  Mittelpunkt  erhält.  Auch  diese  Beobachtungen  kann  man 
auf  etwa  vierzehn  Tage  vor  und  nach  der  Opposition  ausdehnen. 

Auf  solche  Weise  kann  also  ein  Beobachter,  ohne  seine  Stern* 
warte  zu  verlassen,  die  Sonnenparallaxe  bestimmen,  einfach  durch 
Vergleichung  der  östlich  und  westlich  vom  Meridian  mit  demselben 
Stern  gemachten  und  wegen  der  Bewegung  des  Planeten  in  Rect- 
ascension corrigirten  Vergleichungen.  Während  bei  der  Methode 
durch  Declinationsbeobachtungen  die  Basis,  von  deren  Endpunkten 
der  Planet  beobachtet  wird,  die  Sehne  des  Meridianbogens  ist,  die 
der  Summe  der  nördlichen  und  südlichen  Polhöhen  der  Sternwarten 
entspricht,  auf  denen  die  correspondirenden  Beobachtungen  an- 
gestellt werden,  ist  dieselbe  hier  der  Durchmesser  des  Parallelkreises 
der   Sternwarte.     Während    also   z.    B.    für   die  Sternwarten   von 
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Piilkowa  und  das  Vorgebirge  der  guten  Hoffnung  diese  Basis  etwa 
gleich  2  r  sin  47^  wird,  erhallt  man  die  gleiche  Basis  für  die 
zweite  Methode,  wenn  die  Polhöhe  der  Sternwarte  43  ^  ist. 

Diese  Methode  wurde  zuerst  von  W.  G.  und  G.  P.  Bond  im 
Jahre  1849  Yorgeschlagen  und  angewandt,  wo  aus  Beobachtungen 
an  13  Tagen  der  Werth  der  Sonnenparallaxe  zu  8" .  605  abgeleitet 
wurde.  *)  Später  wurde  von  Airy  von  neuem  auf  dieselbe  aufmerk- 
sam gemacht.**)  Lord  Lindsay  und  Gill  wandten  dieselbe  zuerst 
auf  einen  der  Asteroiden,  die  Juno,  an,  und  fanden  aus  ihren  nicht 
zahlreichen  Beobachtungen,  die  mehr  zur  Prüfung  der  Brauchbarkeit 
der  Methode  angestellt  waren,  den  Werth  8" .  77  für  die  Sonnen- 
parallaxe. ***) 

Zum  Schlüsse  seien  hier  noch  kurz  zwei  indirecte  Methoden 
für  die  Bestimmung  dieser  Parallaxe  erwähnt.  Da  nämlich  eine 
der  Gleichungen  der  Mondbewegung  von  der  Sonnenparallaxe  ab- 
hängig ist,  so  kann  man,  wenn  man  deren  Gröfse  aus  den  Beob- 
achtungen bestimmt,  daraus  einen  Werth  für  die  Parallaxe  ableiten. 
Ebenso  ist  auch  die  Erdbewegung  einer  Störung  durch  den  Mond 
unterworfen,  die  ebenfalls  die  Sonnenparallaxe  als  Factor  enthält 
und  man  kann  diese  bestimmen,  wenn  man  diese  Störung  in  der 
Bewegung  der  Sonne  aus  den  Beobachtungen  bestimmt  und  niit 
dem  theoretischen  Ausdruck  vergleicht.  Beide  Methoden  fahren  auf 
den  Werth  8".  8. 

Aus  dem  Werthe  der  Aberrationsconstante  nach  Struve  20^^  4451 
erhält  man  für  die  Zeit^.  in  welcher  das  Licht  den  Halbmesser  der 
Erdbahn  durchläuft,  497^.  78.  Nun  hat  Foucault  auf  experimentalem 
Wege  die  Geschwindigkeit  des  Lichts  zu  298  Millionen  Metern  be- 
stimmt. Damit  erhält  man  also  den  Halbmesser  der  Erde  in 
Metern  und  da  der  Aequatoreal- Halbmesser  der  Erde  in  Metern 
6377398.04  ist,  so  erhält  man  daraus  dann  die  Sonnenparallaxe 
gleich  8".  87.  Nach  neueren  Versuchen  über  die  Geschwindigkeit 
des  Lichts  von  Cornu  würde  man  dafür  8^'.  80  erhalten. 

5.  Das  geeignetste  Mittel  für  die  Bestimmung  der  Sonnen- 
parallaxe gewähren  indessen  die  Beobachtungen  der  Vorübergänge 
der  Venus  vor  der  Sonnenscheibe,  welche  zuerst  von  Halley  zu 
diesem  Zwecke  vorgeschlagen  wurden.  Die  Berechnung  dieser  Er- 
scheinungen kann  nach  ähnlichen  Formeln  wie  die  in  No.  31  des 


^)  .Gould,  Astronomical  Journal  No.  103. 
♦^)  Monthly  Notices  of  the  R.  Ast.  Soc.  Vol.  XVn. 
♦♦♦)  Mo]^thly  Notices,  Yol.  XXXVÜ. 
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Yorigen  Abschnitts  gegebenen  ausgeführt  werden.  Etwas  bequemer 
ist  aber  noch  eine  Ton  Encke  im  astrononuscben  Jahrbuche  für  1842 
mitgetheilte  Methode,  welche  zuerst  die  Erscheinung  für  den  Mittel- 
punkt der  Erde  bestimmt  und  dann  hieraus  dieselbe  für  jeden  Ort 
auf  der  Oberfläche  zu  'finden  lehrt. 

Bezeichnen  a,  9^  Ä  und  D  die  geocentrischen  Rectascensionen 
und  Declinationen  der  Venus  und  der  Sonne  für  eine  der  Con- 
junctionszeit  nahe  Zeit  T  eines  ersten  Meridians,  so  hat  man  in 
dem  sphärischen  Dreiecke,  welches  durch  den  Pol  des  Aequators 
und  die  Mittelpunkte  der  Venus  und  der  Sonne  gebildet  wird,  wenn 
man  die  Entfernung  beider  Mittelpunkte  mit  m  und  die  Winkel  am 
Mittelpunkte  der  Sonne  und  der  Venus  mit  M  und  180  —  3f'  be- 
zeichnet, nach  den  Oaufsischen  Formeln: 

sin  i« .  sin  i  (JJf  -h  JK)  =  sin  i  (a  —  Ä)  cos  i  (<T  4-  D) 
sin  iw.cos  i  (Ä' H- M)  =  cos  i  (a  —  il)  sin  i  (iJ  —  D) 
cos  i  w .  sin  i  (Jlf  —  3f)  =  sin  i  (a  —  Ä)  sin  i  (<r  -h  D) 
cos  iw.cos  i(M'  —  M)  =  cos  ^  (a  —  J)  cos  i  (<J  —  D), 

oder  da  far  die  Zeiten  der  Ränderberührungen  a  —  A  und  ^  — 1>, 
mithin  auch  m  und  JW  --  M  kleine  Gröfsen  sind: 


m  sin  Jtf  =  (a  — ■  Ä)  cos  üd-hD) 
m  cos  Jlf  =  (^  —  D. 


U) 


Setzt  man  dajan  auch: 


n  sin  ^^  =  ^^-^5!^^  cos  i  ((J -h  D) 

n  cos  Jr  =        ,^ — -, 

dt 


(B) 


wo  — jT —  und  — -TZ —  die  relative  Aenderung  der  Rectascension 

und  Declination  in  der  zum  Grunde  gelegten  Zeiteinheit  bezeichnen, 
und  nennt  T-Ht  die  Zeit,  zu  welcher  eine  Ränderberührung  statt 
findet,  so  hat  man: 

[ffi  sin  Jlf  H- rn  sin  A]« -h  [w  cos  M  4- T»  cos  jy p  =  [18  ±  rp, 

wo  jB  und  r  die  Halbmesser  der  Sonne  und  der  Venus  bezeichnen, 
und  wo  das  obere  Zeichen  für  äuTsere,  dafs  untere  für  innere  Be- 
rührungen gilt. 

Aus  dieser  Gleichung  erhält  man: 


,— =  ».(«-^:,?.t^K.-=;^^^. 
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Setzt  man  daher: 


so  wird: 


^-^^ — ^  =  sin  (f',  wo  ^'  <  ±  900,         (C) 


T  = COS  {M—  JV)q= cos  <ff,         (-Ö) 


wo  das  obere  Zeichen  für  den  Eintritt,  das  untere  für .  den  Austritt 
gilt,  sodafs  also  far  den  Mittelpunkt  der  Erde  in  Zeit  des  angenom- 
menen ersten  Meridians  der  Eintritt  zur  Zeit: 

T cos(Jf— ^ cos^ 

n  n 

und  der  Austritt  zur  Zeit: 

T-  -  cos  {M-N)-h  --^  cos  0 
n  n 

erfolgt. 

Bezeichnet  man  endlich  mit  ©  den  Winkel,  welchen  der  vom 

Mittelpunkte  der  Sonne  nach  dem  Berührungspunkte  gezogene  gröfste 

Kreis  mit  dem  durch  den  Mittelpunkt  der  Sonne  gehenden  Declina- 

tionskreise  macht,  so  ist: 

(S  ±  r)  cos  ©  =  TO  cos  3f  -f-  n  cos  JV .  T 
(JS  ±  r)  sin  ©  =  m  sin  M  4-  n  sin  ^ .  T 

oder: 

cos  ©  =  —  sin  ^sin  <p^  cos  JV cos  <f' 
sin  ©  =       sin  ^  cos^q=  cos  <p  sin  N, 

mithin  für  den  Eintritt: 

©  =  1800  +  JV^— ^'  (E) 

und  für  den  Austritt: 

Die  Formeln  (Ä)  bis  (F)  dienen  also  zur  vollständigen  Vor- 
ausberechnung der  Erscheinung  für  den  Mittelpunkt  der  Erde.  Um 
nun  hieraus  die  Zeiten  des  Ein-  und  Austi;itts  für  einen  Ort  auf 
der  Oberfläche  der  Erde  zu  berechnen,  mufs  man  die  zu  einer  Zeit 
von  diesem  Orte  gesehene  Distanz  der  Mittelpunkte  beider  Ge- 
stirne durch  die  vom  Mittelpunkte  der  Erde  gesehene  Distanz  aus- 
drücken. 

Es  ist  aber: 

cos  w  =  sin  ^  sin  D  4-  cos  d  cos  D  cos  (a  —  A), 

Bezeichnet  man  nun  mit  «',  ^,  JL'  und  ly  die  von  dem  Orte 
auf    der   Oberfläche    gesehenen    scheinbaren    Rectascensionen   und 
Declinationen  der  Venus  und  der  Sonne  und  mit  w'  die  scheinbare 
Distanz  der  Mittelpunkte  beider  Gestirne,  so  ist  auch: 
cos  w'  =  sin  d*  sin  D'  +  cos  d'  cos  D'  cos  («'  — Ä% 


ofk«: 
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amthin  auch: 

cos  m'  «s  cos  w  4-  (^  —  d)  [cos  (J  sin  D  —  sin  d  cos  D  cos  {a  —  Ä)\ 

4-  (-D' — D)  [sin  dcosD  —  cos  ä  sin  D  cos  (a  —  ^)]  .  . 
—  (a'  —  a)  cos  <y  cos  D  sin  (a  —  J.) 
4-  (Ä' —  -4.)  cos  d  cos  2>  sin  (a  —  Ä), 
Nach  den  Formeln  in  No.  4  des  dritten  Abschnitts  war  aber:*) 
^  —  (t  =  TT  [cos  ^  sin  <J  cos  (a  —  9)  —  sin  9?  cos  fl 
D'  —  D=p  [cos  9?  sinDcos  (J. — 0)  —  sin  ^  cosD] 
a*  —  a  =  TT  sec  <J  sin  (a  —  9)  cos  ip 
A! — -4=jjsecDsin(J. — 0)cosfp, 
:Wo  w  und  'p   die  Horizontalparallaxen    der  Venus   und    der  Sonne 
bezeichnen;    mithin    erhält  man,    wenn    man  diese  Werthe  in  die 
Gleichung  för  cos  vnf  setzt: 

cos  w'  =  cos  w 
4-  [cos  ^sinD — sin  d  cos  D  cos  (a  -  Jl)\  [tt  cos  ^  sin  d  cos  (a  —  9)  —  tt sin  ip  cos  <J] 
4-[sin<?co8i) — cos<JsinDcos(a — -4.)]  [p  cos  ^  sinDcos  (-4.-^9) — |>sin^cosD] 
— cosDsin(a — ^).;rsin(a — 9)cos^  (a) 

4-  cos  d  sin  (flt  —  J.) . J9  sin  {A — 9)  cos  ip. 

Entwickelt  man  diese  Gleichung,  so  findet  man  zuerst  für  den 
Coefficienten  von  cos  <p\ 

TT  [sin  d  cos  d  sin  D  cos  (a  —  9)  —  sin  d'^  cos  D  cos  (a  —  9)  cos  {a  —  A) 

—  cos  D  sin  (a  —  9)  sin  (a  —  Ä)\ 
4-i)  [sin  d  cos  D  sin  D  cos  (J.  ~  9)  —  cos  <J  sin  D^  cos  (-4. —  9)  cos  (a — J.) 

4-  cos  d  sin  (-4 — 9)  sin  (a — -4)] 

oder  da: 

sin  <J^  =  1  —  cos  d'^  und  sin  D^  =  1  —  cos  D^: 

'  7r[(8in^sinD4-cos^cosi)cos(a— J.))cos  «Jcos(a — 9)  —  cosDcos(-4  —  9)] 

4-|)  [(sin  ^  sin  D  4-  cos  ^cosDcos  (a — A))  cos  2)  cos  (-4 —  9)  —  cos  d  cos  (a  —  9)], 

mithin : 

TZ  cos  «n  cos  <y  cos  (a  —  9)  —  ?r  cos  D  cos  (-4  —  9) 

4-l>cosmcosi)cos(-4 — 9)  — p  cos  ^  cos  (a  —  9). 
Sondert  man  hier  Alles  ab,  was  sich  auf  einen  bestimmten  Ort 
der  Erde  bezieht,  so  erhält  man: 

\tz  cos  m  cos  <J  cos  a  —  tt  cos  T>  cos  J.]  cos  9 
4-  [p  cos  m  cosD cos-4  —  j>  cos  d  cos  a\  cos  9 
4-  [tt  cos  w  cos  (^  sin  a  —  i:  cos  D  sin  -4]  sin  9 
[pcos  wi  cosDsin-4  —  |)  cos  ^  sin  d\  sin  9» 


*)  Es  war  nämlich  nach  den  dortigen  Formeln: 

^  —  <J  =  TT  sin  ß>  — \ —  =  TT  sin  «p  [sin  d  cotang  y  —  cos  d\ 

'^       sin  7^ 

Da  aber: 

cotang  Y  =  cos  (a  —  9) .  cotang  ^, 
gO  wird: 

^  —  ^  =  TT  [cos  9?  sin  d  cos  (a  —  9)  —  sin  <(>  cos  «T]. 
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es  wird  daher  das  in  cos  ^  multiplicirte  Glied  der  G-leichung  (a):: 

[(tt  cos  m  —  p)  cos  ^  cos  a  —  (w  — p  cos  m)  cos  D  cos  A]  cos  ^  cos  0   ^» 
-+•  [(tt  cos  i»  — p)  cos  ^  sin  a  —  (^  —  p  cos  w)  cos  D  sin  A]  cos  ^  sin0. 

Ferner  wird  der  Coefficient  von  sin  ^  in  der  Gleichung  (a): 

TT  [ —  cos  ^  sin  D  -f-  sin  ^  cos  d  cos  D  cos  (a  —  ^)3 
+  P  [ —  8i^  ^  <^os  D*  4-  sinD  cosD  cos  d  cos  (a  —  Jl)], 
oder,  da  cos  ^^  s=  i  —  sin  (J^  und  cos  2)2=1  —  sin  Iß  ist: 
TT  [ —  sin  D  4-  sin  d  (sin  <J  sin  D  H-  cos  <J  cos  D  cos  (a  —  Ä))'\ 
"•"  P  [ —  sin  <J  -f"  sinZ)(sin  <J  sin D  -f-  cos  (T  cos  D  cos  (a  —  ^))]. 

Das  in  sin  f>  multiplicirte  Glied  der  Gleichung  (a)  wird  daher: 
(w  cos  m  — 1>)  sin  <J  sin  $p  —  (r  —  |)  cos  m)  sin  D  sin  ^, 

und  die  Gleichung  (a)  geht  mithin  über  in  die  folgende: 

cos  m*  =  cos  m 

4-  [(«  cos  »  —  p)  cos  <J  cos  a  —  (tt  — p  cos  m)  cosD  cos  Ä]  cos  jp  cos0 
-f-  [(w  cos  m  —  p)  cos  ^  sin  a  —  (?r — p  cos  m)  cos  D  sin  -4]  cos  jp  an-O   (^ 
H-  [(tt  cos  m  —  jp)  sin  <J  —  (tt — p  cos  i»)  sin  D]  sin  ^. 

Setzt  man  nun: 

TT  cos  fn  —  |)  =  /"sin  «  .  _ 

—  TT  sin  w  =  /"cos  *, 
so  wird: 

TT  —  p  cos  I»  =  /*  sin  («  —  m), 
mithin : 

cos  «1*  =  cos  m 

4-  /"  [sin  8  cos  ^  cos  a  —  sin  (ß  —  w)  cos  D  cos  ^3  cos  ^  cos  8 
4-/*[sin «  cos  <J sin  a  —  sin  (ß  —  m)  cos D  sin -4]  cos  ^  sin  0       («) 
4- /"[sin  5  sin  <J  —  sin  {s  —  m)  sin  D]  sin  ^. 

Setzt  man  femer: 

sin  8  cos  <J  cos  a  —  sin  («  —  m)  cos  D  cos  J.  ^  Pcos  i  cos  /ff 
sin  «  cos  (J  sin  a  —  sin  («  —  m)  cos  D  sin  -4  =  P  sin  X  cos  /ff         (/) 
sin  «  sin  <J  —  sin  («  —  w)  sin  D  =  P  sin  /ff, 

so  erhält   man  durch  die  Quadrirung  dieser  Gleichungen  zur  Be- 
stimmung von  P  die  folgende : 

pa  =  sin 8^  4-  sin  («  —  w)'  —  2  sin  «  sin  («  —  m)  cos  m 
=  sin  8^  —  sin  8^  cos  w*  4-  cos  8^  sin  m'  =  sin  m*. 

Es  wird  daher  erlaubt  sein  zu  setzen: 
sin  8  cos  ^  cos  a  —  sin  (s  —  m)  cos  D  cos  J.  =  sin  w  cos  i  cos  /ff 
sin  «  cos  <T  sin  a  —  sin  (ß  —  »»)  cos  D  sin  J.  =  sin  m  sin  >l  cos )? 
sin  «  sin  <J  —  sin  («  —  m)  sin  D  =  sin  m  sin  yff, 

oder  auch: 

sin  m  sin  (i  —  A)  cos  /ff  =  sin  «  cos  d  sin  (a  —  A) 
sin  1»  cos  (^ —  A)  cos  /ff  =  sin  «  cos  <^  cos  (a — il)  —  sin  (* — m)  cosD   (^) 
sin  m  sin  /ff  =  sin  «  sin  <^  —  sin  (ß  —  m)  sin  2>. 
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Kun  ist  aber: 
8m.9co9i9eoB  (a — Ä)  —  8in(* — m)co8l>=8m«[co8<^cos  (a— J.)  —  co8mco8D] 

+  co8«.smifico82> 

sin «  8m  rf  —  sin  («  —  w)  8in D=  sin  a  [sin  ^  —  cos  m  sin D] 

+  cos  9 .  sin  m  sin  D. 
Im  Dreiecke,  welches  vom  Pole  des  Aequators  und  den  geocen- 
irischen  Oertem  der  Mittelpunkte  der  Sonne  und  der  Venus  gebildet 
wird,   hat  man  aber  auch,   wenn  man  den  Winkel  an  der  Sonne 
nüt  M  bezeichnet: 

sin  w  sin  Jlf  =  cos  d  sin  (a  —  Ä) 

sin  f»  cos  Jtf  =  sin  ^  cos  D  —  cos  <J  sin  D  cos  (a  —  Ä)  (Ä) 

cos  m  =  smd  sin  D  4-  cos  <J  cos  D  cos  («  —  Ä\ 

also  wird: 

cos  d  cos  (a  —  Ä)  =  cos  D  cos  m  —  sin  D  sin  m  cos  M 
sin  ^  =  sin  2)  cos  m  -h  cos  D  sin  in  cos  M^ 

und  die  Gleichungen  (g)  gehen  daher  in  die  folgenden  über: 

sin  {X — Ä)  cos  yJ= sin«  sinM 

cos  (X — Ä)  cos  ß=coss  cos  D  —  sin  «  sin  DcosM  (i) 

sin /9 = cos  «  sin  D + sin  «  cos  D  cos  3f, 

wo  8  und  M  durch  die  Gleichungen  (d)  und  (h)  gefunden  werden. 
Hat  man  dann  aus  den  Gleichungen  (i)  X  und  ß  bestimmt,  so  findet 
Baan  nach  (e)  und  (f)  m'  durch  die  Gleichung: 

C08  m' = cos  m  4- Ain  «  [cos  >l  cos  /J  cos  ^  cos  0  -}-  sin  ^  cos  ß  cos  ^  sin  9 

-t-sin/^sin^?] 
=co8»i-+-/'8inm[8inf>8in/J-+-cos9?co8^cos(A — 6)]. 

Es  sei  nun  T  die  mittlere  Zeit  des  ersten  Meridians,  für  welche 
die  Grössen  a^  d^  A  und  D  berechnet  sind,  und  es  sei  Bq  die  hierzu 
gehörige  Stemzeit;  femer  sei  l  die  östliche  Länge  des  Ortes,  auf 
welchen  sich  die  Sternzeit  6  und  die  Polhöhe  ^  beziehen,  so  ist: 

9  =  00  H-« 
also: 

i-e^i-Bo  — « 

Setzt  man  daher: 

V  =  X-^% 
und: 

cos  C=  sin  ^  sin  /ff  4-  cos  $p  cos  ß  cos  (}'  —  l)  (Äj) 

so  wird: 

cos  in*  =  cos  w  4-  /"  sin  w  .  cos  f  (f) 

Nach  der  zweiten  der  Formeln  (Je)  ist  C  der  Winkelabstand 
desjenigen  Ortes  der  Erdoberfläche,    dessen   östliche  Länge  l  und 
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dessen  Breite  ip  ist,  von  einem  anderen  Orte,  dessen  östliche  Länge 
t  nnd  dessen  Breite  ß  ist;  und  nach  der  ersten  der  Gleichungen  (ä) 
ist  >l  die  Sternzeit  dieses  letzteren  Ortes,  welche  der  Sternzeit  9o 
des  ersten  Meridians  entspricht.  Nach  den  Formeln  (^)  hängen 
aber  die  Grössen  X  und  ß^  und  daher  auch  V  und  ß  blos  von  5, 2f, 
A  und  D  ab,  die  selbst  wieder  alle  von  der  bestimmten  Zeit  T 
abhängen.  Der  durch  die  Länge  V  und  die  Breite  ß  gegebene  Ort 
ist  daher  ein  bestimmter  fester  Punkt  der  Erdoberfläche,  der  der 
Kürze  wegen  mit  0'  bezeichnet  werden  möge.  Alle  Orte,  für 
welche  cos  C  denselben  Werth  hat,  oder  mit  anderen  Worten,  alle 
Orte,  die  in  einem  kleinen  Kreise  in  der  Poldistanz  C  um  den  Ort 
0'  als  Pol  herum  liegen,  sehen  daher  alle  in  demselben  absoluten 
Augenblicke,  welche  der  Sternzeit  0o  oder  der  mittleren  Zeit  T  des 
ersten  Meridians  entspricht,  mithin  ein  jeder  zu  der  mittleren  Orts- 
zeit T-f-  ^j  dieselbe  scheinbare  Entfernung  m'  der  Mittelpuncte  der 
beiden  Gestirne. 

um  nun  die  Zeit  zu  finden,  wann   diese  Orte  die  beiden  Ge- 
stirne in  der  Entfernung  m  sehen,  hat  man  nach  der  Gleichung  (/): 

vtC  —  w  =  dm  =  —  /* cos  C 

und  mithin:  ,   /"cos  C 

dm 
'dt 
Ist  aber  m  eine  kleine  Gröfse,   wie  dies  z.  B.  für  die  Zeiten 
der  Ränderberührungen  der  Fall  ist,    so    hat  man  nach  den  For- 
meln (A): 

m  =  {a  —  A)  cos |(<J 4- JD)  sin  J»f  +  {d  ^  D)  cosJf 

oder  nach  den  Formeln  (J5): 

—  =  n  cos  (ifer  —  JV^), 

mithin: 

/*cosC  * 


dt  =  — 


n  cos  (M—N)' 

Wenn  daher  der  Beobachter  im  Mittelpunkte  zur  Zeit  T  die 
Entfernung  m  sieht,  so  wird  man  an  einem  Orte  auf  der  Oberfläche 
der  Erde. diese  Entfeniung  zur  Zeit  des  ersten  Meridians 

/"cos  C 


T-h 


oder  zur  Ortszeit 


sehen. 


T+l-h 


n  cos  {M —  N) 
fcos  C 


neos  (M — JV^ 


J 
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Um  nun  aus  den  Zeiten  des  Ein-  und  Austritts  für  den  Mittel- 
punkt der  Erde  die  Zeiten  des  Ein-  und  Austritts  für  einen  Ort 
auf  der  Oberfläche  zu  finden,  hat  man  nur  B:i:::r  und  0  statt 
m  und  M  zu  nehmen,  und  da  nach  den  Formeln  (JEf)  und  (F)  für 
den  Eintritt  0=1800  -^N—<p^  für  den  Austritt  dagegen  Q)  =  N-h<P 
war,  so  wird  man  also  zu  den  Zeiten  des  Ein-  und  Austritts  für 
den  Mittelpunkt  der  Erde,  hinzuzulegen  haben: 

n  cos  ^ 
und: 

,   /"cos  C 
neos  <p 

Die  sänmitlichen  Formeln  für  die  Vorausberechnung  eines  Venus- 
durchgangs sind  daher  die  folgenden: 


Für  den  Mittelpunkt  der  Erde. 

Für  eine  der  Conjunctionszeit  nahe  Zeit  eines  ersten  Meridians 
suche  man  die  Rectascensionen  a,  Ä  und  die  Declinationen  ^,  D- 
der  Venus  und  Sonne  und  ebenso  die  Halbmesser  r  und  jB  beider 
Gestirne.     Dann  berechne  man: 

w  sin  Jtf  =  (a  —  Ä)  cos  ^  (<J  -t-  D) 
mcosM  =  d  —  2> 

n  sin  jy  =  ^^^^^~^  cos  i  (tJ -{- jD) 

nco^N  =  -^-TT — - 

dt 

^^^ -^  =  sin^,  ^<i:900 

w  2J  zt  r 

T  = COS  (M  —  j^O cos  (If 

T*  = COS  {M  —  JY)  H cos  ipJ 

n  n 

so  erfolgt  der  Eintritt  znr  Zeit: 

wobei: 

0=  1800  +  jV— ^, 

luid  der  Austritt  zur  Zeit; 

und  «s  ist 

0'  =  jy+^. 
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Cöüstainteii  für  die  Berechnung  der  Phasen  für 
Orte  auf  der  Oberfläche  der  Erde. 

Man  berechne  die  Formeln: 

w  cos  (U  ±  r)  —  p  =  fsm  8 
—  TT  sin  (2?  ±r)         =fcos8 
3600/'  ^ 
n  cos  ^      ^ 
wo  der  Factor  3600  hinzugefügt  ist,  um  ^  in  Zeitsecunden  ausge- 
drückt zu  erhalten. 

Dann  berechne  man  für  den  Eintritt  die  Länge  und  Breite, 
V  und  9>',  des  festen  Punktes  0'  der  Erdoberfläche  nach  den 
Formeln:*) 

sin  (B'  —  -^)  cos  9?'  =  sin  8  sin  © 
cos  (6'  —  -^)  cos  ^'  =  cos  *  cos  D  4-  sin  «  sin  D  cos  0 
sin  ^'  =  cos  «  sin  2>  H-  sin  «  cosD  cos  0 

wo  6o  die  der  mittleren  Zeit  T  des  ersten  Meridians  entsprechende 
Stemzeit  ist. 

Ebenso  berechne  man  für  den  Austritt  die  Länge  und  Breite, 
r'  und  ^'^  des  festen  Punktes  0"  der  Erdoberfläche  nach  den 
Formeln: 

sin  (9"  —  -4)  cos  ^"  =  sin  «  sin  0' 
cos  (6"  —  -4)  cos  f>"  =  cos  «  cos  i)  +  sin  «  sin  2>  cos  0' 
sin  ^"  =  cos  tf  sin  D  4-  sin  s  cos  D  cos  0' 

Für  einen  Ort,   dessen  östliche  Länge  l  und  dessen 

Polhöhe  9>  ist. 

Man  berechne  die  Formeln: 

cos  C  =  sin  f»  sin  9?'  +  cos  f>  cos  f>'  cos  (l'  —  T) 
cos  J' =  sin  ^  sin  9?"  4-  cos  f?  cos  $p"  cos  (Z"  —  0, 

dann  ist  für  diesen  Ort  in  Zeit  des  ersten  Meridians: 

die  Zeit  des  Eintritts    =t  —  ^  cos  C 
und  die  Zeit  des  Austritts    =  ^  •+•  ^  cos  C*i 
also  in  mittlerer  Ortszeit: 

die  Zeit  des  Eintritts    «=*  H-l  —  ^cosC 
und  die  Zeit  des  Austritts    =  *'  H-  i  4-  ^  cos  {!*• 

*)  Der  Symmetrie  wegen  ist  die  der  Stemzeit  60  des  ersten  MeHdiatt» 
entsprechende  Stemzeit  des  festen  Ortes  O  mit  %\  die  Polhohe  dieses 
Ortes  mit  ^'  bezeichnet,  also  6'  und  $?'  an  die  Stelle  von  X  imd  ß  der 
froheren  Formeln  gesetzt. 
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Beispiel.    Für  den  Yenusdurchgang  am  5.  Juni  1861  hat  man 

die  folgenden  Oerter  der  Sonne  und  der  Venus: 

M.Par. 
Zeit  A  B  a  d 

15«»      740  14' 27".  3       220  40' 48".  3       74<>27'24".4      +22^34'   2".  7 


16 

17  1.8 

41  3  .7 

25  50  .3 

33  17  ,6 

17 

19  36  . 4 

41  19  . 1 

24  13  .2 

32  32  . 4 

18 

22  10  .9 

41  34  . 5 

22  36  . 2 

31  47  . 1 

19 

24  45  . 5 

41  49  . 9 

20  59  .2 

31  1  .9 

20 

27  20  . 1 

42  5  .3 

19  22  . 2 

30  16  . 6 

21 

29  54  . 7 

42  20  ,7 

17  45  .2 

29  31  .4 

femer: 

TT  = 

29' 

'.  6068 

B 

=  946".  8 

D  = 

8 

.4408 

r 

=  29  .0. 

Um  nun  hieraus  die  Zeit  der  äufseren  Berührungen  für  den 
Mittelpunkt  der  Erde  zu  berechnen,  hat  man  für 

Ä— i4=H-4'36".8,  ^-D=-8'46".7,  ^,-^=-^'11"-^ 

dt       dt 

^— ^  =  — 60".65,  E4-r  =  975".8. 
dt      dt 

Damit  erhält  man: 

M=  15407'.2  JV=255021'.9 

logw  =  2.76746  logn  =  2.38028 

JJf— J/*=258«45'.3 

^  =  -36«2'.6 

^  — cos(M— ^  =  4-0.4756      r  =  —  2»».8114  =  —  2»»48"'41».0 
n 

_^(B-MOco8^^_^3  2870      t'=+3  .7626  =  4- 3»» 45"» 45». 4. 
n 

Mithin  erfolgte  für  den  Mittelpunkt  der  Erde  der  Eintritt  um 

141»  11»  198.0  mittlere  Pariser  Zeit  =  t, 

wobei 

0=  1110  24'.5 

und  der  Austritt  um 

20»»  45«»  45» .  4  mittlere  Pariser  Zeit  =  f , 

wobei 

©'  =  219M9'.3. 
Für  die  Berechnung  der  Constanten  erhält  man  zuerst: 

8  =  900  22'.7,     \ogf=-  1.32564,    log  g  =  2.59394. 
Da  nun  für  den  Eintritt: 

©  =  1110  24'.5,    D  =  220  40'.6,    -A  =  740  12'.4, 
sa  wird: 

^=  1550  58'.7  ^'=  -  190  50'.2 


c 
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und  da  die  mittlere  Pariser  Zeit  14*»  11"*  19^0  der  Pariser  Stemzeit 
19**  10°*  3*  entspricht,  so  wird: 

V  =  15h  13in  518  . 

Ferner  hat  man  für  den  Austritt: 

0'=219M9'.3,    2)  =  220  42'.3,    J.  =  740  29',3, 

damit  erhält  man: 

e"=9M5'.9         ^"=—Ab^WA 

und  da  die  mittlere  Pariser  Zeit  20**  45°*  45». 4  der  Sternzeit  1**  45°* 35» 
entspricht,  so  ist: 

i''=_lh8tn  31s. 

Verlangt  man  nun  z.  B.  die  Zeit  des  Ein-  und  Austritts  for 
das  Cap  der  guten  Hoffnung  zü  wissen,  für  welches  l  =  -f•l**4***33^5 
und  ^  =  — 38^56' 3"  ist,  so  erhält  man: 

log  cos  C=  9.81922 n        ^cosC=  — 3™    48.5 
log  cos  r=  9.94641 ,         ^  cos  C  =  +  5    47  .  0. 

Die  Zeiten  des  Ein-  und  Austritts  werden  daher  in  Pariser  Zeit: 

^  — ^cosC=  14**  14"»  23s.  5  und  f -{-  g' cos  C  =  20^  51***  328.4 

und  in  mittlerer  Zeit  des  Caps: 

15**  18°»  578 .  0  und  21*^  56°*  58 .  9. 

6.  Die  vorher  benutzten  Constanten  haben  aufserdem,  dafs  sie 
für  die  Vorausberechnung  der  Zeiten  der  Ein-  und  Austritte  dienen, 
noch  ein  anderes  Interesse.  Da  nämlich  die  Formel  für  cos  C  so 
geschrieben  werden  kann: 

cos  C  =  cos  {^'  —  ^)  —  2  cos  f?  cos  ^'  sin^  j[(l'  —  ^ 
und  ähnlich  die  für  cos  C',  so  erreichen  cos  C  und  cos  C  das  posi- 
tive Maximum,  nämlich  -+-  1,  wenn  ^  =  ^'  und  l  =  Z',  ebenso  wenn 
^  ==  ^"  und  1=1"  ist,  d.  h.  also  für  die  beiden,  vorher  mit  0'  und  0" 
bezeichneten  Orte.  Der  erstere  Ort,  dessen  Länge  V  und  Breite  /  ist, 
sieht  also  von  allen  Orten  auf  der  Erdoberfläche  den  Eintritt  am  frühesten, 
nämlich  zur  Zeit  des  ersten  Meridians  t—g  oder  zur  Ortszeit  t-hV—g. 
Dagegen  sieht  der  andere  Ort  0",  dessen  Länge  Z"  und  dessen  Breite 
^"  ist,  den  Austritt  am  spätesten  von  allen  Orten,  nämlich  zur  Zeit 
des  ersten  Meridians  f-hg  oder  zur  Ortszeit  1/-\- r^-{- g.  Die  Orte 
0'  und  0"  müssen  daher  in  der  geraden  Linie  liegen,  welche  (für 
äufsere  Berührungen)  beim  Eintritt  die  Sonne  und  Venu&  beziehhch 
auf  der  Ost-  und  Westseite,  und  umgekehrt  beim  Austritt,  berührt; 
und  da  die  Bewegung  der  Venus  um  die  Sonne  in  der  Bichtung: 
von  West  nach  Ost  erfolgt,  ebenso  wie  die  Axendrehung  der  Erde, 
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so  berührt  diese  Linie  die  Erde  zuerst  auf  der  östlichen  Seite. 
Der  Ort  0^  sieht  also  die  Ränderberührung  beim  Eintritt  gerade, 
wenn  der  Punkt  des  Sonnenrandes,  an  welchem  Venus  eintritt,  unter- 
geht; der  Ort  0^^  dagegen  sieht  die  Ränderberührung  beim  Austritt 
gerade,  wenn  der  Punkt  des  Sonnenrandes,  an  welchem  Venus  aus- 
tritt, aufgeht.  Für  diese  Orte  stehen  daher  dann  die  Mittelpunkte 
der  Sonne  und  der  Venus  in  demselben  Verticalkreise  und  schein- 
bar, d.  h.  in  Folge  der  Parallaxe,  um  B  und  r  unter  und  über  dem 
Horizonte. 

Ist  aber  z  die  Zenithdistanz  des  Sonnenmittelpunkts,  so  ist 
die  Parallaxe  der  Venus  gleich  n  sin  [z  —  (B±:  r)],  die  der  Sonne 
gleich  psinz,  also  ist  die  ganze  parallactische  Verschiebung  der 
beiden  Mittelpunkte  w  sin  [z  —  {R±:  r)]  — p  sin  z.  Setzt  man  diese 
gleich  (;rc—p)sm(z  —  ^z\  so  erhält  man  für  die  Bestimmung  von 
A^  die  beiden  Gleichungen: 

TT  cos  (iJ  db  r)  —  p  =  (tt  —  p)  cos  A  z 
TT  sin  (J?  de  r)  =  (^r  —  p)  sin  A  z. 

Vergleicht  man  diese  mit  den  Formeln  für  fsins  und  f  cos  s 
in  der  vorigen  Nummer,  so  sieht  man,  dafs  w  — p  =  f^  cos  A^  =  sin  ^ 
und  —  sin  ^z  =  cos  s  ist.  Man  hat  daher  5  =  90  -+-  Hz;  die  Hülfs- 
gröfse  s  ist  also  nahe  gleich  der  Zenithdistanz  des  Mittelpunkts  der 
Sonne  und  der  Winkel  0  ist  daher  nahe  gleich  dem  parallactischen 
Winkel  am  Mittelpunkte  der  Sonne. 

Wegen  der  parallactischen  Verschiebung  der  beiden  Mittelpunkte 
sieht  nun  der  Ort  0^  die  Ränderberührung  im  Horizonte  nicht  zur 
Zeit  ^  zu  welcher  dieselbe  vom  Mittelpunkte  der  Erde  gesehen  wird, 
sondern,  wenn  Venus  vom  Mittelpunkte  gesehen  noch  um  die  volle 

Verschiebung  « —  p  =  f  östlich  vom  Sonnenrande  steht,   und  da 

f 
diese  Verschiebung  der  Zeit  ,  =  g  entspricht,  so  sieht  dieser 

Ort  deshalb  die  Erscheinung  zur  Zeit  t  —  g.  Ebenso  sieht  aus  der- 
selben Ursache  der  Ort  0"  die  Ränderberührung  im  Horizonte  nicht 
zur  Zeit  f,  sondern  erst,  wenn  Venus,  vom  Mittelpunkte  gesehen, 
schon  um  den  Winkel  f  westlich  vom  Sonnenrande  steht,  also  zur 
Zeit  f-hg. 

Da  man  die  Gleichung  für  cos  c  auch  noch  so  schreiben  kann: 

cos  C=  ~  cos  (9?  -h  ^')  +  2  cos  9?  cos  ^'  cos'  i  3'  —  i) 

und  ähnlich  die  Gleichung  für  cos  C',  so  sieht  man,  dafs  C  sowie  C 

den  grössten  negativen  Werth,  nämlich  —  1 ,  erreicht,  wenn  f»  =  —  ^' 

oder  =  — ?>"  und  V  —  loder  Z" — ?  gleich  180^  sind,  also  für  die  beiden 

Brfinnow,  sphärische  Astronomie.    4   Aufl.  26 
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den  Orten  &  nnd  0"  diametral  gegenüberliegenden  Orte.  Der  Ort, 
dessen  Länge  12**-f-  Z'  und  dessen  Breite  gleich  —  ^'  ist,  sieht  daher 
den  Eintritt  am  spätesten  von  allen  Orten  auf  der  Erdoberfläche, 
nämlich  zur  Zeit  des  ersten  Meridians  t  -hg  oder  zur  Ortszeit 
t-{-12^-hl^  -hg.  Dagegen  sieht  der  Ort,  dessen  Länge  12^»-!-/" 
und  dessen  Breite  f>"  ist,  den  Austritt  am  frühesten,  nämlich  zur 
Zeit  des  ersten  Meridians  f  —  g  oder  zur  Ortszeit  ^  -+- 12  **  -h  ?'  —  ^r. 
Diese  Orte  liegen  wieder  in  der  geraden  Linie,  in  welcher  beim  Ein- 
tritt und  Austritt  die  Tangente  an  Sonne  und  Venus  die  Erde  be- 
ziehlich  zuletzt  und  zuerst  berührt.  Der  erstere  Ort  sieht  also  den 
Eintritt  zuletzt  von  allen  Orten  bei  Sonnenaufgang,  der  andere  den 
Austritt  zuerst  bei  Sonnenuntergang. 

Die  Dauer  des  Venusdurchgangs  ist  für  den  Mittelpunkt  der 
Erde  gleich  der  Zeit  f  —  ^,  die  Dauer  der  Erscheinung  für  die 
Oberfläche  der  Erde  im  Allgemeinen,  also  die  Zeit  zwischen  dem 
frühesten  '  Eintritt  und  dem  spätesten  Austritt,  ist  aber  gleich 
f  —  t-i-2g.    Da  nun  für  centrale  Durchgänge  sehr  nahe 

TT — p 

^         n 

ist,  so  ist  also  der  Unterschied  der  Dauer  der  Erscheinung  für  die 
Oberfläche  und  den  Mittelpunkt  gleich  der  Zeit,  welche  Venus  braucht, 
um  vermöge  ihrer  relativen  Geschwindigkeit  gegen  die  Sonne  einen 
Bogen  zu  beschreiben,  welcher  gleich  döm  doppelten  Unterschiede 
der  Parallaxen  ist.  Da  nun  der  Unterschied  der  Parallaxen  etwa 
23"  und  die  stündliche  Bewegung  der  Venus  zur  Zeit  ihrer  Con- 
junction  mit  der  Sonne  234"  beträgt,  so  ist  also  2  g  nahe  gleich 
12  Minuten. 

Differenzirt  man  noch  die  Gleichung: 

n  COS  ^ 

wenn  man  die  Zeit  einer  Ränderberührung  mit  T  bezeichnet,  so 
erhält  man: 

n  cos  ^  ^ 

,     cos  C       ^  -— 1>  j 

da  TT  sowohl  als  p  den  Factor  j?q,  die  mittlere  Horizontalparallaxe 
der  Sonne  enthalten.  Für  das  Beispiel  in  No.  5  erhält  man 
damit: 

dr=zb40.49dpo, 
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«odafs  ein  Fehler  von  (/^  13  in  dem  angenommenen  Werthe  der 
Sonnenparallaxe  die  Zeiten  der  Ränderberührung  um  volle  5  Zeit* 
secunden  ändert.  Umgekehrt  werden  Fehler  in  der  Beobachtung 
der  Berührungszeit  im  Werthe  der  daraus  berechneten  Sonnenparall- 
axe in  demselben  Verhältnifs  verkleinert  erscheinen. 

7.  Um  nun  die  vollständige  Bedingungsgleichung  zu  erhalten, 
welche  eine  jede  Beobachtung  einer  Ränderberührung,  oder  allge- 
meiner der  Distanz  der  Mittelpunkte  beider  Gestirne  giebt,  geht  man 
von  der  Gleichung  aus: 

(a'  —  A'Y  cos  <Jo'  +  (^  -  !>'?  =  A^  (a) 

wo  A  die  zu  einer  Zeit  t  stattfindende  Entfernung  der  Mittel^ 
punkte,  a',  «y',  J.',  ly  die  scheinbaren  Rectascensionen  und  Decli- 
nationen  der  Venus    und    der  Sonne  zu  derselben  Zeit  bezeichnen 

und  <5b  =  i  (<^ -^ -^0  ist. 
Es  ist  aber: 

a*  —  A'=a  —  A-^da  —  dA 

d'  —  D'^d  —  B  +  dd  —  dD,  ^^^ 

wo  a,  J.,  d^  D  die  mittleren  Rectascensionen  und  Declinationen,  da 
und  dd  die  Parallaxen  der  Venus,  dA  und  dD  die  der  Sonne  in 
Rectascension  und  Declination  bedeuten.  Nun  hat  man  nach  III. 
No.  4: 

da^=  np  cos  ^'  sin  (a  —  6)  sec  d 

d^=  TT^I  cos9?'sin<Jcos(a-— 8)  —  sin 9?'  cos<J>, 

wo  TT  die  Horizontalparallaxe  der  Venus  für  die  Zeit  der  Beobachtung 
und  9  die  Stemzeit  der  Beobachtung  ist.  Die  Parallaxen  der  Sonne 
erhält  man  aus  ähnlichen  Formeln,  in  denen  nur  a,  d  und  n  mit 
Ay  D  und  p  vertauscht  sind.  Man  begeht  aber  nur  einen  äusserst 
kleinen  Fehler,  wenn  man  die  obigen  Factoren  von  n  für  die 
Sonne  beibehält,  sodafs  man  also  für  den  Unterschied  der  Parall- 
axen erhält: 

da  —  dA=  (tt — p)pco8^'secdsm{a — 0) 

d^ — dD  =  (n — p)p\  cos^p'  sin ^  cos (a  —  9)  —  sinf>'cos<J>     (1) 

Setzt  man  nun: 

sec  ^Q.hsinH^^  p  cos  9?'  sin  (a  —  9)  sec  ^ 

hco8H=plcoa^'  sin^cos(a  — 9)  —  sin^?'  cos<ji    (2) 

so  wird  also: 

a' — J.'  =  a  —  J.-+-  (tt — |))Äsin-H'sec<yo 
<r  — 2)'=^— 2>  +  (7r— |))Äcosfi: 

26* 
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Die  61ei(^iing6n  (a)  und  (b)  setzen  voraus,  dafs  alle  darin 
Torkommeiiden  Gröfsen  die  wahren,  zur  Zeit  der  Beobachtung  gelten- 
dea  sind.  Die  Gröfsen  «,  il,  <y,  D,  w  und  p^  wie  man  dieselben 
zur  Berechnung  für  die  Zeit  t  —  l  aus  den  Tafeln  nimmt  (wo  l  die 
östliche  Länge  des  Beobachtungsortes  ist,  von  dem  den  Tafeln  zum 
Grunde  liegenden  Meridian  gerechnet),  sind  indessen  etwas  fehler- 
haft  und  es  seien  a  —  Ä-h  d  (a-^  A)^  d  —  D  -\-  d  (ß  —  D)  und 
T — p -\- d  {n  "  p)  die  wahren  Werthe  der  Unterschiede  dieser 
Grössen,  die  allein  hier  in  Betracht  kommen.  Aufserdem  soll  an- 
genommen werden,  dafs  auch  die  Länge  fehlerhaft  und  l-{-dl  die 
wahre  Länge  ist.  Zuletzt  kann  auch  die  gemessene  Distanz  A 
fehlerhaft  sein;  es  soll  aber  der  hierbei  etwa  begangene  Fehler  auf 
die  Zeit  geworfen  werden,  sodafs  also  die  gemessene  Distanz  A  die 
wahre  ist,  wie  sie  zur  Zeit  t-^-  dt  hätte  beobachtet  werden  sollen, 
wo  ^^  zugleich  den  etwaigen  Fehler  im  Stande  der  Uhr  einschliefst. 
Es  hätten  sonach  alle  Gröfsen  für  die  Zeit  t  —  l-k-dt  —  dl  aus  den 
Tafeln  genonmien  werden  müssen,  und  die  richtigen  scheinbaren 
Rectascensions-  und  Declinationsunterschiede  werden  demnach  durch 
die  Gleichungen  gegeben  sein: 
«'— j4'  — a— ui  +  (r— jp)Äsinfi'sec<Jo'+<^(a— -^)  +  <^(^— l>)Äsin23fsec<ro' 


und: 


wenn  man  annimmt,  dafs  dl  und  dt  in  Zeitsecunden  ausgedrüdrt 

sind  und     ^^~    ^  und  ^   "~ ^  die   stündlichen  Aenderungen  von 
dt  dt 

a  —  A  und  ^  —  D  bezeichnen. 

Führt  man  nun  die  folgenden  Hülfsgröfsen  ein: 

cos  «Jq  (« — -4) -+■  (^  — P)  Ä  sin  IT  ==  w»  sin  ilf 
<J— D-|-(7r— jp)ÄcosH=  wcosJf 
und: 

1     d{a  —  A) 


(3) 


3600       dt       '0'^o=nsmN 

mö—dt-  -»»cosJN- 


(4) 


und  setzt  aufserdem,  da  n  sowohl  wie  p  die  mittlere  Sonnenparallaxe 

Pq  als  Factor  enthalten,  ^^^^  dpr.  statt  d(n  — «),  so  erhält  man: 

Po 


j 
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cos  ^0  («' — -4') = w  sin  3f  4-  cosdod(a—Ä)-{-  ^^^hsmHdpf,  -\-nsmN(dt—dl) 

{d'-^D')=mcosM-^d(d—D)-{'^^^^hcosHdpo'hncosN{dt—dl), 

Po 

Diese  Werthe  müssten,  wenn  alle  Correctionen  d(a  —  A),  dpQ 
etc.  bekannt  wären,  der  Gleichung  (a)  genügen.  Substituirt  man 
nun  dieselben,  so  erhält  man,  wenn  man  die  Quadrate  und  Producte 
dieser  kleinen  Correctionen  vernachlässigt  und  bedenkt,  dafs  A^  —  m'^ 
=  (A  —  wt)  (A  -+- »»),  also  nahe  gleich  2  w  (A  -  w)  ist: 

A--fn=8mMco8^od(a  —  Ä)-{-co8Md{S—D)-\-^^-^^hco8(M--H).^{P'' 

Po  ' 

+ n  cos  (3f  —  N)(dt  —  dl),  (5) 

Aus  dieser  allgemeinen  Gleichung  lassen  sich  nun  die  Glei- 
chungen für  die  einzelnen  Fälle,  die  bei  diesen  Beobachtungen  vor- 
kommen, leicht  ableiten. 

Hat  man  z.  B.  die  Entfernung  s  des  Mittelpunkts  der  Venus 
vom  nächsten  Sonnenrande  mit  einem  dazu  passenden  Instrumente 
gemessen,  so  erhält  man  daraus  den  Abstand  vom  Mittelpunkte 
der  Sonne  durch  A  =  R  —  ^  -+-  dB^  wenn  man  annimmt,  dafs  der 
aus  den  Tafeln  genommene  Werth  des  Halbmessers  um  dB  fehler- 
haft ist;  und  diesen  Werth  von  A  müsste  man  in  die  obige  Gleichung 
einfuhren. 

Hat  man  eine  Photographie  während  des  Durchgangs  gemacht, 
80  kann  man  aus  derselben  das  Verhältnifs  des  Abstands  der  Venus 
vom  Sonnenmittelpunkte  zum  Halbmesser  der  Sonne,  wie  derselbe 
im  Bilde  erscheint,  entnehmen.  Die  photographischen  Bilder  geben 
aber  den  Durchmesser  der  Sonne  wegen  der  sogenannten  photo- 
gn^hischen  Irradiation  etwas  zu  grofs.  Da  man  indessen  anneh- 
men kann,  dafs  der  Durchmesser  der  Venus  in  der  Photographie 
durch  dieselbe  Ursache  um  eben  so  viel  zu  klein  ist,  so  wird  das 
Verhältnifs  der  Entfernung  der  beiden  Mittelpunkte  zur  Summe  der 
Durchmesser  der  Sonne  und  der  Venus  in  der  Photographie  von 
diesem  Fehler  frei  sein.  Bei  dieser  Annahme  wird  also,  wenn 
man  das  aus  der  Photographie  entnommene  Verhältnifs  mit  s  be^ 
zeichnet: 

A  =  «(ll+r)+«(dB+<ir), 

wo  dr  der  Fehler  des  aus  den  Tafeln  entnommenen  Halbmessers 
der  Venus  ist.  Diesen  Werth  von  A  müfste  man  wieder  in 
Gleichung  (5)  substituiren. 
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Hat  man  eine  Ränderberühnmg  beobachtet,  so  wird  in  diesem 

:f*alle 

^  =  B±r-hdB±dr, 

welcher  Werth  in  Gleichung  (ö)  zu  substituiren  ist.  Man  erhält 
also,  wenn  man  diesen  Fall  weiter  ausfuhrt  (und  ähnlich  in  den 
übrigen),  die  folgende  Bedingungsgleichung: 

.       m  —  CRdbr)   .-,.■„,         aiuM  ,  _,       ...        cos3f      ,,,  t%\ 

ncos(Jtt — N)  ncos(M—N)       "  ncos{M—N) 

.  TT—©    hcos(M—H)  .  dBdzdr 


Po      ncos(M— iV^^«     n  C08  (M-N)' 
Der  Divisor  neos  (Jf —  N)  ist,  wie  man  in  No.  5  gesehen  hat, 

gleich  ^,    das  ist  gleich  der  Geschwindigkeit,   mit  der  sich  die 

Entfernung  des  Mittelpunkts  der  Sonne  und  der  Venus  ändert,  und 
da  bei  n  die  Zeitsecunde  als  Einheit  zum  Grunde  liegt,  so  ist  also 
durch  diesen  Divisor  das  erste  Glied  der  rechten  Seite  ebenfalls 
in  Zeitsecunden  ausgedrückt.  Zu  diesem  durch  die  Beobachtung 
und  Rechnung  bekannten  Gliede  soll  noch  der  Fehler  der  Beob- 
achtung und  der  der  angenommenen  Länge  hinzugefügt  werden,  um 
mit  den  wahren  Werthen  der  Correctionen  der  Gleichung  zu  ge- 
nügen. Da  aber  der  Fehler  dt  unbekannt  ist,  so  bleibt  also  das 
rein  numerische  Glied  mit  diesem  Fehler  und  ebenso  mit  dem 
Fehler  der  Länge,  für  deren  richtige  Bestimmung  defshalb  die 
gröfste  Sorgfalt  anzuwenden  ist,  behaftet.  Man  mufs  daher  aus 
einer  grofsen  Menge  solcher  Gleichungen,  wie  sie  durch  die  Beob- 
achtungen an  verschiedenen  Beobachtungsorten  gegeben  werden,  die 
wahrscheinlichsten  Werthe  dieser  Unbekannten  nach  der  Methode 
der  kleinsten  Quadrate  bestimmen. 

Da  der  Fehler  dl  für  denselben  Ort  constant  ist,  so  ver- 
schwindet derselbe  übrigens  in  der  Bedingungsgleichung,  welche 
aus  der  Verbindung  der  beiden  inneren  oder  der  beiden  äusseren 
Berührungen  entspringt,  oder  mit  anderen  Worten  in  der  Be- 
dingungsgleichung für  die  Dauer  des  Durchgangs  an  einem  Orte. 

Beispiel.  Die  innere  Berührung  beim  Austritt  wurde  am 
Cap  der  guten  HoflFnung  beobachtet  um: 

21»*  38"  38.3  mittlere  Zeit. 
Diese  Zeit  entspricht  der  mittleren  Pariser  Zeit 

20h  33«»  298.8  oder  l^  33°»  IG»,  2  Stemzeit. 
Es  ist  also  für  das  Cap: 

S  =  2^  37«  498 .  7  =  390  27'  25". 


i 
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Ferner  hat  man  för  die  angegebene  Pariser  Zeit: 

a  =  740  18'  28\05  d  =  4'22«  29'  51^32 

A  =  U   28  46  .41  D=      22   42  13  .90 


a—A=    —10  18.36  d—D=        —12  22.58 

Man  erhält  nun  nach  den  Formeln  (1)  die  Parallaxen: 

da— dul=r  +  10\87  dd—dB  =  +  16". 37 

und  c^o  =  +  22«  36' 17% 

also  wird: 

a'  -  ^'  =  —  10'  V.  49  ^  —  D'  =  —  12'  6".  21 

und 

Ä=  310  30'  32"  logÄ  =  9.95781. 

Femer  ist: 

M  =  2170  40'  39"  log  m  =  2.962631 

und  da: 

so  wird: 

^^  =  255»  21'  15"  log  n  =  8.82404. 

Es  wird  also  in  diesem  Falle  die  Bedingungsgleichung  für  die 
innere  Berührung: 

0  =  —  4".  68  —  10.691  d  (a  —  ^)  —  14.995  d{d  —  B)^  42.209  dp^ 

—  18.946  d  (B  —  r). 

Eine  ähnliche  Gleichung  giebt  die  Berechnung  der  Beobachtung 
einer  jeden  Berührung,  und  aus  allen  diesen  müssen  dann  die 
wahrscheinlichsten  Werthe  der  Unbekannten  hergeleitet  werden. 

Auf  diese  Weise  fand  Encke*)  aus  der  sorgfältigsten  Discussion 
aller  bei  den  Vorübergängen  der  Venus  in  den  Jahren  1761  und 
1769  angestellten  Beobachtungen  die  Sonnenparallaxe  gleich  8".  5776, 
einen  Werth,  den  er  später  nach  Auffindung  der  Originalmanu- 
scripte von  Hell's  Beobachtungen  des  Durchgangs  von  1769  in 
Wardoe  im  nördlichen  Lappland  noch  etwas  vergröfserte,  sodafs  er 
8''.  57116  für  den  wahrscheinlichsten  Werth  annahm. 

Gegen  diesen  von  Encke  bestimmten  Werth  waren  vor  schon 
längerer  Zeit  Bedenken  erhoben,  und  es  ist  schon  in  No.  1  des 
dritten  Abschnitts  bemerkt  worden,  dafs  der  richtige  Werth  be- 
trächtlich grösser  und  wahrscheinlich  etwa  8".  80  ist.    Der  Grund 


*)   Encke,   die  Entfernung  der  Erde  von  der  Sonne,    Gotha  1822,  und: 
Der  Vennsdurchgang  von  1769,  Gotha  1824. 
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des  Fehlers  des  von  Encke  gefundenen  Resultats  ist  wohl  haupt- 
sächlich in  der  Unsicherheit  der  dabei  benutztep  Längen  der  Beob- 
achtungsorte zu  suchen.  Powalky  hat  daher  auch  eine  neue  Unter- 
suchung des  besonders  wichtigen  Venusdurchgangs  von  1769  vor- 
genommen und  indem  er  sich  dabei  neuerer  besserer  Längen- 
bestimn^ungen  bediente,  für  die  Sonnenparallaxe  den  Werth  8".  8B 
gefunden.  **) 

Ein  anderer  Grund  liegt  aber  auch  in  den  Schwierigkeiten, 
mit  denen  die  Beobachtungen  der  Venusdurchgänge  practisch  ver- 
bunden sind.  Theoretisch  sollte  diese  Methode  zu  äufserst  ge- 
genauen Resultaten  führen,  da  der  Factor  von  dpo  ^^  den  Be- 
dingungsgleichungen sehr  grofs  ist,  sodafs'  für  das  obige  Beispiel 
ein  Fehler  von  einer  Zeitsecunde  bei  der  beobachteten  inneren  Be- 
rührung nur  einen  Fehler  von  0",  02  in  d^m  Werthe  der  Sonnen- 
parallaxe hervorbringen  würde.  Practisch  stellt  sich  die  Sache 
aber  anders,  indem  bei  den  Beobachtungen  Erscheinungen  eintreten, 
die  eine  genaue  Beobachtung  so  gut  wie  unmöglich  machen.  Bei 
der  inneren  Berührung  z.  B.  bleibt  beim  Austritt  die  Planeten- 
scheibe mit  dem  Sonnenrande  durch  einen  dunkeln  Streifen  ver- 
bunden, der  erst  abbricht,  wenn  der  Planet  schon  merklich  vom 
Sonnenrande  entfernt  ist.  Ebenso  reifst  beim  Eintritt  der  dünne 
Lichtfaden  zwischen  dem  Sonnen-  und  Venusrande  plötzlich  und 
der  Planet  bleibt  mit  dem  Sonnenrande  durch  einen  dunkeln  Streifen 
verbunden,  sodafs  es  unmöglich  ist,  die  Zeit  der  wahren  Berührung 
anzugeben.  Diese  Phänomene  wurden  früher  als  eine  "Wirkung  der 
Irradiation  angesehen,  nach  den  Versuchen  von  Wolf  und  Andre 
mufs  die  Ursache  indessen  in  der  sphärischen  Aberration  der  Fem- 
rohre in  Verbindung  mit  einer  dadurch  hervorgebrachten  fehler- 
haften Einstellung  der  Oculare  gesucht  werden.  Die  Beob- 
achtungen des  letzten  Venusdurchgangs  von  1874  sind  durch  diese 
Phänomene  auch  wieder  sehr  beeinträchtigt,  und  die  Zeitangaben 
für  die  gleichen  Phasen  differiren  mitunter  bei  Beobachtern  auf 
derselben  Station  20  Secunden  und  mehr.  Das  aus  allen  Beob- 
achtungen dieses  Durchgangs  abgeleitete  Resultat  ist  zur  Zeit  noch 
nicht  bekannt  gemacht,  die  einzelnen  Resultate,  die  bisher  z.  B. 
aus  den  englischen  Beobachtungen  veröffentlicht  sind,  zeigen  aber, 
dafs  auch  diese  Beobachtungen  dieselbe  Vergröfserung  der  Parall- 


**)    Powalky,    Neue   Untersuchung   des    Venusdurchgangs   von    1769. 
Kiel  1864. 
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axe  geben  und  dafs  man  bis  auf  weiteres  8^^.  80  für  dieselbe  an- 
nehmen kann,  ohne  einen  zu  grofsen  Fehler  zu  begehen. 

Diese  practische  Schwierigkeit  in  der  Beobachtung  der  Venus- 
durchgänge macht  es  aber  sehr  wünschen  swerth ,  dafs  auch  die 
andern  in  No.  4  dieses  Abschnitts  erwähnten  Methoden  für  die 
Bestimmung  der  Sonnenparallaxe  durch  Mars  und  die  Asteroiden, 
die  so  viel  häufiger  angewandt  werden  können,  so  oft  wie  möglich 
benutzt  werden.  Namentlich  empfiehlt  sich  dazu  die  Methode  der 
Beobachtung  der  Parallaxe  dieser  Planeten  in  Rectascension  östlich 
und  westlich  vom  Meridian,  weil  diese  durchaus  keine  Vorberei- 
tungen erfordert  und  von  einem  und  demselben  Beobachter  allein 
ohne  weitere  Betheiligung  anderer  Beobachter  an  entfernten  Orten 
imgewandt  werden  kann. 


Anm.  Alles,  was  in  No.  4  und  5  über  die  Venusdurchgänge  gesagt 
ist,  gilt  auch  für  die  Vorübergänge  des  Mercur  vor  der  Sonne,  die  indessen 
weit  weniger  günstig  für  die  Bestimmung  der  Sonnenparallaxe  sind.  Da 
nämlich  für  die  Zeiten  der  unteren  Conjunction  des  Mercur  die  stündliche 
Bewegung  desselben  550"  beträgt,  während  die  Differenz  der  Parallaxen  von 
Mercur  und  Sonne  im  Mittel  etwa  9". ist,  so  wird  der  Coefficient  von  dp^ 
för  einen  Venusdurchgang  sich  zu  dem  Coefficienten  für  einen  Mercurs- 
durchgang  verhalten  wie: 

23  550 
9  *  234  '  ' 
also  im  ersteren  Falle  etwa  6  mal  gröfser  sein.  Ein  Fehler  von  5^  in  der 
Beobachtung  der  Zeit  des  Ein-  und  Austritts  bei  einem  Mercurdurchgange 
wild  daher  schon  einen  Fehler  von  O^.S  in  der  Sonnenparallaxe  hervor- 
bringen. Wegen  der  starken  Excentricität  der  Mercurbahn  kann  dies  Ver- 
hältnifs  indessen  günstiger  werden,  wenn  sich  nämlich  der  Mercur  zur  Zeit 
seiner  untern  Conjunction  zugleich  im  Aphel  oder  in  seiner  gröfsten  Ent- 
fernung von  der  Sonne  befindet. 


Siebenter  Abschnitt. 
Theorie  der  astronomischen  Instrumente. 

Ein  jedes  Instrument,  mit  welchem  man  die  vollständige  Be- 
stimmung der  Lage  eines  Gestirns  gegen  eine  Grundebene  machen 
kann,  stellt  ein  auf  diese  Grundebene  bezogenes  rechtwinkliges 
Coordinatensystem  dar.  Es  besteht  nämlich  ein  solches  Instrument 
im  Wesentlichen  aus  zwei  Kreisen,  von  denen  der  eine  die  Ebene 
der  xy  des  Coordinatensystems  vorstellt,  während  ein  darauf  senk- 
rechter, das  Fernrohr  tragender  Kreis  sich  um  eine  auf  der  ersteren 
Ebene  senkrechte  Axe  des  Instruments  drehen  läfst  und  also  alle 
gröfsten  Kreise,  welche  auf  der  Ebene  der  xy  senkrecht  stehen, 
vorstellen  kann.  "Wäre  ein  solches  Instrument  vollkommen  richtig, 
so  würde  man  an  den  Kreisen  unmittelbar  die  sphärischen  Coo^ 
dinaten  desjenigen  Punktes,  nach  welchem  das  Fernrohr  hin  gerichtet 
ist,  ablesen  können.  Bei  jedem  Instrumente  mufs  man  aber  Fehler 
voraussetzen,  welche  theils  von  der  Aufstellung,  theils  von  der  nicht 
ganz  mathematisch  richtigen  Ausführung  desselben  herrühren  und 
welche  bewirken,  dafs  die  Kreise  des  Instruments  nicht  mit  den 
Coordinatenebenen,  welche  sie  repräsentiren ,  zusammenfallen,  son- 
dern einen  kleinen  Winkel  mit  denselben  bilden.  Es  ist  nun  die 
Aufgabe,  aus  den  an  diesen  Kreisen  beobachteten  Coordinaten  die 
auf  das  rechtwinklige  Axensystem  bezogenen  herzuleiten  und  zu- 
gleich die  Abweichungen  der  Kreise  des  Instruments  von  den  wahren 
Coordinatenebenen  zu  bestimmen. 

Aufserdem  kommen  bei  den  Instrumenten  noch  Fehler  vor,  die 
theils  von  der  Einwirkung  der  Schwere  und  der  Temperatur  auf 
die  einzelnen  Theile  des  Instruments,  theils  von  der  unvollkommenen 
Ausfuhrung  einzelner  Theile,  wie  der  Zapfen,  der  Theilungen  der 
Kreise  u.  s.  w.  herrühren,  und  man  mufs  auch  Mittel  haben,  um 
diese  Fehler  so  weit  als  möglich  zu  bestimmen,  um  aus  den  An- 
gaben des  Instruments  die  wirklichen,  auf  die  gröfsten  Kreise  der 
Himmelskugel  bezogenen  Coordinaten  der  Sterne  mit  so  grofser 
Annäherung  als  möglich  herzuleiten. 
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Aufser  diesen  Instrumenten,  mit  denen  man  zwei  auf  ein- 
ander senkrechte  Coordinaten  eines  Sterns  beobachten  kann,  giebt 
es  nun  noch  andere,  mit  welchen  man  theils  nur  eine  einzelne 
Coordinate,  theils  den  relativen  Ort  zweier  Sterne  gegen  ein- 
ander beobachten  kann.  Für  diese  Instrumente  mufs  man  ebenso 
die  Methoden  kennen  lernen,  durch  welche  man  aus  den  an 
denselben  gemachten  Ablesungen  die  wahren  Werthe  der  beob- 
achteten Gröfsen  erhalten  kann. 


I.    Einige  alle  Instrumente  allgemein  betreffende 

Gegenstände. 

Ä,     Gebrauch  des  Niveau's  bei  Beobachtungen. 

1.  Das  Niveau  dient  dazu,  die  Neigung  einer  Linie  gegen  den 
Horizont  zu  finden.  Es  besteht  aus  einer  geschlossenen  Glasröhre, 
welche  fast  ganz  mit  einer  Flüssigkeit  angefüllt  ist,  sodafs  nur  ein 
kleiner,  mit  Luft  angefüllter  Raum  übrig  bleibt.  Da  nun  der  obere 
Theil  der  Röhre  zu  einem  Kreisbogen  ausgeschliffen  ist,  so  stellt 
sich  die  Luftblase  in  jeder  Lage  der  Libelle  so,  dafs  sie  den  höch- 
sten Punkt  dieses  Bogens  einnimmt.  Der  höchste  Punkt  für  die 
horizontale  Lage  der  Libelle  wird  durch  den  Nullpunkt  bezeichnet 
und  zu  beiden  Seiten  desselben  sind  in  gleichen  Intervallen  Theil- 
striche  angebracht,  welche  von  ihm  aus  nach  jeder  Seite  hin  gezählt 
werden.  Könnte  man  nun  das  Niveau  direct  auf  eine  Linie  auf- 
setzen, so  würde  man,  um  diese  Linie  horizontal  zu  stellen,  die 
Neigung  derselben  gegen  den  Horizont  nur  so  lange  zu  ändern 
haben,  bis  die  Mitte  der  Blase  den  höchsten  Punkt  einnimmt,  also 
auf  dem  Nullpunkte  steht  Da  dies  nun  aber  nicht  angeht,  so  wird 
die  Glasröhre  zum  gröfseren  Schutze  zuerst  in  eine  Messingröhre, 
die  nur  die  getheilte  Seite  der  Libelle  frei  läfst,  fest  eingelegt  und 
diese  Röhre  selbst  wieder  in  eine  weite  Messingröhre  von  der  Länge 
der  Axe  des  Instruments  eingesetzt,  deren  oberer  mittlerer  Theil 
ausgeschnitten  und  nur  mit  einem  Planglase  bedeckt  ist.  In  dieser 
Röhre  wird  die  andere  durch  horizontale  und  verticale  Schrauben, 
die  zugleich  als  Correctionsschrauben  dienen,  befestigt ^  sodafs  die 
Theilung  des  Niveau's  sich  unter  dem  Planglase  befindet  und  durch 
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dasselbe  abgelesen  werden  kann.*)  Die  Röhre  ist  dann  mit  zwei 
rechtwinklig  ausgeschnittenen  Stützen  zum  Aufsetzen  auf  die  Zapfen 
oder  bei  gröfseren  Instrumenten  mit  eben  solchen  Haken  zum  An- 
hängen an  die  Axe  des  Instruments  versehen.  In  der  Regel  werden 
aber  diese  Stützen    oder  Haken   nicht   gleich    lang    sein.     Es  sei 

Fig.  11.  nun  AB  Fig.  11  das  Niveau, 

ÄCujid  BD  seien  die  beiden 
Stützen,  deren  Länge  a  und  h 
sein  mag,  und  man  denke  sich 
das  Niveau  auf  eine  Linie, 
welche  gegen  den  Horizont 
um  den  Winkel  a  geneigt  ist, 
aufgesetzt  und  zwar  so,  dafs 
BD  auf  der  höheren  Seite  steht.  Dann  wird  Ä  in  der  Höhe 
a  -^  c  und  B  in  der  Höhe 

&  -4-  c  -+-  X  lang  a 

stehen,  wenn  L  die  Länge  des  Niveau's  ist.  Freilich  ist  dies  nicht 
ganz  richtig,  weil  die  Stützen  ÄC  und  BD  nicht  senkrecht  anf 
der  horizontalen  Linie  stehen;  da  hier  aber  immer  nur  Meine 
Neigungen  von  wenigen  Minuten,  gewöhnlich  von  wenigen  Secunden 
angenommen  werden,  so  genügt  diese  Näherung  vollkommen.  Nennt 
man  nun  x  den  Winkel,  welchen  die  Linie  AB  mit  dem  Horizonte 

macht,  so  wird: 

b  —  a-\-  L  tanff  a 
tang  X  = 21 ^— , 

oder: 

b  —  a 
X  =  a-^ = — . 

Kehrt  man  nun  das  Niveau  um,    sodafs  B  auf  der  niedrigeren 

Seite  st^ht,    nennt  x'  den  Winkel,    welchen   AB   jetzt   mit  dem 

Horizonte  macht,  so  wird: 

.  b  —  a 

X  =^  a = — . 

Jj 

Man  nehme  nun  noch  an,  dafs  der  Nullpunkt  fehlerhaft  auf 
dem  Niveau  angegeben  sei  und  dafs  er  um  ^  näher  an  J?  als  an  i 
stehe;  dann  wird  man,  wenn  man  das  Niveau  unmittelbar  auf  eine 
horizontale  Linie  aufsetzt,  bei  A  ablesen  l-h  ^^  wenn  2 1  die  Länge 
der  Blase  ist,  dagegen  l  —  X  bei  B,    Denkt  man  sich  dagegen  das 


*)  Diese  Einrichtu^g  wird  deshalb  getroffen,  damit  sich  das  Niveau  in 
einem  abgeschlossenen  Räume  befindet  und  durch  die  Wärme  des  Beobach- 
ters oder  der  Lampe  beim  Ablesen  nicht  gestört  wird. 
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Niveau    auf  die  Linie  AB   aufgesetzt,    deren  Neigung   gegen   den 
Horizont  X  ist,  so  wird  man  auf  der  Seite  von  Ä  ablesen: 

wo  r  der  Halbmesser  des  Kreisbogens  AB  ist,  nach  welchem  das 
Niveau  ausgeschliffen  ist,  dagegen  auf  dem  höheren  Ende  B: 

B^l  —  X-hrx. 

Kehrt  man  aber  das  Niveau  mit  seinen  Stützen  um,  sodafs  B 

auf  dem  niedrigeren  Ende  zu  stehen  kommt,    so    wird   man  jetzt 

ablesen : 

A'  ^l-hX-hrxf 

B'  =  l  —  X  —  rx^, 

Substituirt  man  nun  för  x  und  x^  die  vorher  gefundenen  Werthe, 
so  erhält  man  for  die  vier  verschiedenen  Ablesungen,  wenn  man 
die  Ungleichheit  der  Stützen  in  Theilen  des  Niveau's  u  nennt: 

A  =  l  —  ra-\-X  —  ru 

B  =  l-\-ra  —  X  +  ru 

A'=  l  +  ra  +  X  —  ru 

B'=l  —  ra  —  X  +  ru. 

Man  ersieht  hieraus,  dafs  man  die  zwei  Gröfsen  X  und  ru  nicht 

von  einander  trennen  kann,    dafs    es    also  für  die  Ablesung  ganz 

einerlei  ist,  ob  der  Nullpunkt   nicht  in  der  Mitte  ist  oder  ob  die 

Stützen  ungleich  lang  sind.    Dagegen   wird   man  durch  die  Com- 

bination  dieser  Gleichungen  X  —  ru  und  a  finden  können. 

Ist  das  Ende  B  der  Blase  auf  einer  bestimmten  Seite  der  Axe 
eines  Instruments,  z.  B.  auf  derjenigen,  auf  welcher  sich  der  Kreis 
befindet  und  die  man  das  Kreisende  nennt,  so  wird  man  nach  der 
Umkehrung  des  Niveau's  A^  auf  dieser  Seite  ablesen.    Nun  ist: 

B-A 


2 
A'—B' 


=  —  X-^-  ru  +  ra 
=  X  —  ru  +  ra, 


also : 

a  =  — = = 206265, 

r 

w«nn  man  die  Neigung  gleich  in  Bogensecunden  haben  will.    Die 

206265 
Gröfse  ist   dann   die   Länge   eines   Niveautheils   in   Bogen- 
secunden. 

Will  man  also  die  Neigung  einer  Axe  eines  Instruments  durch 
das  Niveau  bestimmen,  so  setzt  man  dasselbe  in  zwei  verschiedenen 
Lagen  auf  die  Axe  und  liest  beide  Enden  der  Blase  in  jeder  Lage 
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ab.  Dann  zieht  man  von  der  Ablesung  auf  der  Seite  des  Ereis- 
endes die  an  der  andern  Seite  gemachte  Ablesung  ab  und  dividirt 
das  arithmetische  Mittel  der  in  beiden  Lagen  gefundenen  Werthe 
mit  2,  dann  ist  dies  die  Erhöhung  des  Kreisendes  der  Axe  in 
Theilen  des  Niveaus  ausgedrückt.  Multiplicirt  man  endlich  diese 
Zahl  mit  dem  Werthe  eines  Niveautheils  in  Bogensecunden,  so  er- 
hält man  die  Erhöhung  des  Kreisendes  in  Bogeosecunden. 

Wenn  man  annehmen  könnte,  dafs  sich  die  Länge  der  Blase 
während  der  Beobachtung  nicht  ändert.,  so  würde  man  auch: 


a^i'^ 


oder: 


=  * 


(B  —  B') 


haben,  d.  h.  die  Neigung  würde  gleich  der  Hälfte  der  Bewegung 
des  Niveau's  an  einem  bestimmten  Ende  sein.  Wäre  endlich  das 
Niveau  vollkommen  richtig,  also  ^ — rM  =  0,  so  würde  man  gar 
nicht  nöthig  haben,  das  Niveau  umzukehren,  sondern  würde  aus 
dem  blofsen  Stande  von  B  gegen  A  die  Neigung  finden,  indem  man 
den  halben  Unterschied  der  beiden  Ablesungen  nähme. 

Beispiel.  An  dem  auf  der  Berliner  Sternwarte  im  ersten 
Verticale  aufgestellten  Passageninstrumente  wurden  1846  Aug.  22 
folgende  Nivellirungen  gemacht: 

Kreis-Ende  Kreis-Ende 

/  17.0      9.2  \        _,.    ^.    _.    J     6.9 
-  18.0/        ObjectivWestJ^g^ 

B  —  Ä 


Objectiv  Ost 


19.5  \ 
10.3/ 


2 
A'-B' 


\    8-2 

3p.  90  _6p.3o 

X  —  ru  =  —^p.AO  X  —  ru==  —4p.  60 

4    .90  +2    .90 


—  0P.50  _ip.7o. 

Also  ist  im  Mittel  aus  den  beiden  Nivellirungen  &  =  —  1^.  10, 
oder  da  der  Werth  eines  Scalentheils  gleich  2"  (1  —  ^)  war, 
h  =  —  2'- .  06. 

Das  Vorige  setzt  aber  voraus,  dafs  die  Tangente  an  dem  Null- 
punkte des  Niveau's  sich  mit  der  Axe  des  Instruments  in  einer 
Ebene  befindet.  Um  dies  zu  erreichen,  berichtige  man  das  Niveau 
zuerst  so,  dafs  diese  Tangente  in  -:  einer  Ebene  liegt,  die  der  Axe 
parallel  ist,  was  der  Fall  ist,  wenn  X  —  ru  gleich  Null  ist.  Findet 
man  diesen  Werth  bei  der  Nivellirung  gleich  Null,  so  ist  das  Niveau 
in  diesem  Sinne  berichtigt;  findet  man  aber,  wie  in  dem  obigen 
Beispiele,  einen  von  Null  verschiedenen  Werth,  so  mufs  man  die 
Neigung  des  Niveau's  durch  die  verticalen  Correctionsschrauben  so 
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ändern,  dafs  die  obige  Bedingung  erfüllt  wird,  was  der  Fall  ist, 
wenn  Ä  gleich  Ä^  und  B  gleich  jB'  ist  oder  wenn  auf  der  Seite 
des  Ereisendes  sowohl  als  auf  der  entgegengesetzten  die  Blase  vor 
und  nach  der  ümkehrung  dieselbe  Stellung  hat.  Im  dem  vorigen 
Beispiele,  wo  X  —  ru  im  Mittel  4^.  50  ist,  würde  man  also  die 
Neigung  des  Niveau's  so  ändern  müssen,  bis  die  Blase  in  der  letz- 
ten Stellung  Objectiv  West  11 .  6  und  14  .  8  zeigt.  Dann  würde  man 
an  dem  so  berichtigten  Niveau  abgelesen  haben: 

Objectiv  Ost  J^  ;  ^     ir.S  Objectiv  West  ;j;^     J^"^^ 

woraus  man  wieder  die  Neigungen  —  0^ .  50  und  —  1^ .  70  und 
X  —  ru  im  Mittel  gleich  Null  gefunden  hätte. 

Ist  das  Niveau  so  berichtigt,  so  ist  die  Tangente  an  dem  Null- 
punkte des  Niveau's  in  einer  der  Axe  parallelen  Ebene.  Bewegt 
man  nun  das  Niveau  ein  wenig  um  die  Axe  des  Instruments,  sodafs 
die  Haken  immer  genau  in  Berührung  mit*-den  Zapfen  bleiben,  so 
bleibt  die  Tangente  an  dem  Nullpunkte,  wenn  dieselbe  der  Axe 
parallel  ist,  auch  bei  der  Drehung  parallel  und  die  Blase  ändert 
daher  durch  diese  Bewegung  ihre  Stellung  nicht.  Macht  aber  die 
Tangente  in  der  der  Axe  parallelen  Ebene  einen  Winkel  mit  der 
Axe,  so  ändert  sich  bei  der  Drehung  die  Neigung  gegen  die  Axe, 
und  da  sich  die  Blase  immer  nach  dem  erhöheten  Ende  bewegt, 
so  ist,  wenn  die  Drehung  auf  den  Beobachter  zu  gerichtet  ist,  das 
Ende,  nach  welchem  sich  die  Blase  hinbewegt,  im  Falle  eines 
Aufhängeniveau's  dem  Beobachter  zu  nahe.  Man  mufs  dann  dies 
Ende  mittelst  der  horizontalen  Correctionsschrauben  so  lange  be- 
wegen, bis  die  Blase  bei  der  Drehung  des  Niveau's  ihre  Stellung 
unverändert  beibehält,  wo  dann  die  Tangente  an  dem  Nullpunkt  der 
Axe  parallel  ist.  Durch  die  Bewegung  der  horizontalen  Schrauben 
ändert  sich  aber  das  Niveau  gewöhnlich  ein  wenig  im  verticalen 
Sinne,  und  man  wird  daher  die  beiden  Correctionen  im  verticalen 
und  horizontalen  Sinne  in  der  Regel  mehrmals  wiederholen  müssen, 
*ehe  man  den  vollkommenen  Parallelismus  der  Tangente  des  Niveau's 
mit  der  Axe  des  Instruments  erreicht. 

2.  Um  den  Werth  eines  Niveautheils  in  Secunden  zu  finden, 
kann  man  dasselbe  an  einem  Höhenkreise  befestigen,  wenn  derselbe 
eine  dazu  geeignete  Vorrichtung  hat  und  dann  durch  gleichzeitige 
Ablesung  des  Niveau's  und  des  getheilten  Kreises  und  Wiederholung 
der  Ablesung  in  wenig  geänderten  Lagen  des  Kreises  die  Anzahl 
von  Theilen  finden,  die  der  Anzahl  von  Secunden,  um  welche  man 
den  Kreis  gedreht  hat,  entspricht.     Geht  nämlich  die  Blase  durch 
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a  Theils triebe,  während  der  Kreis  durch  ß  Secunden  rotirt,  80  ist 

—  der  Werth  eines  Scalentheils  in  Secunden. 
a 

Bei  der  Untersuchung  ist  es  aber  am  besten,  das  Niveau  nicht 
von  seinem  Träger  abzunehmen,  da  man  vermuthen  kann,  dafs  die 
es  haltenden  Schrauben  eine  etwas  andere  Krümmung  hervorbringen, 
als  die,  welche  das  Niveau  ohne  dieselben  zeigen  würde,  und  da 
man  ein  grofses  Niveau  nicht  wohl  an  dem  Höhenkreise  befestigen 
kann,  so  bedient  man  sich  am  besten  eines  eigenen  Instruments,  das 
im  Wesentlichen  aus  einem  starken,  auf  drei  Schrauben  ruhenden 
T-förmigen  Träger  besteht,  auf  welchem  das  Niveau  in  zwei  recht- 
winkligen Lagern  ruhen  kann,  sodafs  die  Richtung  des  Nivean's 
durch  die  eine  Schraube  geht  und  senkrecht  auf  der  Verbindungs- 
linie der  beiden  andern  Schrauben  ist.  Die  erstere  Schraube  ist 
zur  Messung  bestinmit  und  ist  daher  sehr  sorgfältig  gearbeitet  nnd 
mit  einem  getheilten  Kopfe  und  Index  versehen,  an  dem  man  die 
Theile  einer  Umdrehung  der  Schraube  ablesen  kann.  Durch  ein 
Hülfsniveau  kann  der  Apparat  so  berichtigt  werden,  dafs  diese 
Schraube  genau  vertical  •  steht.  Liest  man  dann  in  einer  Stellung 
der  Schraube  das  Niveau  ab  und  dann  wieder,  nachdem  man  die 
Schraube  ein  wenig  gedreht  hat,  so  findet  man  wie  vorher  die 
Länge  eines  Niveautheils  in  Theilen  der  Umdrehung  der  Schraube. 
Kennt  man  dann  durch  genaue  Messung  die  Entfernung  f  der 
Schraube  von  der  Verbindungslinie  der  beiden  anderen  Schrauben 

und  die  Höhe  h,  eines  Schraubenumgangs,  so  ist  -^  die  Tangente 
des  Winkels,  der  einer  Umdrehung  der  Schraube  entspricht,  oder 
auch  -j  206265  dieser  Winkel  selbst.    Man  kann  auch  leicht  prüfen, 

ob  das  Niveau  vollkommen  ist,  indem  man  untersucht,  ob  die  Blase 
immer  um  eine  gleiche  Anzahl  von  Theilen  fortrückt,  wenn  man 
die  Schraube  immer  um*  dieselbe  Anzahl  von  Theilen  des  Kopfes 
dreht.  Indessen  ist  es  nicht  nöthig,  dafs  die  Theile  des  Niveau's 
wirklich  für  die  ganze  Ausdehnung  der  Theilung  von  gleicher  Länge 
sind,  sondern  es  braucht  diese  Gleichheit  nur  für  diejenigen  Theile 
stattzufinden,  die  möglicher  Weise  bei  der  Nivellirung  gebraucht 
werden  und  die  sich,  wenigstens  bei  neueren  Niveau's,  nicht  weit 
zu  beiden  Seiten  des  Nullpunkts  erstrecken.  Die  Blase  des  Niveau's 
ändert  zwar  ihre  Länge  durch  die  Wärme  und  Kälte  wegen  der 
Ausdehnung  und  Zusammenziehung  des  Weingeistes,  die  neueren 
Niveau's  haben  aber  eine  ebenfalls  zum  Theil  mit  Flüssigkeit  ge- 
füllte Kammer,  die  mit  der  Röhre  des  Niveau's  durch  eine  kleine 
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Oeffaung  in  Verbindung  steht,  und  aus  der  man  das  Niveau  auf- 
füllen kann,  wenn  die  Blase  zu  lang  geworden  ist,  indem  man  das- 
selbe so  neigt,  dafs  die  Kammer  an  dem  hohen  Ende  steht.  Ist 
umgekehrt  die  Blase  zu  kurz,  so  kann  man  durch  das  Neigen  des 
Niveau's  im  entgegengesetzten  Sinne  etwas  Flüssigkeit  ablassen. 
Dadurch  kann  man  also  bewirken,  dafs  die  Blase  immer  sehr  nahe 
von  derselben  Länge  ist  und  wenn  man  daher  dafür  sorgt,  dafs  das 
Niveau  immer  nahe  berichtigt  und  auch  die  Neigung  der  Axe  klein 
ist,  indem  man  das  eine  Lager  des  Instruments  durch  die  dazu 
angebrachten  Correctionsschrauben  erhöhet  oder  erniedrigt,  wenn 
dieselbe  grofs  wird,  so  wird  man  immer  nur  sehr  wenige  Theil- 
striche  für  alle  Nivellirungen  gebrauchen,  deren  Länge  man  sehr 
soi^ältig  bestimmen  kann.  Es  wird  übrigens  gut  sein,  diese  Be- 
stimmung bei  sehr  verschiedenen  Temperaturen  zu  wiederholen,  um 
zu  sehen,  ob  sich  die  Werthe  der  Scalentheile  mit  der  Temperatur 
ändern.  Zeigt  sich  eine  solche  Abhängigkeit,  so  mufs  man  die  Länge 
eines  Niveautheils  durch  eine  Formel  von  der  Form: 

ausdrücken,  wo  a  die  Länge  für  die  bestimmte  Temperatur  to  ist, 
und  wo  man  die  Werthe  von  a  und  h  aus  den  bei  verschiedenen 
Temperaturen  beobachteten  Werthen  nach  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  bestimmen  mufs. 

Statt  eines  eigenen  Instruments  zur  Bestimmung  der  Niveau- 
theile  kann  man  sich  auch  eines  Höheninstruments  und  Collimators 
bedienen,  wenn  derselbe  so  eingerichtet  ist,  dafs  man  an  demselben 
zwei  rechtwinklige  Lager  befestigen  kann,  in  welche  man  das  Niveau 
80  legen  kann,  dafs  die  Tangente  des  Niveau's  mit  der  Axe  des 
Collimators  in  einer  Ebene  liegt.  Stellt  man  nämlich  diesen  Colli- 
mator  vor  einem,  mit  einem  feinen  Höhenkreise  versehenen  In- 
strumente auf,  legt  das  Niveau  in  die  Lager  und  liest  dasselbe 
sowie  den  Kreis  ab,  nachdem  man  das  Fadenkreuz  des  Collimators 
auf  das  Fadenkreuz  des  Instruments  gebracht  hat  und  wiederholt 
man  dies,  nachdem  man  die  Neigung  des  Collimators  durch  eine 
der  Fufsschrauben  ein  wenig  geändert  hat,  so  erhält  man  wieder 
aus  der  Vergleichung  der  Aenderung  des  Niveau's  und  der  Ab- 
lesungen des  Kreises  die  Länge  eines  Niveautheils. 

Die  Theodolithen  und  üniversalinstrumente  sind  häufig  schon 
so  eingerichtet,  dafs  man  die  Länge  der  Scalentheile  des  Niveau's 
mittelst  einer  der  Fufsschrauben,  die  zu  dem  Ende  fein  geschnitten 
ist  und  einen  eingetheilten  Kopf  hat,  bestimmen  kann.  Diese  In- 
strumente   ruhen   nämlich   auf   drei  Fufsschrauben,    die   nahe    ein 

Brunnow,  sphärische  Astronomie.    4.  Aufl.  27 
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gleichseitiges  Dreieck  bilden.  Wenn  man  dann  das  Niveau  auf  die 
horizontale  Axe  eines  solchen  Instruments  aufsetzt  und  die  Axe 
so  stellt,  dafs  die  Richtung  des  Niveau's  durch  die  mit  dem  ein- 
getheilten  Kopfe  versehene  Schraube  a  geht,  also  auf  der  Verbin- 
dungslinie der  beiden  anderen  Schrauben  senkrecht  steht,  so  kann 
man  wieder  aus  der  Aenderung  der  Schraube  a  und  der  entspre- 
chenden Bewegung  der  Blase  des  Niveau's  die  Länge  eines  Scalen- 
theils  bestimmen,  wenn  die  Höhe  eines  Schraubenumgangs  und  die 
Entfernung  der  Schraube  a  von  der  Verbindungslinie  der  beiden 
anderen  Schrauben  bekannt  ist.  Für  das  an  den  Mikroskopen-  und 
Nonienträgem  des  Verticalkreises  befestigte  Niveau  erhält  man  da- 
gegen den  Werth  eines  Scalentheils ,  wenn  man  das  Femrohr  auf 
das  Fadenkreuz  eines  Collimators  oder  auf  ein  entferntes  irdisches 
Object  richtet  und  den  Kreis  sowie  das  Niveau  abliest.  Aendert 
man  dann  die  Neigung  des  Fernrohrs  gegen  das  Object  durch  die 
Fufsschrauben  des  Instruments,  so  liest  man  an  dem  Niveau  den 
Betrag  der  Neigung  in  Theilen  des  Niveau's  ab,  während  man  den- 
selben in  Secunden  erhält,  wenn  man  das  Femrohr  auf  das  Object 
zurückbewegt  und  den  Kreis  in  der  neuen  Stellung  abliest. 

3.  Der  bisher  betrachtete  Fall,  dafs  man  durch  das  Niveau 
die  Neigung  einer  Linie  bestimmen  will,  auf  welche  man  das 
Niveau  aufsetzen  kann,  kommt  bei  den  Instrumenten  nie  vor,  son- 
dern man  sucht  immer  die  Neigung  einer  Axe,  welche  nur  durch 
ein  Paar  Cylinder  an  den  Enden  angegeben  ist,  auf  die  man  das 
Niveau  aufsetzen  mufs.  Wenn  nun  auch  die  Axe  der  Cylinder  mit 
der  mathematischen  Axe  des  Instmments  zusanmienfällt,  so  können 
die  Cylinder  doch  von  verschiedenem  Durchmesser  sein  und  es 
wird  dann  ein  auf  dieselben  gestelltes  Niveau  nicht  die  Neigung  der 

wahren  Axe  des  Instruments  angeben.  Diese 
Cylinder  liegen  immer  in  Lagern,  welche 
durch  zwei  Ebenen  gebildet  werden,  die  um 
den  Winkel  2  t  gegen  einander  geneigt  sein 
mögen.  Der  Winkel  zwischen  den  Haken 
des  Niveau's,  womit  dasselbe  auf  die  Axe 
aufgesetzt  wird,  sei  2i\  der  Radius  des 
Zapfens  an  dem  einen  Ende  (wofür  hier 
wieder  das  Kreisende  genommen  wird)  sein», 
so  wird  hC  (Fig.  12)  oder  die  Erhöhung  des 
Mittelpunkts  des  Zapfens  über  dem  Zapfen- 
lager gleich  ro  cosect,  ebenso  wird: 

a  C  =  roCOsec»', 


Fig.  12. 
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also: 

ab  =  rQ  [cosec  ♦*  -4-  cosec  t], 

und  an  dem  anderen  Ende  der  Axe  wird: 

a'  6'  =  n  [cosec  »'  +  cosec  i], 
wenn  n  der  Radius  des  auf  dieser  Seite  befindlichen  Zapfens  ist 
Macht  nun  die  Linie  durch  die  beiden  Punkte,  in  welchen  die 
Zapfenlager  zusammenstofsen ,  mit  dem  Horizonte  den  Winkel  x^ 
so  wird  man,  wenn  die  Durchmesser  der  Zapfen  einander  gleich 
sind,  durch  das  Niveau  auch  die  Neigung  x  finden.  Sind  aber  die 
Zapfen  ungleich,  so  wird  man,  wenn  auch  x  die  Erhöhung  des 
Zapfenlagers  desselben  Endes  bezeichnet,  für  die  Erhöhung  b  des 
Kreisendes  finden: 

0  =  05  H = —  [cosec  i  ■+■  cosec  fj, 

wo  L  die  Länge  der  Axe  ist.  Kehrt  man  dagegen  das  Instrument 
in  seinen  Zapfenlagern  um,  sodafs  jetzt  das  Kreisende  in  dem 
tieferen  Zapfenlager  zu  liegen  kommt,  so  wird  die  Erhöhung  des 
Kreisendes: 

b*  =  —  x-h  -^ —  [cosec  »'  ■+■  cosec  i] 

sein.     Aus  beiden  Gleichungen  erhält  man: 

b'  -hb      fo  — fi  r         .,  ,  « 

— ^ —  =  -^^-y — -  [cosec  t  +  cosec  ij, 

eine  Gröfse,  welche  so  lange  constant  bleibt,  als  sich  die  Dicke  der 
Zapfen  nicht  ändert. 

Da  man  nun  durch  die  Nivellirung  die  Neigung  der  mathema- 
tischen Axe  der  beiden  Cy linder  finden  will,  so  mufs  man  von 
jedem  b  abziehen  die  Gröfse: 

-^^ — -  cosec  % , 
oder,  wenn  man  -^-y — -  eliminirt,  die  Gröfse: 


L 


oder: 


^  (6  4-  b')  cosec  i' 
cosec  »  +  cosec  i" 

i  (6 -h  6')  sin  * 


sm  %  -4-  sm  t 
Ist  die  Correction,  wie  dies  in  der  Regel  der  Fall  ist,  klein, 
so  kann  man  i  =  f  setzen*)  und  hat  dann  also  an  jede  Nivellirung 
die  Gröfse  —  i(p-^  V)  anzubringen,  wo  b  und  V  die  in  zwei  ver- 
schiedenen Lagen  der  Axe  gefundenen  Nivellirungen  bezeichnen. 


*)  In  der  Regel  sind  %  und  f'  nahe  gleich  45^. 

27* 
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Beispiel.  An  dem  Passageninstrumente  itä  ersten  Verticale 
der  Berliner  Sternwarte  war  nach  No.  1  die  Neigung  der  Axe 
b  =  —  2".  06  gefanden,  als  das  Kreisende  der  Axe  nach  Süden 
gerichtet  war.  Nach  der  ümlegung  des  Instruments  wurde  die 
Nivellirung  wiederholt  und  für  die  Erhöhung  des  jetzt  nach  Norden 
gerichteten  Kreisendes  gefunden:  6'  =  -f-  5".  02,  welcher  Werth  wie 
vorher  das  Mittel  aus  zwei  Nivellirungen  ist,  bei  denen  das  Objectiv 
des  Femrohrs  einmal  nach  Osten,  das  andere  Mal  nach  Westen  \ 
gerichtet  war.     In  diesem  Falle  ist  daher: 

i  (&'  4-  &)  =  +  0".  74, 
mithin  war  mit  Rucksicht  hierauf  die  Neigung  der  mathematischen 

Axe  der  Zapfen:  ^ei  Kreis  Süd  =  —  2".  80, 

und  bei  Kreis  Nord  =  4-  4".  28. 
Es  ist  bisher  angenommen  worden ,  dafs  .  die  Durchschnitte 
senkrecht  auf  die  Axe  der  Zapfen  genau  kreisförmig  sind.  Ist 
dies  der  Fall,  so  wird  das  Niveau  bei  jeder  Neigung  des  Fem- 
rohrs dieselbe  Neigung  der  Axe  angeben  und  das  Femrohr  wird 
bei  der  Drehung  einen  gröfsten  Kreis  beschreiben;  ist  aber  diese 
Bedingung  nicht  erfüllt,  so  wird  auch  die  Neigung  für  verschiedene 
Erhöhungen  des  Fernrohrs  verschieden  sein  und  das  Fernrohr  wird 
bei  der  Umdrehung  statt  eines  gröfsten  Kreises  eine  Art  Zickzacklinie 
beschreiben.  Man  kann  aber  mittelst  des  Niveau's  die  Correctionen 
bestimmen,  die  man  an  die  in  einer  bestimmten  Lage  gemachte 
Nivellirung  anzubringen  hat,  um  die  Neigung  in  einer  anderen  Lage 
zu  erhalten.  Wenn  nämlich  das  Instrament  so  eingerichtet  ist,  dafs 
man  das  Niveau  bei  verschiedenen  Erhöhungen  des  Fernrohrs  an 
die  Axe  anhängen  kann,  so  kann  man  die  Neigung  der  Axe  in 
verschiedenen  Stellungen  des  Femrohrs,  z.  B.  für  jeden  15.  oder 
30.  Grad  der  Höhe  finden  und  nur,  wenn  das  Fernrohr  nach  dem 
Zenith  oder  Nadir  gerichtet  ist,  wird  dies  unmöglich  sein.  Macht 
man  diese  Beobachtungen  auch  in  der  anderen  Lage  des  Instruments, 
so  kann  man  die  Ungleichheit  der  Zapfen  oder  die  Gröfse  J-  (fe  +  &0 
für  die  verschiedenen  Zenithdistanzen  bestimmen  und  wenn  man 
diese  von  den  Nivellirungen  in  den  entsprechenden  Stellungen  des 
Femrohrs  abzieht,  erhält  man  die  Neigung  der  Axe  in  den  ver- 
schiedenen Zenithdistanzen.  Durch  Vergleichung  derselben  mit  der 
in  der  horizontalen  Lage  gefundenen  Neigung  kann  man  dann  die 
Correctionen  erhalten,  die  man  an  die  Neigung  in  der  horizontalen 
Lage  anzubringen  hat,  um  die  Neigung  für  die  anderen  Zenith- 
distanzen zu  erhalten.  Diese  Correctionen  kann  man  so  für  jeden 
15.  oder  30.  Grad  durch  immittelbare  Beobachtung  finden  und  daraus 
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eine  dieselben  darstellende  periodische  Reihe  ableiten,  oder  man 
kann  einfacher  die  Zenithdistanzen  als  Abscissen  auf  eine  gerade 
Linie  auftragen,  die  beobachteten  Correctionen  der  Neigung  da- 
gegen als  die  Ordinaten  und  durch  die  Endpunkte  derselben,  so 
gut  es  geht,  eine  Curve  legen.  Für  die  nicht  beobachteten  Zenith- 
distanzen nimmt  man  dann  die  Ordinaten  dieser  Curve  für  die 
Correction.*) 

JB.    Der  Nonius  oder  Vernier  und  das  Ablesungs- 
Mikroskop. 

4.  Der  Nonius  oder  Vernier  dient  dazu,  an  der  auf  den 
Kreisen  der  astronomischen  Instrumente  befindlichen  Theilung  in 
Grade  und  deren  ünterabtheilungen  noch  kleinere  Theile  abzulesen, 
und  besteht  aus  einem  mit  der  Theilung  auf  dem  Kreise  concentrisch 
sich  bewegenden  Gradbogen,  welcher  in  andere  ünterabtheilungen 
getheilt  ist  als  ein  gleicher  Gradbogen  auf  dem  Kreise.  Das  Ver- 
hältnifs  der  Theilung  auf  dem  Nonius  zu  der  auf  dem  Kreise  be- 
stinomt  die  Gröfse  der  vermittelst  des  Nonius  noch  abzulesenden 
ünterabtheilungen  der  Kreistheilung. 

Hat  man  irgend  einen  in  gleiche  Theile  getheilten  Maafsstab 
(für  Kreisbögen  bleibt  die  folgende  Betrachtung  dieselbe),  von  denen 
jeder  Theil  gleich  a  ist,  so  läfst  sich  der  Ort  eines  jeden  Theil- 
strlches  auf  dem  Maafsstabe  als  ein  Vielfaches  von  a  ausdrücken. 
Es  sei  ferner  y  der  Nullpunkt  des  Nonius,  durch  welchen  man  an 
den  astronomischen  Instrumenten  die  Richtung  der  Alhidade   oder 


*)  Noch  besser  kann  man  die  Zapfen  mittelst  eines  Fühlniveau's  unter- 
suchen, indem  man  dasselbe  so  auf  das  Zapfenlager  aufsetzt,  dafs  das  Ende 
des  Niveauos  auf  dem  Zapfen  ruht.  Stellt  man  das  Niveau  zuerst  auf  den 
Zapfen  am  Kreisende,  liest  den  Stand  desselben  in  den  verschiedenen  Zenith- 
distanzen ab  und  zieht  davon  das  Mittel  der  Ablesungen  in  den  beiden 
horizontalen  Lagen  des  Femrohrs  ab  (vorausgesetzt,  dafs  die  gewohnlichen 
Nivellirungen  immer  in  diesen  beiden  Lagen  gemacht  werden),  so  findet  man, 
xun  wieviel  hoher  der  höchste  Punkt  des  Zapfens  in  jeder  Lage  liegt  als  im 
Mittel  in  beiden  horizontalen  Lagen.  Diese  beobachteten  Unterschiede  seien  u«. 
Macht  man  nim  dieselbe  Reihe  von  Beobachtungen,  nachdem  man  das  Fühl- 
niveau  auf  den  anderen  Zapfen  aufgesetzt  hat  und  findet  dort  die  Werthe  u'*, 
so  würde,  wenn  für  jeden  Werth  von  z  immer  u\  =  Uz  wäre,  die  Neigung  der 
Linie  durch  die  höchsten  Punkte  der  Zapfen  in  allen  Stellungen  des  Instruments 


Uz  —  u'« 


dieselbe  sein.    Ist  dies  aber  nicht  der  Fall,  so  wird  j^ —  206265,  wo  L 

die  Länge  der  Axe  ist,  die  grÖfsere  Erhöhung  der  Linie  auf  der  Seite  des 
Kreisendes  in  jeder  Stellung  des  Femrohrs  geben. 
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des  damit  verbundenen  Fernrohrs  angiebt.  Trifft  dieser  Nnllpunkt 
mit  einem  Striche  der  Theilung  genau  zusammen,  so  erhält  man 
unmittelbar  durch  Ablesen  an  dem  Kreise  den  Ort  desselben.  Liegt 
aber  der  Nullpunkt  des  Nonius  zwischen  zwei  Theilstrichen  auf 
dem  Kreise,  so  mufs  nothwendig  wegen  der  verschiedenen  Entfer- 
nungen der  einzelnen  Theilstriche  auf  dem  Nonius  und  dem  Kreise 
irgend  einer  der  übrigen  Striche  des  Nonius  mit  einem  Striche  des 
Kreises  coincidiren  oder  wenigstens  von  einem  solchen  Theilstriche 
um  weniger  entfernt  sein,  als  der  Unterschied  der  Entfernungen  der 
Striche  auf  dem  Nonius  und  der  Theilung  oder  als  die  Gröfse  be- 
trägt, welche  man  überhaupt  durch  den  Nonius  ablesen  kann.  Es 
stehe  dieser  coindicirende  Strich  p  Striche  von  dem  Nullpunkte  des 
Nonius  ab,  so  ist  die  Abscisse  desselben,  wenn  die  Gröfse  eines 
Theilstrichs  des  Nonius  af  ist: 

Ist  dann  ga  die  Abscisse  desjenigen  Theilstrichs  des  Kreises' 
welcher  dem  Nullpunkte  des  Nonius  zunächst  vorhergeht,  so  ist  die 
Abscisse  des  coincidirenden  Punktes  des  Kreises: 

Es  ist  also: 

also  der  gesuchte  Ort  des  Nullpunkts  des  Nonius: 

y=:gfa4-i)(a  — a'). 
Ist  dann: 

ma  =  (m  4- 1)  a', 

d.  h.  sind  m  Theile  des  Kreises  auf  dem  Nonius  in  w  -h  1  Theile 

getheilt,  so  ist: 

,         m 

m  4- 1    ' 
also: 

*        mH- 1 

Der  Ort  des  Nullpunkts  auf  dem  Nonius  ist  also  gleich  der 
Anzahl  der  ganzen  Hauptabtheilungen  auf  dem  Kreise,  welche  dem 
Nullpunkte  vorhergehen,  plus^  Theilen,  von  denen  jeder  der  m  -+-  Iste 
Theil  der  Hauptabtheilung  ist  und  wo  man  die  Zahl  p  findet,  wenn 
man  auf  dem  Nonius  vom  Nullpunkte  ab  die  Anzahl  der  Striche 
bis  zur  Coincidenz  zählt.     Um   nun   diese  Zählung  zu  erleichtern 

und  zugleich  die  Multiplication  mit  — --j  unnöthig  zu  machen,  sind 
die  Zahlen  p  ^  ,  ^  schon  bei  den  Strichen  des  Nonius  angegeben. 


J 


423 

Man  sieht  äbrigens,  dafs,  wenn  man  die  Zahl  m  nur  grofs 
genug  wählt,  man  so  kleine  Theile  der  Theilung  vermittelst  des 
Nonius  ablesen  kann,  als  man  nur  verlangt.  Will  man  z.  B.  mit 
einem  Instrumente,  welches  auf  dem  Kreise  unmittelbar  10^  angiebt, 
noch  10"  ablesen,    so  hat  man  einen  Bogen  des  Nonius,    welcher 

gleich  590'  ist,  in  60  Theile  zu  theilen,  indem  dann  — -—=10"  ist. 

Um  nun  die  Ablesung  zu  erleichtem,  müfste  neben  dem  ersten 
Striche  auf  dem  Nonius  10"  stehen,  neben  dem  zweiten  20"  etc.; 
statt  dessen  werden  aber  nur  die  Minuten  angegeben,  sodafs  bei 
dem  sechsten  Striche  die  Zahl  1,  neben  dem  zwölften  die  Zahl  2 
steht. 

Allgemein  ergiebt  sich  die  Zahl  m  aus  der  Gleichung: 

a  a 

a  —  a=  — — 7  oder  m  = 7  — - 1, 

m  +  l  a  —  a 

wenn  man  für  a  —  a'  die  Gröfse  setzt,  welche  man  mittelst  des 
Nonius  noch  ablesen  will  und  für  a  den  Werth  des  Abstandes 
zweier  Theilstriche  des  Kreises,  beide  natürlich  in  derselben  Ein- 
heit ausgedrückt. 

Bisher  ist  angenommen  worden,  dafs: 

wa  =  (w-|-  l)a', 

dafs  also  die  Zwischenräume  zwischen  den  Theilstrichen  auf  dem 
Nonius  kleiner  sind,  als  die  auf  dem  Kreise.  Man  kann  indessen 
den  Nonius  auch  so  einrichten,  dafs  die  Theilstriche  auf  demselben 
weiter  von  einander  abstehen,  als  auf  dem  Kreise,  indem  man: 

(m4-  1)  a  =  t»a' 

nimmt.    In  diesem  Falle  wird: 

a  —a^=  — 
m 

nnd: 

y  =  ga  — i)^. 

Dann  ist  also  alles  dasselbe  wie  vorher,  nur  mit  dem  Unter- 
schiede, dafs  man  jetzt  die  Coincidenz  in  entgegengesetztem  Sinne 
zu  zählen  hat. 

Ist  die  Länge  des  Nonius  um  die  Gröfse  A^  fehlerhaft,  so  w 
jetzt  im  ersten  Falle: 

ma  =  (m  +  1)  a'  —  A  J, 

mithin  nach  den  vorher  gebrauchten  Bezeichnungen: 
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Wenn  daher  die  Länge  des  Nonius  umA^  zu  grofs  ist,  so  hat 
man  zn  jeder  Ablesung  die  Correction  hinzuzulegen: 

wo  p  die  Zahl  des  coincidirenden  Strichs  des  Nonius  und  m  + 1 
die  Anzahl  aller  Striche  auf  demselben  bezeichnet.  Findet  man 
z.  B.  an  einem  Instrumente,  dessen  Kreis  von  10  zu  10  Minuten 
getheilt  ist  und  an  dem  man  mittelst  des  Nonius  noch  10^^  ablesen 
kann,  sodafs  59  Theile  des  Kreises  in  60  Theile  getheilt  sind,  den 
Fehler: 

so  hat  man  also  zu  jeder  Ablesung  die  Correction  —  ^  5"  hinzu- 
zufügen, oder,  da  der  6te  Strich  des  Nonius  eine  Minute  angiebt, 
an  jede  auf  dem  Nonius  abgelesene  Minute  die  Correction  —  0".  5 
anzubringen. 

Den  Fehler  selbst  in  der  Länge  des  Nonius  kann  man  aber 
immer  mit  Hülfe  der  Theilung  des  Kreises  finden.  Man  stellt  zu 
dem  Ende  den  Nullstrich  des  Nonius  nach  einander  auf  verschie- 
dene Theilstriche  des  Kreises  ein  und  liest  die  Anzahl  von  Minuten 
und  Secunden  ab,  welche  dem  letzten  Hauptstriche  auf  dem  Nonius 
entsprechen.  Dann  ist  das  arithmetische  Mittel  aus  allen  diesen 
Ablesungen  die  wahre  Länge  des  Nonius. 

5.  Bei  Instrumenten,  mit  welchen  man  sehr  genaue  Beob- 
achtungen anstellen  will,  z.  B.  bei  den  Meridiankreisen,  bedient 
man  sich  zum  Messen  der  ünterabtheilungen  der  Kreistheilung  der 
Schraubenmikroskope,  welche  entweder  an  den  Pfeilern  oder  an 
den  die  Zapfenlager  tragenden  Platten  so  befestigt  sind,  dafs  sie 
unbeweglich  und  senkrecht  über  der  Theilung  des  Kreises  stehen. 
Die  Ablesung  geschieht  dann  durch  einen  im  Mikroskope  zu  beob- 
achtenden beweglichen  Faden,  den  man  auf  den  nächsten  Theil- 
strich  des  Kreises  einstellt,  oder  besser  durch  zwei  parallele  Fäden, 
zwischen  denen  man  den  Strich  in  die  Mitte  stellt,  und  deren  Ver- 
schiebung man  an  dem  getheilten  Kopfe  der  bewegenden  Schraube 
abliest.  Der  Nullpunkt  dieses  getheilten  Schraubenkopfes  entspricht 
also  dem  Nullpunkte  beim  Nonius,  da  man  eigentlich  immer  den 
Abstand  des  beweglichen  Fadens  in  der  Stellung,  wenn  derselbe 
auf  den  Nullpunkt  eingestellt  ist,  vom  nächsten  Theilstriche  mifst 
Der  Werth  einer  Schraubenumdrehung  ist  vorher  in  Secunden  be- 
stimmt, und  da  man  die  Anzahl  der  ganzen  Umdrehungen  und 
deren  Theile  ablesen  kann,  so  erhält  man  den  Abstand  des  Null- 
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pankts  vom  Theilstriche  in  Secunden.  Durch  eine  eigene  Vor- 
richtung  kann  man  es  immer  dahin  bringen,  dafs  eine  ganze  Anzahl 
von  Umdrehungen  der  Schraube  genau  gleich  der  Entfernung  zweier 
zunächst  liegender  Theilstriche  auf  dem  Kreise  wird.  Man  kann 
nämlich  zu  dem  Ende  diese  Mikroskope  verlängern  oder  verkürzen 
und  dadurch  bewirken,  dafs  das  Bild  der  Entfernung  zweier  Theil- 
striche gleich  ist  dem  Stücke,  um  welches  man  den  beweglichen 
Faden  durch  eine  ganze  Anzahl  von  Schraubenrevolutionen  bewegt. 
Liest  man  auf  der  Trommel  weniger  ab,  als  die  Entfernung  der  Theil- 
striche beträgt,  so  mufs  man  das  Objectiv  vom  Ocular  entfernen 
und  dann,  damit  die  Deutlichkeit  des  Bildes  nicht  gestört  wird,  das 
ganze  Mikroskop  vom  Kreise  gehörig  entfernen. 

Das  Mikroskop  mufs  aufserdem  so  gestellt  sein,  dafs  die 
parallelen  Fäden  auch  den  Strichen  auf  dem  Kreise  parallel  sind; 
endlich  mojs  die  Axe  so  gestellt  sein,  dafs  sie  dem  Centrum  des 
Kreises  entweder  zugekehrt  oder  abgekehrt  ist,  d.  h.  dafs  sie  in 
einer  durch  den  Radius  auf  den  Kreis  senkrecht  gelegten  Ebene 
liegt.  Ist  diese  Berichtigung  nicht  gemacht,  so  wird  man  finden, 
dafs  bei  vorsichtigem  Drücken  an  den  Limbus  des  Kreises  das 
nach  und  nach  undeutlicher  werdende  Bild  des  Theilstrichs  seit- 
wärts rückt,  sodafs  also  dann  Fehler  in  der  Ablesung  erzeugt 
würden,  wenn  etwa  der  Limbus  nicht  genau  laufen  sollte.  Ist 
diese  Verschiebung  des  Bildes  bemerkbar,  so  dreht  man  den  das 
Objectiv  haltenden  Auszug  des  Mikroskops,  bis  das  Bild  durch  den 
Druck  gegen  den  Kreis  seine  Stellung  nicht  ändert. 

Da  die  Entfernung  der  Mikroskope  vom  Kreise  kleinen  Aen- 
derungen  unterworfen  ist,  so  mufs  man  den  Fehler  des  Mikroskops, 
d.  h.  den  Unterschied  einer  ganzen  Anzahl  von  Schraubenumdrehun- 
gen und  der  Entfernung  zweier  Theilstriche*)  von  Zeit  zu  Zeit  be- 


*)  Bei  den  grÖfseren  Instrumenten  ist  gewöhnlich  der  Kreis  von  2  zu 
2  Minuten  getheilt,  und  zwei  Umdrehungen  der  Schraube  sind  gleich  der  Ent- 
fernung zweier  Theilstriche.  Eine  Schraubenumdrehung  entspricht  daher  einer 
Minute,  und  da  der  Kopf  der  Schraube  in  60  Theile  getheilt  ist,  so  ist  jeder 
dieser  Theile  eine  Secunde,  deren  Zehntheile  man  noch  bequem  schätzen 
kann.  Die  Stellung  der  Fäden,  in  welcher  man  0  Secunden  abliest,  ist  durch 
eine  Marke  im  Mikroskope  bezeichnet,  und  je  nachdem  diese  Marke  nahe 
bei  einem  Minutenstriche  auf  dem  Kreise  oder  über  die  Hälfte  eines  Intervalls 
davon  entfernt  ist,  wird  man  die  auf  dem  Schraubenkopfe  abgelesenen 
Secunden  zu  der  durch  den  Strich  bezeichneten  Minute  addiren,  oder  eine 
Minute  hinzulegen. 
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stimmen  and  dann  die  Ablesungen  der  Mikroskope  danach  ver- 
bessern. Hierbei  ist  es  aber  nicht  gleichgültig,  welche  zwei  Striche 
man  auf  dem  Kreise  wählt,  da  die  Entfernung  wegen  der  Theilnngs- 
fehler  der  Striche  ein  wenig  von  2  Minuten  verschieden  sein  kann; 
man  mufs  daher  die  Entfernung  zweier  bestimmten  Striche  in 
Secunden  finden  und  die  Schraube  des  Mikroskops  immer  mit  diesen 
vergleichen.  Endlich  kann  auch  die  Schraube  Fehlem  unterworfen 
sein,  sodafs  gleiche  Theile  der  Umdrehung  der  Schraube  die  Fäden 
nicht  um  gleiche  Entfernungen  fortbewegen. 

Um  zuerst  diese  Fehler  der  Schraube  zu  bestimmen,  kann  man 
bei  der  Theilung  des  Kreises  einen  kurzen  Hülfsstrich  (sodafs  der- 
selbe nicht  mit  einem  Theilstriche  verwechselt  werden  kann)  an- 
bringen lassen,  in  einer  Entfernung  von  einem  Theilstriche,  die 
einem  aliquoten  Theile  der  Entfernung  der  Striche  gleich  ist,  z.  B. 
in  der  Entfernung  10"  oder  15",  allgemein  in  der  Entfernung  «", 
sodafs  120  =  wa  ist.  Stellt  man  dann  die  Schraube  des  Mikroskops 
auf  0  und  bringt  einen  der  beiden  nahen  Striche  zwischen  die 
Fäden,  so  kann  man  durch  Bewegung  der  Schraube  den  anderen 
Strich  zwischen  die  Fäden  bringen,  also  die  Entfernung  durch  die 
Schraube  messen.  Bewegt  man  dann  den  Kreis  so,  dafs  der  erste 
Strich  wieder  zwischen  den  Fäden  steht,  so  kann  man  wieder  durch 
die  Schraube  den  zweiten  Strich  zwischen  die  Fäden  bringen  und 
so  fortfahren,  bis  man  die  Schraube  um  die  zwei  Umdrehungen 
bewegt  hat,  die  man  bei  den  Ablesungen  des  Kreises  anwendet.*) 
Sind  dann  die  auf  der  Schraube  gemessenen  Entfernungen  der 
Striche  oder  der  Fäden: 

von  0  bis  a  a' 

von  a  bis  2  a  a" 

*  . 

von  (n-h  1)  a  bis  na      a», 

so  wird  man  das  letzte  Mal  wieder  sehr  nahe  Null  auf  der  Schraube 
ablesen,  man  wird  daher  das  Mittel  aller  a',  a"  etc.  als  frei  von 
den  Fehlern  der  Schraube  ansehen  können.  Diese  Beobachtungen 
mufs  man  mehrmals  wiederholen,  indem  man  auch  von  120  statt  0 
ausgeht  und  die  Intervalle  in  entgegengesetzter  Richtung  mifst  und 


*)  Hat  man  keinen  Hülfsstrich  auf  dem  Kreise,  so  kann  man  hierzu  die 
beiden  parallelen  Fäden  benutzen,  wenn  deren  Entfernung  ein  aliquoter  Theil 
von  2  Minuten  ist,  indem  man  zuerst,  wenn  die  Schraube  0  zeigt,  einen 
Theilstrich  unter  den  einen  Faden  bringt,  und  dann  mittelst  der  Schraube 
den  andern  Faden  auf  denselben  Strich  bringt,  u.  s.  f. 
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dann    die  Mittel   für  die  einzelnen  a\  od'  etc.  nimmt.     Setzt   man 

daher: 

a'  +  a"  +  a'"  +  . .  +  a" 

=  «0' 

so  wird  der  Fehler  der  Schraube,  den  man  zur  Ablesung  a  der 
Trommel  hinzuzulegen  hat,  wenn  man  auch  noch  das  Intervall  —  a 
bis  0,  und  na  bis  (w4-l)  «  mitnimmt  und  die  dort  gemessenen 
Entfernungen  mit  a~^  und  a°  +  ^  bezeichnet: 

bei  —  a  —  «o  +  *~^ 

0  0 

a  Oq  —  a' 

2a  2a,,  — a'  — a" 

bei  (n—  l)a=  (n  —  1)  Oq  —  a' —  a"  —  . . .  — a"-i 
na=  0 

(n+l)a=  Oq  — a'»4-i. 

Danach  kann  man  dann  eine  Tafel  berechnen,  die  die  zur  Ab- 
lesung hinzuzulegende  Correction  von  10  zu  10  Secunden  giebt  und 
aus  der  man  die  Correction  leicht  für  jede  beliebige  Ablesung  inter- 
poliren  kann.  Die  so  corrigirte  Ablesung  ist  dann  von  den  Fehlern 
der  Schraube  frei  und  giebt  immer  die  Entfernung  des  Nullpunkts 
vom  vorhergehenden  Striche  der  Theilung  in  dem  sechzigsten  Theile 
einer  Schraubenumdrehung  ausgedrückt.  Sind  aber  zwei  Schrauben- 
umdrehungen  nicht  genau  gleich  2  Minuten,  so  würde  dies  noch  nicht 
der  richtige  Abstand  in  Secunden  sein. 

Um  dies  zu  untersuchen,  wählt  man  zwei  Striche  aus,  deren 
Abstand  bekannt  und  gleich  120  -i-  y  ist.  Stellt  man  dann  die 
Schraube  auf  0  und  den  folgenden  der  beiden  Striche  zwischen 
die  Fäden  (da  hier  vorausgesetzt  ist,  dafs  die  Ablesung  der  Schraube 
wächst,  wenn  man  dieselbe  von  einem  Striche  nach  einem  vorher- 
gehenden bewegt),  bringt  dann  durch  die  Bewegung  der  Schraube 
den  vorhergehenden  Strich  zwischen  die  Fäden,  und  ist  die  ver- 
besserte Ablesung  der  Schraube  120  4- jp,  so  würde  120-f-jp  —  y 
die  Ablesung  der  Schraube  gewesen  sein,  wenn  man  dieselbe  von  0 
durch  120  Secunden  bewegt  hätte,  und  man  mufs  daher  noch  alle 
wegen    der    Fehler    der    Schraube    verbesserten    Ablesungen    der 

Trommel  mit 

120 

120  +  JP  —  y 
multipliciren. 

Es  ist  nun  noch  zu  zeigen,  wie  man  die  Länge  eines  bestimm- 
ten Intervalls  zwischen  zwei  Strichen,  wozu  man  z.  B.  die  Striche 
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0^  0'  und  0^  2'  auswählt,  bestimmen  kann.  Zu  dem  Ende  bestimmt 
man  zuerst  die  Länge  des  Intervalls  in  Theilen  der  Micrometer- 
schraube, indem  man  die  Schraube  auf  0  stellt  und  den  Strich  0^  2' 
unter  die  Fäden  bringt,  und  dann  den  Strich  0^0'  mittelst  der 
Schraube  zwischen  die  Fäden  stellt.  Die  Länge  des  Intervalls  in 
Theilen  der  Schraube  sei  im  Mittel  aus  mehreren  Messungen  120  H-  x. 
Mifst  man  dann  auf  dieselbe  Weise  eine  Anzahl  von  Intervallen  in 
verschiedenen  Gegenden  des  Kreises,  so  kann  man  annehmen,  dafs 
unter  den  gemessenen  Intervallen  ebenso  viele  zu  grofs  als  zu  klein 
sind,  sodafs  das  Mittel  der  wahre  Werth  eines  Intervalls  von  120" 
in  Theilen  der  Schraube  ist.  Findet  man  für  dies  Mittel  120  +  «, 
so  ist  das  erste  Intervall  um  x  —  u  =  y  zu  grofs ,  oder  gleich 
120  -\-  y. 

Diese  Correction  wegen  der  Abweichung  einer  Schrauben- 
umdrehung von  2  Minuten  kann  man  dann  ebenfalls  in  eine  Tafel 
bringen,  deren  Argument  die  Ablesung  der  Schraube  ist,  indem  die 
so  im  Argumente  vernachlässigte  Correction  wegen  der  Ungleichheit 
der  Schraube  in  Folge  der  Kleinheit  der  Correction  keinen  Einflufs 
hat.  Solange  dann  die  Abweichung  einer  Schraubenumdrehung  sich 
nicht  ändert,  kann  man  diese  Tafel  mit  der  vorigen  für  die  Un- 
gleichheit der  Schraube  verbinden. 


Fig.  13. 


C.    Excentricitäts-  und  Theilungsfehler  der  Kreise. 
6.    Ein  nicht  zu  vermeidender  Fehler  bei  allen  astronomischen 
Instrumenten  ist  der,  dafs  der  Mittelpunkt  der  Drehung  der  Alhidade 
verschieden  ist  von  dem  Mittelpunkte  des  Kreises  oder  der  Theilung. 

Es  sei  C  Fig.  13  der  Mittelpunkt 
der  Theilung,  C '  der  der  Alhidade 
und  es  sei  die  Richtung  C*Ä'  oder 
der  Winkel  OCÄ'  gemessen,  gleich 
Ä'  —  0,  wenn  man  die  Winkel  von 
0  zu  zählen  anfängt.    Dann  hätte 
man,  wenn  keinie  Excentricität  vor- 
handen gewesen  wäre,  den  Winkel 
äCO  =  ä'C'0  abgelesen.    Nennt 
man  nun  r  den  Radius  des  Krei- 
ses CO^  und  Ä  —  O  den  Winkel 
ÄGO  =  Ä'(yO,  so  hat  man: 
A'P=r  sin  (Ä'  —  0)         =Ä'  O  sin  (Ä—  0) 
und  C'P  =  rcos(A'— 0)  — e  =  ^'C'cosU— ö), 
wo  e  die  Excentricität  bezeichnet. 
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Moltiplicirt  man  die  erstere  Gleichung  mit  cos  (-4' — 0),  die 
zweite  mit  sin  (Ä*  —  0)  und  zieht  die  zweite  von  der  ersteren  ab, 
so  erhält  man: 

Ä'  O  sin  {A-A!)  =  t  sin  (^'  -  0). 

Multiplicirt  man  dagegen  die  erstere  Gleichung  mit  sin  {A!  -  0), 
die  zweite  mit  cos  (A'  —  0)  und  addirt  dieselben,  so  erhält  man: 

AI  C  cos  ( A— J.')  =  r  —  «  cos  {A!  —  0), 
mithin  ist: 


tang(il-^0  =  — ^ 


—  8in(^'— 0) 


1  — —  cos(^'-0) 


oder  nach  Formel  (12)  in  No.  11  der  Einleitung: 

A-A'  =  —  sin  (A!-  0)  +  i  ^  sin  2  {A!—  0) 

+  iJsin3(J.'-0)4-... 

Da  nun  —  immer  eine  sehr  kleine  Gröfse  ist,  so  kann  man 

sich  mit  dem  ersten  Gliede  der  Reihe  begnügen  und  es  ist  dann, 
wenn  man  A  —  A'  in  Secunden  haben  will: 

^— ^'  =  —  sin  {A'—  0)  206265, 
♦" 

woraus  man  sieht,  dafs  der  Fehler  A  —  A'  in  Secunden  wegen  des 

grofsen  Factors  immer  beträchtlich  werden  kann,  wenn  e  auch  nur 

ein  sehr  kleiner  Theil  von  r  ist. 

um  nun  nicht  die  Kenntnifs  der  Gröfse  der  Excentricität^nöthig 
zu  haben  und  um  nicht  bei  jedem  gemessenen  Winkel  die  Correction 
wegen  der  Excentricität  anbringen  zu  müssen,  hat  man  bei  jedem 
Instrumente  mehrere  Nonien  oder  Mikroskope,  welche  so  angebracht 
sind,  dafs  der  Fehler  der  Excentricität  sich  in  dem  Mittel  aus  den 
Ablesungen  an  den  verschiedenen  Nonien  aufhebt.  Besteht  nämlich 
die  Alhidade  aus  zwei  gegen  einander  festen,  zunächst  einen  be- 
liebigen Winkel  mit  einander  bildenden  Armen,  so  hat  man  für 
den  anderen  Arm,  an  welchem  man  die  Ablesung  B'  gemacht  hat, 
einen  analogen  Correctionsausdruck,  sodafs: 


und: 


^=^'  +  — sin(^'-0) 


J5=B'+-~sin(J5'-0), 


\ 
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also: 

Daraus  folgt,  dafs  je  geringer  der  unterschied  zwischen 
i(Ä-h  B)  und  i  (A'  -f-  JBÖ  werden  soll ,  desto  näher  der  Winkel 
Ä'  —  B'  zwischen  den  Armen  der  Alhidade  gleich  180^  werden 
mufs.  Ist  A'  —  B^  genau  gleich  180^,  so  ist  das  arithmetische 
Mittel  aus  den  Ablesungen  gleich  dem  arithmetischen  Mittel  ans 
den  wirklich  visirten  Richtungen.  Man  bringt  daher  immer  an  den 
Instrumenten  einen  vollen  Alhidadenkreis  mit  zwei  einander  genau 
gegenüberliegenden  Nonien  an  und  vermeidet  dann  durch  Ablesung 
an  beiden  den  Excentricitätsfehler  vollständig. 

Um  nun  den  wirklichen  Betrag  der  Excentricität  zu  finden, 
braucht  man  nur  die  Ausdrücke  für  -4  und  jB  von  einander  zu 
subtrahiren.     Dann  erhält  man: 

B'-Ä=B' —A'  +  2  —  co8[i(^'  +B')—  Ojsmjti^'  —Ä') 

T 

oder,  wenn  man  anninmit,  dafs  die  Alhidaden  einen  Winkel  mit 
einander  bilden,  der  um  den  kleinen  Winkel  a  von  180^  verschieden 
ist,  sodafs: 

5  —  ^=180  +  «, 

B—A'-=  180«  +  «  +  2  —  sin  (^'  —  0) 


=  180«  +  a  +  2  —cos  Osin^'  —  2— sinOcos-1'. 

r  r 


Setzt  man  nun: 


J5' — -4' —  180«  =  [X^Oi  2—  cos  0  =  z  und  2  — 8inO  =  y, 

T  T 

80  wird: 

[Xii']  =  a  +  «1  sin  -4'  —  y  cos  A\ 

und  die  unbekannten  Gröfsen  a,  z  und  y  können  durch  Ablesungen 

an  verschiedenen  Punkten  der  Peripherie  bestimmt  werden. 

Beispiel.     An   dem   Meridiankreise    der  Berliner  Sternwarte 

wurden  far  ein  Paar  einander  gegenüberstehender  Mikroskope  die 

folgenden  Gröfsen: 

B'  — ^•—  180« 


beobachtet: 

^^o     -  +  0''.  3 

■^180  —  +  1.5 

X,o    -  +  3.3 

Xj  10  =  —  0  .6 

■^6  0         +3.8 

2:,4o  =  +  o  .7 

2,0    =  +  3.1 

^»ro  =  +  0  .7 

•^ijo  =  +  4.8 

Agoo            2  .  5 

Z.5,  =  +  6  .4 

Xg  8  0^^  —  ^  •  "• 

J 
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Daraus  erhält  man  zuerst  die  Summe  aller  dieser  Gröfsen: 

+  16".7=12a 

also: 

a  =  -4- 1".  39. 

Ferner  erhält  man  nach  No.  27  der  Einleitung: 


A 

X/L 

Xa 

2:4 

X^ 

+ 

+- 

— 

-+ 

0« 

+  0.3 

—  1.2 

30« 

-1.5 

-7.3 

+  8.1 

+  15.1 

60 

+  1.3 

—  4.2 

+  6.3 

+  10.4 

90 

+  3.8 

+  2.4 

+   2.4 

120 

+  5.5 

+  4.1 

150 

+  5.8 

+  7.0 

180 

+  1.5 

und  hieraus: 

\^y 

—  +    9" 

.62 

\nz 

—  +  18" 

.96 

also: 


0  =  26^  54'.  2  und  —  =  1''.  772. 

r 


7.  Sind  nun  an  einem  Kreise  mehrere  Paare  von  Nonien  oder 
Mikroskopen  angebracht,  wie  dies  in  der  Regel  der  Fall  ist,  so 
müfste  das  arithmetische  Mittel  aus  jedem  Paare  Nonien  von  dem 
Mittel  aus  jedem  anderen  Paare  für  alle  Einstellungen  um  eine  Con- 
stante  verschieden  sein,  wenn  es  aufser  den  von  der  Excentricität 
herrührenden  Fehlem  keine  anderen  gäbe.  Dies  wird  aber  in  der 
Regel  nie  der  Fall  sein,  da  die  Theilung  selbst  immer  fehlerhaft 
sein  wird.  Welcher  Art  nun  aber  auch  diese  Fehler  der  Theilung 
sein  mögen,  so  werden  sie  doch  immer  durch  eine  periodische  Reihe 
von  folgender  Form  dargestellt  werden  können; 

a-\'  a^  cos  ^  +  aj  cos  2  -4.  + 

+  &i  sin  -4  +  62  sin  2  J.  + 

wo  A   die  Ablesung   an   dem   einzelnen  Nonius   oder  Mikroskope 
bezeichnet. 

Wendet  man  nun  %  durch  die  Peripherie  gleichmäfsig  vertheilte 
Nonien  an,  sodafs  die  Ablesungen  bei  einer  Einstellung  die  fol- 
genden werden: 

■«^  -A.  ~T"      ;;    «  Ja.  "T"  i  .  — T  ..... 

%  % 

und: 

% 

und  ninunt  das  Mittel  aus  allen  Nonien,  so  heben  eine  grofse  Anzahl 
von  Gliedern  der  periodischen  Reihe  der  Theilungsfehler  einander 
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anf,  wie  man  leicht  sieht,  wenn  man  die  trigonometrischen  Fnactio- 
nen  der  zusammengesetzten  Winkel  auflöst  und  auf  die  in  No.  26 
der  Einleitung  gefundenen  Gleichungen  (1)  bis  (5)  Rücksicht 
nimmt. 

Bei  t'Nonien  werden  nur  diejenigen  Glieder  übrig  bleiben,  bei 
denen  das  t-fache  des  Winkels  vorkommt.  Man  hebt  also  auch 
durch  das  Ablesen  an  mehreren  Nonien  einen  grofsen  Theil  der 
Theilungsfehler  auf  und  hierin  besteht  der  wesentliche  Nutzen  von 
mehreren  Paaren  von  Nonien  oder  Mikroskopen. 

Die  Bestimmung  der  Theilungsfehler  geschieht  durch  die  Ver- 
gleichung  der  Intervalle,  welche  aliquote  Theile  der  Peripherie  sind, 
unter  einander.  Wollte  man  z.  B.  die  Fehler  der  Striche  von  5  zu 
ö  Graden  finden,  so  könnte  man  zwei  Mikroskope  in  der  Entfer- 
nung von  nahezu  5  Graden  über  der  Theilung  aufstellen,  und  in- 
dem man  einen  Strich  durch  die  Bewegung  des  Kreises  unter  das 
eine,  stets  unverändert  zu  lassende  Mikroskop  bringt,  den  Abstand 
des  andern  Striches  an  der  Schraube  des  zweiten  Mikroskops  messen, 
indem  man  einfach  durch  die  Bewegung  der  Schraube  des  Mikroskops 
den  Strich  zwischen  die  parallelen  Fäden  bringt  und  den  Schrauben- 
kopf  abliest.  Bringt  man  dann  durch  die  Bewegung  des  Kreises  den 
zweiten  Strich  zwischen  die  Fäden  des  ersten  Mikroskops,  so  wird 
der  dritte  5^  Strich  unter  dem  zweiten  Mikroskope  sein  und  man 
kann  seinen  Abstand  von  dem  zweiten  Strich  auf  dieselbe  Weise 
messen  u.  s.  f.,  bis  man  zu  dem  ersten  Strich  wieder  zurückkommt 
und  dessen  Entfernung  von  dem  letzten  Striche  mifst.  Diese  Mes- 
sungen kann  man  wiederholen,  indem  man  den  Kreis  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  durchläuft.  Nimmt  man  dann  das  Mittel  aller 
Ablesungen  der  Schraube  und  bezeichnet  dasselbe  durch  ao?  da* 
gegen  die  Ablesungen,  wenn  der  zweite,  dritte  etc.  Strich  unter 
dem  Mefsmikroskope  ist  mit  a',  «",  etc.,  so  ist,  wenn  man  den  ersten 
Strich  als  richtig  ansieht,  der  Fehler  des  zweiten  Strichs  «o  —  ^t 
der  des  dritten  Strichs  2ao — ^  —  «''  etc.  Wegen  der  Aenderungen, 
die  der  Kreis  durch  äufsere  Einflüsse  während  einer  so  langen  Reihe 
erfahrt,  ist  es  aber  besser,  die  Fehler  der  Striche  nach  und  nach 
zu  bestimmen,  indem  man  zuerst  mit  möglichster  Sicherheit  wenige 
Hauptpunkte  der  Theilung  bestimmt  und,  indem  man  sich  auf  diese 
Correctionen  stützt,  durch  Halbiren  der  Bögen  neue  Punkte  bestimmt 
und  so  fort,  immer  auf  die  vorher  gefundenen  Correctionen  gestützt, 
durch  Halbiren  oder  Dreitheilen  der  Bögen  zu  kleineren  fortgeht. 
Kleinere  Intervalle  von  ein  oder  zwei  Graden  kann  man  auch  wohl 
fünf-  oder  sechsmal  repetiren,  bei  gröfseren  ist  es  aber  immer  vor- 
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zuziehen,  nur  zu  halbiren  oder  in  drei  Theile  zu  theilen.  Diese 
Operationen  lassen  sich  dann  schnell  ausfahren  und  können  zur 
Sicherheit  beliebig  oft  wiederholt  werden. 

Um  diese  Untersuchung  zu  machen,  braucht  man  also  zwei 
Mikroskope,  die  man  in  beliebigen  Abständen  fest  über  dem  Kreise 
befestigen  kann.  Wendet  man  eins  der  Mikroskope  des  Kreises 
an,  so  braucht  man  also  nur  noch  eine  Vorrichtung,  um  ein  anderes 
in  jedem  Abstände  davon  befestigen  zu  können.  Für  die  sehr  kleinen 
Intervalle  z.  B.  von  einem  Grade  kann  man  sich  bequem  eines 
Mikroskops  mit  getheiltem  Objectiv  bedienen.  Vor  dem  Beginn 
dieser  Beobachtungsreihe  müssen  die  Mikroskope  natürlich  berichtigt 
werden,  wie  dies  in  No.  5  gezeigt  ist,  und  man  wird  am  besten 
thun,  immer  ein  und  dasselbe  Mikroskop  zur  Messung  anzuwenden 
und  die  Beobachtungen  auch  so  einzurichten,  dafs  die  Messung 
immer  an  derselben  Stelle  der  Mikrometerschraube  geschieht,  was 
immer  erreicht  werden  kann,  wenn  beim  Beginn  jeder  Reihe  das 
unverändert  bleibende,  nur  als  Nullpunkt  dienende  Mikroskop  ent- 
sprechend  verstellt  wird. 

Beispiel.  Bei  dem  Meridiankreise  zu  Ann  Arbor  wurden 
zuerst  zwei  Mikroskope  angewandt,  deren  Abstand  180^  war. 
Wurde  der  Strich  0  der  Theilung  unter  das  erste  Mikroskop  ge- 
bracht, so  las  man  am  andern  Mikroskope,  nachdem  dasselbe  auf 
den  Strich  180  eingestellt  war,  —  17".  9  ab;  wurde  aber  der  Strich 
180  unter  das  erste  Mikroskop  gebracht,  so  las  man  am  andern 
nach  der  Einstellung  auf  den  Nullstrich  —  2" .  7  ab.  Es  ist  somit 
das  Mittel  —  10".  3  und  daher  der  Fehler  des  Striches  180<>  gleich 
-+-  7".  60.  Im  Mittel  aus  10  Beobachtungen  wurde  -h  7".  61  gefunden 
und  dies  als  der  Fehler  des  Striches  180  angesehen.  Um  nun  die 
Fehler  für  90  und  270  zu  erhalten,  wurden  die  Bögen  0  bis  180^ 
und  180"  bis  0  halbirt,  indem  zwei  Mikroskope  in  der  Entfernung 
von  90®  benutzt  wurden.  Wurde  der  Strich  0  unter  das  erste 
Mikroskop  gebracht,  so  las  man  am  zweiten  bei  dem  Striche  90 
ab  —  6".  5,  ward  dagegen  der  Strich  90  unter  das  erste  Mikroskop 
gebracht,  so  las  man  am  zweiten  Mikroskop  für  den  Strich  180  ab 

—  3".  5,  oder  wenn  man  dies  wegen  des  Fehlers  des  Striches  180 
verbessert,  -h  4".  11.    Das  Mittel  aus  —  6.5  und  -f-  4.11  giebt 

—  1.19,  daher  ist  der  Fehler  des  Striches  90  gleich  -h  5" .  31. 
Ebenso  wurden  durch  Halbirung  der  Bögen  von  90 "  die  Fehler 
der  Punkte  45,  135,  225  und  315  bestimmt.  Daraus  könnten  dann 
die  Theilungsfehler  der  Bögen  von  15®  bestimmt  werden,  indem 
man  die  Bögen  von  45®   in  drei  Theile  theilt.     Da  man  aber  be^ 

Brünnow,  sph&rische  Astronomie.    4.  Aufl.  28 
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diesem  Instrumente  die  Mikroskope  nicht  so  nahe  bringen  kann, 
so  wurden  Bögen  von  315  und  225  in  3  Theile  getheilt.  Zu  dem 
Ende  wurden  die  Mikroskope  zuerst  in  105^  Entfernung  aufgestellt. 
Wurden  die  Striche  0,  105,  210  nach  einander  unter  das  feste 
Mikroskop  gebracht,  so  las  man  an  dem  zweiten  in  den  3  Stellnn- 
gen  ab  —  11".  9,  —  5".  6  und  -h  2".  0,  oder  wenn  man  zur  letzten 
Ablesung  den  Fehler  des  Striches  315  gleich  —  0".48  addirt, 
—  11".  9,  —  5".  6  und  4-  1".  52.  Das  Mittel  aus  allen  ist  —  5".  33, 
daher  der  Fehler  des  Striches  105  gleich  -h  6".  57,  der  von  210 
gleich  2ao  —  a'  —  a"  =  -+-  6".  84.  Geht  man  bei  den  Messungen 
nicht  vom  Nullstrich  aus,  sondern  von  einem  andern  Striche,  dessen 
Fehler  bestimmt  sind,  so  mufs  natürlich  auch  die  erste  Ablesung 
corrigirt  werden,  indem  man  den  Fehler  des  ersten  Strichs  mit  um- 
gekehrtem Zeichen  hinzufügt.  Wenn  z.  B.  das  erste  Mikroskop  nach 
einander  auf  90,  195,  300  gestellt  war,  so  las  man  am  zweiten 
Mikroskope  bei  195,  300  und  45  ab  —  6".  6,  4-  2".  1  und  -h  7".9. 
Da  nun  die  Fehler  von  90  und  45  respective  -f-  5".  46  und  -f-  3".  36 
gefunden  waren,  so  sind  die  verbesserten  Ablesungen  — 12".  06, 
-\-  2".  10,  —  4".  54.  Das  Mittel  ist  -  4".  83  und  daher  der  Fehler 
von  195  gleich  -h  7".  23  und  von  300  gleich  -h  0".  30. 

Die  so  gefundenen  Fehler  sind  die  Summen  der  Theilungsfehler 
und  der  von  der  Excentricität  des  Kreises  und  der  ünregelmäfeig- 
keiten  der  Zapfen  herrührenden  Fehler.  Endlich  sind  auch  die 
von  der  Einwirkung  der  Schwere  auf  den  Kreis  hervorgebrachten 
Aenderungen  der  Striche,  die  Fehler  der  Biegung,  darin  enthalten. 
Die  durch  die  letztere  Ursache  erzeugten  Aenderungen  eines  Strichs 
werden  sich  mit  der  Lage  des  Strichs  gegen  die  Yerticallinie  ändern, 
sodafs  man  allgemein  die  in  Folge  dieser  Aenderung  an  den  Strich 
anzubringende  Correction  durch  eine  Reihe  von  der  Form 

a'  cos z  +  b'smz  +  a*'  cos  2 0  +  b"  sin  2 0  +  a'"  cos  3«  +  b'"  sin  3«  + ... 
ausgedrückt  annehmen  kann,  wo  die  Coefücienten  der  Sinus  und 
Cosinus  für  jeden  einzelnen  Strich  verschieden  sind  und  sich  mit 
dem  Abstände  des  Striches  von  einem  im  Kreise  als  fest  angenom- 
menen Anfangspunkte  ändern.  Bringt  man  daher  einen  Strich  von 
der  Zenithdistanz  z  in  die  Zenithdistanz  180^  4-  -?,  so  werden  alle 
ungeraden  Glieder  der  Reihe  gleich  und  im  Zeichen  entgegengesetzt 
sein.  Wenn  man  also  die  Entfernung  zweier  Striche  zuerst  in  einer 
Stellung  des  Kreises  mifst,  wo  die  Zenithdistanz  des  einen  Strichs  z 
ist,  dann  aber  auch  in  der  entgegengesetzten  Stellung,  wenn  die 
Zenithdistanz  180**  H-  z  ist,  so  ist  die  halbe  Summe  der  gemessenen 
Entfernungen    von  den  ungeraden  Gliedern  der  Biegung  frei  und 
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nur  noch  mit  den  von  2z^  4j?,  etc.  abhängenden  Gliedern  behaftet. 
Beobachtet  man  in  4  um  90^  verschiedenen  Lagen  des  Kreises,  so 
bleiben  in  dem  Mittel  nur  die  von  4^,  82:,  etc.  abhängenden  Glieder. 
In  der  Regel  werden  die  zweifachen  Glieder  schon  sehr  klein  sein 
und  man  wird  das  Mittel  aus  zwei  in  entgegengesetzten  Stellungen 
des  Kreises  beobachteten  Entfernungen  als  frei  von  der  Biegung 
annehmen  können.*) 

Die  Fehler  der  Excentricität  verschwinden,  wenn  man  das  Mittel 
der  Fehler  zweier  diametral  gegenüberliegender  Striche  nimmt  und 
ebenso  verschwinden  in  dem  Falle  die  Fehler,  die  von  der  unregel- 
mäfsigen  Figur  der  Zapfen  herrühren.  Denn  solche  Unregelmäfsig- 
keiten  bewirken  nur,  dafs  der  Excentricitätsfehler  des  Kreises  in 
den  verschiedenen  Lagen  des  Instruments  ein  wenig  verschieden  ist, 
da  bei  der  Drehung  des  Instruments  um  die  Äxe  der  Mittelpunkt 
der  Theilung  in  den  verschiedenen  Lagen  des  Kreises  verschiedene 
Lagen  gegen  den  Punkt  erhält,  in  welchem  die  Zapfenlager  zusam- 
menstofsen.**)  Ist  der  Kreis,  wie  dies  gewöhnlich  der  Fall  ist, 
mit  4  Mikroskopen  versehen,  so  nimmt  man  die  Mittel  der  Thei- 
lungsfehler  von  je  4  um  90^  entfernten  Strichen  und  diese  sind 
dann  die  Correctionen ,  die  man  zu  den  vollständigen,  durch  das 
Mittel  aus  vier  Mikroskopen  gegebenen  Ablesungen  hinzuzufügen 
hat,  um  dieselben  von  den  Theilungsfehlem  zu  befreien. 

Man  kann  nun  nach  der  obigen  Methode  die  Fehler  für  die 
einzelnen  Gradstriche,  oder,  wenn  man  will,  für  halbe  Gradstriche 
bestimmen.     Zeigt  sich  ein  regelmäfsiger  Gang  in  den  gefundenen 

Correctionen,  die  man  den  Ablesungen  von  — ^t X_ bis 

— i Z hinzuzufügen  hat,  so  kann  man  diese  Correction 


*)  Bessel  hat  in  No.  577,  578  und  579  der  Astronomischen  Nachrichten 
den  Einflufs  der  Schwere  auf  einen  Kreis  theoretisch  untersucht  und  för  die 
Aenderung  der  Entfernung  zweier  Striche  den  Ausdruck  a'cos^  +  ft'sin«  ge- 
funden, indessen  kommt  der  dort  betrachtete  Fall  eines  vollkommen  homo- 
genen Kreises  in  der  Wirklichkeit  nicht  vor.  In  der  Regel  werden  die 
höheren  Glieder  immer  sehr  klein  sein,  aber  es  wird  immer  gut  sein,  sich 
davon  durch  eine  eigene  Untersuchung  zu  überzeugen. 

♦•)  Die  von  der  Excentricität  und  den  Ünregelmäfsigkeiten  der  Zapfen 
abhängigen  Glieder  sind  daher  von  der  Form: 

[e  +  e'  cos  z  -j-  e"  sin z  -\-  €'9  cos  2  «  -(-  e"^  sin  2  z]  sin  (Ä  —  0«), 
wo  A  die  am  Kreise  gemachte  Ablesung,  Z  die  Zenithdistanz  des  Nullpunkts 
des  Kreises  und   Oz  die  ebenfalls  mit  z  veränderliche  Richtung  der  Linie 
durch  den  Mittelpunkt  des  Kreises  und  der  Drehung  ist. 

28* 
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durch  eine  periodische  Reihe  von  der  Form  aco8  4:Z  -^bsiniz-h 
'alCO»Sz -^hisinSz  etc.  darstellen  und  erhält  dadurch  die  regel- 
mäfsigen  Theilungsfehler,  die  man  dann  in  eine  Tafel  bringen 
und  an  jede  am  Kreise  gemachte  Ablesung  anbringen  kann.  Die 
zufälligen  Theilungsfehler  der  Striche  müssen  aber  nach  der  yorigen 
Methode  durch  weitere  Theilung  der  Bögen  gefunden  werden,  und 
da  dies,  wenn  man  es  für  alle  Striche  ausführen  wollte,  eine  un- 
geheure Arbeit  erfordern  würde,  so  hat  Hansen  eine  eigenthümliche 
Construction  des  Kreises  und  Mefsapparats  vorgeschlagen,  bei  wel- 
cher die  Anzahl  der  Striche,  für  welche  die  Theilungsfehler  zu 
bestimmen  sind,  bedeutend  verkleinert  wird.  (Astronomische  Nach- 
richten No.  388  und  389.)  Die  Bestimmung  der  Theilungsfehler 
wird  immer  besonders  wichtig  sein  für  die  Striche,  die  bei  der 
Bestimmung  der  Polhöhe,  der  Declinationen  der  Hauptsterae  und 
bei  den  Sonnenbeobachtungen  vorkommen  und  wenn  man  einmal 
die  Fehler  für  die  Halben-Gradstriche  bestimmt  hat,  so  kann  man 
leicht  die  Fehler  einzelner  Striche  finden,  indem  man  alle  die  Inter- 
valle von  zwei  Minuten  zwischen  den  Halben-Gradstrichen,  zwischen 
denen  der  zu  bestimmende  Strich  liegt,  mittelst  der  Schraube  des 
Mikroskops  mifst.  Zu  dem  Ende  stellt  man  die  Schraube  des 
Mikroskops  auf  Null,  und  bringt  den  Halben-Gradstrich  durch  die 
Bewegung  des  Kreises  unter  die  Fäden  und  mifst  die  Entfernung 
des  nächsten  Strichs  durch  die  Schraube.  Darauf  dreht  man  die 
Schraube  auf  Null  zurück,  bringt  durch  die  Bewegung  des  Kreises 
den  Strich  wieder  unter  die  Fäden  und  mifst  die  Entfernung  des 
folgenden  Strichs  u.  s.  f.,  bis  man  auf  den  nächsten  Grad-  oder 
Halben- Gradstrich  kommt.  Diese  Messungen  führt  man  auch  in 
der  entgegengesetzten  Richtung  aus  und  nimmt  die  Mittel  zwischen 
den  für  dasselbe  Interval  gemachten  Messungen.  Sind  dann  x  und  x' 
.die  Theilungsfehler  des  ersten  und  letzten  Striches,  «',  «",  etc. 
die  gemessenen  Intervalle  des  ersten  vom  zweiten,  zweiten  vom 
dritten,  etc.,  so  ist: 

a'  +  a"  +  a'"  +  . . ,  +  x' -  X 

15 "'■'  "<> 

gleich  einem  Interval  von  zwei  Minuten  an  der  Schraube  gemes- 
sen, und  es  ist  daher  der  Fehler  des  dem  Hauptpunkte  folgenden 
Strichs: 

«  +  «0  —  «' 
der  des  zweiten  x-\-  2  a^  —  a'  —  a" 

der  des  dritten  x-{-  SaQ  —  a'  —  a"  —  a"' 

und  so  fort. 
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Vergl.  über  die  BestiHimuiig  der  Theilungsfehler:  Bessel,  Königs- 
berger Beobachtungen  Bd.  I  und  VII,  auch  Astronomische  Nachrichten 
No.  841.  Struve,  Astronomische  Nachrichten  No.  344  und  345  und 
Observ.  Astron.  Dorpat.  Vol.  VI  sive  novae  seriae  Vol.  III;  Peters, 
Bestimmung  der  Theilungsfehler  des  ErtePschen  Verticalkreises  der 
Pulkowaer  Sternwarte. 

D.     Von  der  Biegung   oder  der  Einwirkung  der  Schwere 

auf  die  Kreise  und  das  Fernrohr. 

8.  Die  Schwere  ändert  die  Gestalt  eines  verticälen  Kreises. 
Denkt  man  sich  den  Punkt,  von  dem  die  Theilung  gezählt  wird, 
nach  dem  Zenith  gerichtet,  so  wird  jeder  Punkt  der  Theilung  durch 
die  Schwere  eine  kleine  Verrückung  gegen  den  Nullpunkt  erleiden, 
die  für  einen  bestimmten  Punkt  Ä  gleich  oq  sein  mag.  Bewegt 
man  nun  den  Nullpunkt  des  Kreises  nach  der  Zenithdistanz  z,  oder 
so,  dafs  der  Punkt  z  der  Theilung  nach  dem  Zenith  gerichtet  ist, 
so  wird  die  Verrückung  des  Punktes  Ä  von  oq  verschieden  sein. 
Bezeichnet  man  allgemein  mit  a^  die  Verrückung  des  bestimmten 
Punktes  JL,  wenn  der  Nullpunkt  die  Zenithdistanz  C  hat,  die  von 
0  bis  360  herum  gezählt  werden  soll,  so  wird  sich  a^  durch  eine 
periodische  Reihe  darstellen  lassen  von  der  folgenden  Form: 

a'  cos  C  +  a"  cos  2  C  +  «'"  cos  3  C+  . .  • 
+  b'  smC+b"  sin2f+  6"'  sin3C+  ... 

Geht  man  nun  aber  von  einem  bestimmten  Punkte  A  zu  einem 
iandern  über,  so  wird  sich  die  Verrückung  dieses  Punktes  durch 
eine  ähnliche  periodische  Reihe  ausdrücken  lassen,  in  der  nur  die 
Coefficienten  a',  &',  etc.  verschieden  sein  werden.  Für  die  ver- 
schiedenen Punkte  wird  sich  der  Coefficient  a'  durch  eine  perio- 
dische Reihe  ausdrücken  lassen,  die  von  der  Ablesung  am  Kreise 
abhängt,  ebenso  die  andern  Coefficienten,  sodafs  also  allgemein  die 
Verrückung  des  Punktes  u  der  Theilung,  wenn  der  Nullpunkt  die 
Zenithdistanz  C  hat,  sich  ausdrücken  läfst  durch  eine  Reihe  von 
der  Form: 

a  «  cos  C  +  a"u  cos  2  C  +  «"'«  cos  3  C+  .  • . 
+  b'u  sin  :+h"u  sin  2  C  +  *'"«  sin  3  C+  . . . , 
wo  a'«,  Vu^  etc.  periodische  Functionen  von  u  sind.     Das  Zeichen 
dieses  Ausdrucks  soll  so  genommen  werden,  dafs  man  die  durch 
den  Ausdruck   gegebene  Verbesserung   zu   der  Ablesung   hinzuzu- 
legen hat,  um  dieselbe  frei  von  Biegung  zu  erhalten. 

Eine  vollständige  Ablesung  an  einem  Kreise  ist  nun  das  Mittel 
aus  den  Ablesungen  an  den  verschiedenen  Mikroskopen,  deren  ge- 
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wohnlich  vier  sind  in  einer  Entfernung  von  90  Graden  von  ein- 
ander. Die  Mikroskope  seien  so  gegen  den  Kreis  gestellt,  dafs^ 
eins  derselben  0  angiebt,  wenn  das  Femrohr  nach  dem  Zenith  ge- 
richtet ist.  Die  Zenithdistanz  dieses  Mikroskops,  an  welchem  man' 
die  Zenithdistanz  des  Femrohrs  abliest,  sei  m.  Dreht  man  nun 
das  Femrohr  nach  der  Zenithdistanz  z^  so  wird  der  Strich  ;2r  unter 
diesem  Mikroskope  sein,  und  da  der  Nullpunkt  dann  die  Zenitb- 
distanz  z  -^m  hat,  so  wird  in  diesem  Falle  u^=  z^  C=  2r  -+-  m;  die: 
an  die  Ablesung  an  diesem  Mikroskope  anzubringende  Gorrection 
ist  daher: 

a'«  cos  (if  +  m)  -h  a"*  cos  2  («  +  w)  4-  a'"z  cos  3  («  -h  m)  4- . .  . 
-+-  h'z  sin  («  4-  »i)  +  ft"»  sin  2  (jer  +  w)  -h  5'"r  sin  3  (ä  4-  w)  4- . . . 

Bei  dem  anderen  Mikroskop,  an  welchem  man  die  Ablesung 
90  4-  z  erhält,  wird  aber  ««=90  4-2^,  f=2r4-m;  also  werden  jetzt 
die  Coefficienten  in  dem  Ausdmck  der  Biegung  a'go  +  z^  fe'go  4-  z  etc. 
Hat  man  also  vier  Mikroskope  in  Abständen  von  90^  und  nimmt 
das  Mittel  aus  allen  4  Ablesungen,  so  hat  man  an  dies  Mittel  die 
Gorrection  anzubringen: 

a'»  cos  («  4-  w)  4-  a"z  cos  2  (if  4-  w)  4-  «'"« cos  3  (iP  +  m)  4- . .  • 

4-  ß'z  sin  («  +  m)  4-  /?"*  sin  2  (;?  4-  w)  4-  /?'"*  sin  3  (ä  -I-  m)  4- ... , 

WO  die  verschiedenen  a  und  ß  periodische  Functionen  von  z  sind, 
die  nur  von  dem  4 fachen,  8 fachen  etc.  des  "Winkels  z  abhängen, 
da  die  übrigen  Glieder  einander  in  der  Summe  der  vier  Ablesungen 
aufheben.  Sind  diese  Glieder  Null,  so  ist  also  der  Einflufs  der 
Schwere  auf  das  Mittel  der  Ablesungen  an  vier  Mikroskopen  Null; 
sind  dieselben  aber  für  eine  oder  die  andere  der  Gröfsen  vorhanden, 
so  ist  auch  eine  solche  Biegimg  vorhanden.  Da  nun  m  constant 
ist,  so  kann  man  der  an  das  Mittel  aus  4  Mikroskopen  anzubrin- 
genden Gorrection  wieder  allgemein  die  Form  geben: 

a'  cos  z  -\-  a"  cos  2  0  4-  a'"  cos  3  z 


+  b'  Bine-hb"  sm2e-hb"'  sin  304-...  ^^^ 
Die  Schwere  wirkt  aber  auch  auf  das  Fernrohr  ein,  indem 
sowohl  das  Objectiv  als  auch  das  Ocularende  herabgebogen  wird, 
sobald  das  Femrohr  aus  der  verticalen  Lage  gebracht  ist.  Ist  diese 
Biegung  bei  beiden  Enden  des  Femrohrs  gleich,  sodafs  der  Mittel- 
punkt des  Objectivs  ebenso  viel  sinkt  als  der  Mittelpunkt  des  Faden- 
kreuzes, so  ist  klar,  dafs  dieselbe  keinen  Einflufs  hat,  da  in  dem 
Falle  die  beide  Mittelpunkte  verbindende  gerade  Linie  (die  Golli- 
mationslinie)  einer  festen  Linie  im  Kreise  inmier  parallel  bleiben 
würde.  Ist  aber  die  Biegung  an  beiden  Enden  verschieden,  so 
ändert  die  Collimationslinie  ihre  Lage  gegen  eine  feste  Linie  am 
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Kreise,  und  es  entsprechen  daher  die  Winkel,  welche  die  CoUima- 
tionslinie  durchUnft,  nicht  den  Winkeln,  die  man  am  E^reise  abliest. 
Die  deswegen  an  die  Ablesungen  anzubringende  Correction  wird 
sich  aber  wieder  durch  eine  periodische  Function  von  z  aus- 
drücken lassen  und  man  kann  daher  annehmen,  dafs  der  Aus- 
druck {A)  die  beiden  Biegungen,  des  Kreises  sowohl  als  des  Fern- 
rohrs, darstellt. 

Man  hat  zwei  Methoden,  nach  welchen  man  die  Beobachtungen 
so  anordnen  kann,  dafs  die  Biegung  zum  gröfsten  Theil  wenigstens 
aus  dem  Resultate  verschwindet.  Beobachtet  man  nämlich  einen 
Stern  in  der  Zenithdistanz  z^  so  wird  das  von  einem  künstlichen 
Horizonte  reflectirte  Bild  desselben  in  der  Zenithdistanz  180^  —  ^ 
gesehen,  und  diese  Striche  werden  bei  beiden  Beobachtungen  unter 
dem  Mikroskope  sein,  welches  die  Zenithdistanzen  giebt.  Legt 
man  nun  das  Instrument  um,  sodafs  der  Kreis  auf  die  andere  Seite 
kommt,  also  die  Theilung  im  entgegengesetzten  Sinne  läuft,  so  ist 
jetzt  die  Ablesimg  bei  der  directen  Beobachtung  360^  —  z  und  bei 
der  reflectirten  180^  -+-  2:.  Bezeichnet  man  daher  die  4  vollstän-» 
digen,  für  die  Theilungsfehler  verbesserten  Ablesungen  für  die 
4  Beobachtungen  mit  z^  7^^  zf'  und  z"',  mit  C  die  wahre  von  der 
Biegung  befreite  Zenithdistanz,  so  hat  man  für  die  4  Beobachtun- 
gen, wenn  'N  den  Nadirpunkt  bezeichnet: 

Direct  C=  «    4-  a'  cos  if  +  a"  cos  2  £?  -f-  a'"  cos  3  i8  -f-  . .  -+-  6'  sin ;? 
-+-&"sin2ii+6'"sin3;ef+..— (180<>+^4-a'— a"-f-a"'*) 
Reflectirt  W^—  C  =  «'    —  a'  cos  0  -h  a"  cos  2  iB  —  a'"  cos  3  jj  -+- .  .  -h  6'  sin  iP 

—  d"  sin  2  0 -f- ft'"  8in3«— ..-( 1 8(/>-|-JV)+a'— a"+a'" 
Direct  360'^  —  C=«"  -f-a'cos«  + a"  cos2Ä4-a'"cos3iH-..  — 6'sinii  (JB) 

-  6" sin2«f-5"'sin3;8-..—(18OO+2^0+a'— «''+«'" 
Reflectirt  I8OO  -+-  f  =  if'"  —  a'  cos  z  4-  a"  cos  2  «  —  a'"  cos  3  i»  -+-..  —  6'  sin  « 

-I-  5"  sin2«-6'"sinH«-f-..— (18O«+^0-+-a'-a"4-a"^ 
Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 

yOO_  ^=iJZi_.  a' cos«  —  a''' cos  3ä  -  . .  —  5'' 8in2Ä -- . .  • 

900— C=?l=f!^  +  a'cos«-+-a'"co8  3«4-..--6''sin2£?--..., 
also  im  Mittel: 

900-c=i{^  +  ?^^}-&"sin2«-..., 

sodafs  also,  wenn  man  einen  Stern  direct  und  reflectirt  in  beiden 
Lagen  des  Instruments  beobachtet,    im   mittleren  Resultate  für  die 

*)  Die  dem  Nadirpunkt  hinzuzufügende  Correction  ist  nämlich — a'-+-a"— a'"-l-.. 
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H5he    nur  die  von  dem  2 fachen,    4 fachen   u.  s.  w.    abhängenden 
Sinusglieder  übrig  bleiben. 

Das  Mittel  der  beiden  ersten  Gleichungen  (B)  giebt  auch: 

90 0  =«  ti:?!  +  a"  cos  2  «  -h . .  +  &'  sin  X?  +  6'"  sin  3  ig  -+- . . . 


ebenso : 


-(1800-(-J!V^  4- a'—a''+a"', 


g"  -L  g"* 


270^  =        '        +  a"  cos  2  «  -f-  . .  —  6'  sin  i8  —  6'"  sin  3  0  —  . . . 

-  (1800  +  ^"0  +  a' -  a" +a% 
woraus  folgt: 

1800  =  ?l±^-?^-26'sin;S-25'"sin3jP  +  ...  +  ^^-2^'. 

Beobachtet  man  also  verschiedene  Sterne  in  beiden  Lagen  des 
Kreises  direct  und  reflectirt,  so  könnte  man  aus  diesen  Gleichungen 
die  wahrscheinlichsten  Werthe  der  geraden  Cosinusglieder  und  der 
ungeraden  Sinusglieder  bestimmen. 

Da  diese  Beobachtungen  an  verschiedenen  Tagen  gemacht  wer- 
den, so  müssen  natürlich  die  Zenithdistanzen  z^  2r',  ;?"  und  ^"  auf 
eine  bestimmte  Epoche  reducirt  werden,  am  einfachsten  auf  den 
Anfang  des  Jahres,  indem  man  die  Reduction  auf  den  scheinbaren 
Ort  (IV,  1)  mit  umgekehrtem  Zeichen  nimmt  und  diese  im  richtigen 
Sinne  an  die  Ablesung  des  Kreises  anbringt.  Da  aufserdem  sich 
die  Lage  der  Mikroskope  gegen  den  Kreis  ändert,  so  mufs  der 
Zenith-  oder  Nadirpunkt  bei  jeder  Beobachtung  nach  No.  24  dieses 
Abschnitts  bestimmt  und  durch  die  Anwendung  des  jedesmaligen 
Zenithpunkts  die  Aenderung  der  Mikroskope  eliminirt  werden. 
Ferner  ist  bei  den  reflectirten  Beobachtungen  noch  darauf  Rück- 
sicht zu  nehmen,  dafs  man  den  Stern  reflectirt  strenge  genommen 
in  einer  anderen  Polhöhe  beobachtet,  als  die  des  Instruments,  in- 
dem man  die  Zenithdistanz  für  den  Punkt  erhält,  wo  der  künst- 
liche Horizont  steht.  Da  nun  der  Horizont  immer  in  der  Ve^ 
längerung  der  Axe  des  Fernrohrs  steht,  so  ist  seine  Entfernung 
von  dem  Punkte  senkrecht  unter  der  Mitte  des  Instruments  gleich 
h  tang  z^  wo  h  die  Höhe  der  Axe  des  Instruments  über  dem  Hori- 
zonte ist.  Da  nun  in  mittleren  Breiten  die  Aenderung  der  Polhöhe 
für  eine  Toise  gleich  0".  0631  ist,  so  mufs  man,  wenn  h  in  Pariser 
Fufs  ausgedrückt  ist,  0".  0105  h  tang  z  zu  der  Zenithdistanz  des 
reflectirten  Bildes  addiren. 


j 
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Eine  zweite  Methode  der  Elimination  der  Biegung  ist  von 
Hansen  vorgeschlagen  und  erfordert  eine  eigene  Construction  des 
Femrohrs,  sodafs  man  das  Objectiv  und  Ocular  desselben  mit  ein- 
ander vertauschen  kann.  Sind  die  beiden  Köpfe  des  Femrohrs  so 
construirt,  dafs  deren  Schwerpunkte  gleiche  Entfernung  von  der 
Axe  des  Instruments  haben,  so  wird  bei  der  Vertauschung  der- 
selben das  Gleichgewicht  nicht  gestört  und  man  kann  daher  an- 
nehmen, dafs  in  beiden  Fällen  die  Einwirkung  der  Schwere  auf 
das  Femrohr  dieselbe  ist.  Ist  dann  in  einem  Falle  der  Punkt  180 
des  Kreises  nach  dem  Nadir  gerichtet  und  liest  man  an  dem  einen 
Mikroskope,  welches  das  Hauptmikroskop  heifsen  soll,  die  Zenith- 
distanz  ab,  so  wird  im  anderen  Falle  der  Punkt  0  dem  Nadir  ent- 
sprechen und  die  Ablesung  an  demselben  Mikroskop  180^  -1-  Zenith- 
^istanz  sein.  Ist  daher  C  die  von  der  Biegung  befreite  Zenithdistanz 
und  sind  die  wegen  der  Theilungsfehler  «verbesserten  Ablesungen 
im  ersten  Falle  -zr,  im  zweiten  z',  so  hat  man: 

C=  z-\-a'  cos  z  +  a"  co8  2z-\- a"'  cos 3 «-(-..•  +  &'  sin if 

+  b"am2z+  6'"-8in  3 ;? . . .  —  (IBOo  +  N) -\- a' —  a"  +  a'"  —  . . 

C  =  z*—  a'  cos  z  +  a"  cos  2  «  —  a'"  cos  3 ;»  -f-  . . .  —  b'  smz 

>|-  b"8m2z—  b'"  sin  3 ;» ...  —  (180°  +  N')  -  a'  -  a"  -a'"—  . . 

Das  Mittel  aus  beiden  Gleichungen  giebt  daher,  wenn  man 
die  Zenithpunkte  180»  -f-  N  und  180<*  -f-  N'  mit  Z  und  Z'  be- 
zeichnet: 

oder  das  Mittel  der  Zenithdistanzen  in  beiden  Lagen  ist  von  den 
ungeraden  Gliedern  der  Biegung  völlig  frei  und  nur  noch  mit  den 
geraden  Gliedern  behaftet,  wenn  solche  vorhanden  sind. 
Ferner  giebt  die  Differenz  der  beiden  Gleichungen: 

00  =^'"""^'"7^^"^^  -a^cosig— a"^cos3i?— ...-ft^sing...  — 6^^^sin3g— .. 

—  a'  —  a"'  —  . . . , 
sodafs  man  also  auf  diese  Weise  durch  Beobachtung  von  Stemen 
in  verschiedenen  Zenithdistanzen  oder  eines  in  verschiedenen  Zenith- 
distanzen aufgestellten  Collimators  die  ungeraden  Glieder  der  Bie- 
gung bestimmen  kann. 

Diese  erhält  man  überhaupt  immer,  wenn  man  das  Femrohr 
in  zwei  genau  um  180^  verschiedene  Lagen  bringt.  Stellt  man  zu 
dem  Ende  zwei  Collimatoren  so  auf,  dafs  deren  Axen  durch  die 
Mitte  der  Axe  des  Instruments  gehen  und  richtet  dieselben  durch 
Oeffnungen,    welche    zu  dem  Ende   in  dem  Würfel  der   Axe   des 
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Instruments  angebracht  werden,  so  auf  einander,  dafs  ibre  Faden- 
kreuze zusammenfallen,  so  beschreibt  das  Femrohr,  wenn  man  das-^ 
selbe  zuerst  auf  den  einen,  dann  auf  den  anderen  Collimator  richtet, 
genau  180^  und  wenn  man  daher  den  Kreis  in  beiden  Lagen  abliest 
und  die  wahre  Zenithdistanz  des  Collimators  C  ist,  so  ist  in  der 
einen  Lage: 

f  =if-ha'cos0+a''co82ie;+a*"cos3«-+-...4-ft'sin«(-f-5"sm2JJ 

und  in  der  andern: 

—  5'"  sin3«+...— Z+a'-  a"+a'", 
also: 

g* —  z —  180 
0  = ^ a'cosÄ  — a'''cos30— ...— 6'smi?-~6'"8in3«— ... 

und  da  man  bei  diesen  Beobachtungen  beide  Mal  dieselben  Striche 
nur  bei  verschiedenen  Mikroskopen  benutzt,  so  sind  diese  Glei- 
chungen für  die  ungeraden  Glieder  der  Biegung  von  den  Theilungs- 
fehlern  ganz  unabhängig.  Macht  man  die  Beobachtungen  für  ver- 
schiedene z^  also  in  verschiedenen  Neigungen  des  Femrohrs,  so 
erhält  man  eine  Anzahl  solcher  Gleichungen,  aus  denen  man  die 
wahrscheinlichsten  Werthe  der  Coefficienten  bestimmen  kann. 

In  der  horizontalen  Lage  des  Fernrohrs  haben  diese  Beobach- 
tungen keine  Schwierigkeiten,  bei  beträchtlicher  Neigung  des  Fem- 
rohrs würde  aber  der  eine  der  CoUimatoren  sehr  hoch  zu  stehen 
kommen  und  es  könnte  daher  die  feste  Aufstellung  desselben 
Schwierigkeiten  haben.  Man  kann  aber  statt  dieses  Collimators 
einen  Planspiegel  anwenden,  den  man  in  einiger  Entfernung  vor 
dem  Objective  des  Fernrohrs  aufstellt  oder  am  besten  an  einem 
Arme  so  an  einem  der  Pfeiler  in  der  Verlängerung  der  Axe  des 
Instrumentes  befestigt,  dafs  man  denselben  durch  Drehen  des  Arms 
leicht  in  eine  beliebige  Lage  bringen  kann.*)  Befestigt  man  dann 
aufserhalb  des  Oculars  des  Collimators  eine  Glasplatte  unter  einem 
Winkel  von  45^,**)  durch  welche  man  Licht  in  das  Femrohr 
reflectirt,  und  die  man,  wenn  man  sie  nicht  benutzt,  zurückschlagen 


*)  Der  Spiegel  mufs  so  gestellt  werden  können,  dafs  eine  horizontale 
Linie  in  seiner  Ebene  senkrecht  auf  der  Axe  des  Femrohrs  ist 

**)  Dies  Glas  mufs  so  befestigt  sein,  dafs  man  die  Neigung  gegen  das 
Ocular  ändern  und  dasselbe  um  die  Axe  des  Femrohrs  drehen  kann,  damit 
man  immer  das  Licht  gehörig  auf  den  Spiegel  reflectiren  kann.  Auch  ist 
es  besser,  wenn  man  zu  dem  Zwecke  ein  Ocular  mit  nur  einer  Linse  an- 
wendet, weil  man  dann  das  reflectirte  Bild  deutlicher  sieht. 
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kann,  so  wird  man,  wenn  man  das  Femrohr  nahe  senkrecht  auf 
den  Spiegel  richtet  und  durch  das  Planglas  hindurch  in  das  Fem* 
röhr  sieht,  nicht  allein  die  Fäden  auf  hellem  Grunde,  sondern  auch 
die  von  dem  Planspiegel  refiectirten  Bilder  derselben  sehen,  und 
man  kann  daher  dadurch,  dafs  man  Bilder  und  Fäden  zur  Goincidenz 
bringt,  den  CoUimator  senkrecht  auf  den  Spiegel  stellen.  Stellt  man 
durch  dieselbe  Methode  das  Femrohr  des  Instruments  senkrecht  auf 
den  unverrückt  gebliebenen  Spiegel  und  stellt  dasselbe  nachher 
auf  den  CoUimator  ein,  so  durchläuft  dasselbe  genau  180^  und 
man  kann  daher  durch  Ablesung  des  Kreises  in  beiden  Stellungen 
wie  vorher  die  ungeraden  Glieder  der  Biegung  finden.  Diese  Beob- 
achtungen werden  am  besten  in  einem  dunklen  Zimmer  angestellt, 
indem  man  das  Licht  von  einer  Lampe  ins  Femrohr  refiectirt. 

Die  Cosinusglieder  der  Biegung  kann  man  auch  durch  Beob- 
achtung der  Zenithdistanz  eines  Objects  in  beiden  Lagen  des  Kreises 
bestimmen,  wozu  man  sich  eines  Collimators  oder  besser  des  Spiegels 
bedient,  den  man  in  verschiedene  Lagen  bringt,  und  auf  welchen 
das  Femrohr  senkrecht  gestellt  wird.  Aus  der  ersten  und  dritten 
der  Gleichungen  (B)  folgt  nämlich: 

wo  Z=180  4-^,  Z'  =  180-h?^'  und  z  und  z''  die  in  beiden 
Lagen  gemachten  Ablesungen,  wegen  der  Theilungsfehler  corrigirt, 
bezeichnen. 

Es  lassen  sich  mithin  alle  Glieder  durch  einfache  Beobach- 
tungen leicht  bestimmen  bis  auf  die  geraden  Sinusglieder.  Um 
diese  zu  bestimmen,  müfste  man  Mittel  haben,  das  Fernrohr  genau 
um  bestimmte  Winkel  zu  bewegen,  die  nicht  90^  oder  1800  sein 
müssen.  Eine  Vorrichtung,  welche  die  Bewegung  um  einen  be- 
liebigen Winkel  möglich  macht,  ist  bis  jetzt  nicht  bekannt,  in- 
dessen kann  man  durch  den  vorher  beschriebenen  Spiegel  und 
zwei  CoUimatoren  das  Fernrohr  auf  die  Zenithdistanz  von  45*^ 
richten,  was  die  Bestimmung  der  von  dem  doppelten  Winkel  ab- 
hängigen Sinusglieder  möglich  macht.  Man  stelle  zu  dem  Ende 
den  Spiegel  so,  dafs,  wenn  das  Fernrohr  senkrecht  darauf  gestellt 
wird,  es  nahe  45®  von  dem  Nadir  entfernt  ist  und  stelle  in  dieser 
Lage  des  Spiegels  ein  Fernrohr  vertical  über  dem  Spiegel  und  einen 
CoUimator  horizontal  davor  auf,  so  dafs  die  Axen  der  beiden  Fern- 
röhre nach  der  Mitte  des  Spiegels  gerichtet  sind,  was  man  leicht 
dadurch  erreicht,  dafs  man  die  Objective  bis  auf  eine  sehr  kleine 
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Oeffaung  in  der  Mitte  bedeckt  und  ebenso  den  Spiegel  bis  anf 
einen  kleinen  Kreis  um  den  Mittelpunkt  und  die  Fernrohre  so 
lange  verrückt,  bis  das  Licht  von  dem  unbedeckten  Theile  des 
Spiegels  in  die  Oeffnungen  des  Objectivs  reflectirt  wird.  Nachdem 
dies  geschehen,  dreht  man  den  Spiegel  fort  und  stellt  die  CoUima- 
tionslinie  des  verticalen  Fernrohrs  genau  vertical  mittelst  eines 
darunter  gestellten  künstlichen  Horizonts,  den  Collimator  dagegen 
genau  horizontal  durch  ein  Niveau,  nachdem  man  sich  davon  über» 
zeugt  hat,  daTs  die  Collimationslinie  desselben  mit  der  ümdrehungs- 
axe  zusammenfällt.  In  dem  Falle  machen  die  CoUimationslinien 
der  beiden  Femröhre  einen  rechten  Winkel.  Dreht  man  dann  den 
Spiegel  zu  seiner  früheren  Stellung  zurück,  so  giebt  es  eine  Stellang 
desselben,  bei  welcher  die  von  dem  Fadenkreuze  des  einen  CoUi- 
mators  auffallenden  Strahlen  auf  das  andere  reflectirt  werden  und 
wenn  dies  der  Fall  ist,  macht  der  Spiegel  einen  Winkel  von  45^ 
mit  der  Verticallinie.  Richtet  man  dann  das  Fernrohr  senkrecht 
auf  den  Spiegel  und  nachher  senkrecht  auf  den  Nadirhorizont,  so 
bewegt  man  das  Femrohr  genau  um  45  Grade.  Nur  ist  auch  hier 
in  aller  Strenge  eine  kleine  Correction  anzubringen,  wegen  der  ver» 
schiedenen  Polhöhen,  in  denen  sich  die  Collimatoren  befinden.  Ist  y 
der  Winkel,  den  der  verticale  Collimator  mit  der  Verticallinie  des 
Instruments  macht,  x  dagegen  der  Winkel,  welchen  der  horizontale 
Collimator  mit  dem  Horizonte  des  Instruments  macht,  so  ist  der 
Winkel,  welchen  das  auf  dem  Spiegel  senkrechte  Fernrohr  mit  der 
Richtung  nach  dem  Nadir  macht: 

45ö  +  i(a;-y), 

wenn  die  beiden  Collimatoren  auf  verschiedenen  Seiten  der  Axe 
des  Instruments  aufgestellt  sind,  oder  wenn  h  und  h*  die  Entfer- 
nung des  horizontalen  und  verticalen  CoUimators  von  der  Vertical- 
linie des  Instruments  ist,  und  wenn  aufserdem  b  die  am  Niveau 
bestimmte  Neigung  des  horizontalen  CoUimators  ist,  positiv,  wenn 
das  dem  Instrumente  nähere  Ende  das  höhere  ist,  so  ist  der 
Winkel  gleich: 

450  +  0".  0052  (h  —  Ä')  +  i  ft. 

Bezeichnet  man  diesen  Winkel  mit  C,  dagegen  die  Ablesung 
am  Kreise  für  den  Nadirpunkt  und  für  die  Richtung  senkrecht  auf 
den  Spiegel,  also  für  die  Zenithdistanz  180^  und  135^  mit  z'  und  2, 
so  ist: 

C=  «'  —  Ä  —  a'  (1  —  iy2)  -h  a"  —  a'"  (1  -h  iy2)  —  b'  iY2  -h  b"  —6'"  iV2. 
Macht  man  dieselbe  Beobachtung  auch  für  225^  Zenithdistanz, 
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und  ist  z^  wieder  der  Nadirpankt,  -gr"  die  Ablesung,  wenn  das  Fern- 
rohr senkrecht  auf  den  Spiegel  gerichtet  ist,  so  ist  in  dem  Falle: 

r  =  Ä^'  -  «'  +  a'  (1  -  iV2)  —  tt"  4-  a"'  (1  +  ^y2) - 6'iy2+fe"-fe'"-Ji/2, 
mithin  ist: 

vorausgesetzt,  dafs  der  Nadirpunkt  bei  beiden  Beobachtungen  der- 
selbe war. 

JE?.     Von  der  Untersuchung  der   Fehler   der   Mikrometer- 
schrauben. 

9.  Die  Messung  der  Entfernung  zweier  Punkte  mittelst  einer 
Mikrometerschraube  setzt  voraus,  dafs  das  lineare  Fortrücken  der 
Schraube  und  des -mittelst  derselben  bewegten  Theiles  des  Mikro- 
meterapparats, z.  B.  des  Mikrometerfadens,  den  Angaben  des  Schrau- 
benkopfs und  der  Scale,  welche  die  ganzen  Umdrehungen  der 
Schraube  angiebt,  proportional  ist.  Diese  Bedingung  ist  aber  nie 
strenge  erfüllt,  indem  theils  die  Windungen  einer  Schraube  an  ver- 
schiedenen Stellen  derselben  nicht  von  gleicher  Gröfse  sind  und 
daher  ein  ungleiches  Fortrücken  durch  eine  ganze  Umdrehung  der 
Schraube  bewirken,  theils  auch  gleiche  Theile  derselben  Umdrehung 
einer  verschiedenen  linearen  Fortbewegung  entsprechen.  Im  Vorigen 
war  schon  angegeben,  wie  man  die  Ungleichheiten  der  Schrauben 
der  Ablesungsmikroskope  bestimmen  kann,  in  welchem  Falle  man 
indefs  immer  nur  von  wenigen,  gewöhnlich  nur  zwei  Umdrehungen 
der  Schraube  Gebrauch  macht.  Es  soll  daher  hier  noch  der  Fall 
behandelt  werden,  wo  man  die  Umdrehungen  der  Schraube  ihrer 
ganzen  Länge  nach  zu  Messungen  benutzt. 

Die  Gröfsen,  die  man  den  Theilen  einer  einzelnen  Umdrehung 
der  Schraube  hinzuzufügen  hat,  um  daraus  die  wahre  Fortbewegung 
der  Schraube  zu  erhalten,  kann  man  sich  wieder  durch  eine  perio- 
dische Function  der  Angabe  des  Schraubenkopfes  dargestellt  denken; 
sodafs,  wenn  u  die  am  Schraubenkopfe  gemachte  Ablesung  bezeich- 
net, die  daran  anzubringende  Correction  von  der  Form: 

ai  cos  tt  H-  &j  sin  w  -{-  09  cos  2 1*  H-  &a  sin  2  tt  H-  . . . 

ist.  Diese  Unregelmäfsigkeiten  werden  sich  bei  den  einzelnen 
Schraubengängen  nahe  wiederholen,  sodafs  man  die  Coefficienten 
ai,  &i  etc.  für  die  verschiedenen  Schraubengänge  als  gleich  an- 
sehen kann.    Man  wird  diese  Annahme  wenigstens  für  mehrere  auf 
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einander  folgende  Schranbengänge  machen  können  und  die  Coeffi- 
cienten  aus  dem  Mittel  der  bei  mehreren  solchen  Schraubengängen 
gemachten  Beobachtungen  bestimmen  und  dann  diese  Bestimmung 
far  verschiedene  Theile  der  Schraube  wiederholen. 

Mifst  man  nun  eine  lineare  Entfernung,  deren  wahrer  Werth 
gleich  f  sein  soll  (z.  B.  die  Entfernung  der  Fäden  eines  Colli- 
mators),  mittelst  Einstellung  des  Mikrometerfadens  auf  die  beiden 
Endpunkte  des  Objects,  so  hat  man,  wenn  u  und  u'  die  Angaben 
der  Schraube  für  den  Anfang  und  das  Ende  sind: 

/*=!*'  — u4-a,  (cosw'  —  cosw)  +-5i  (sin«'  —  8inf*)-l-a3  (cos2t*'  — co82tt) 

+  &a  (sin2i*'  —  sin2tt)  +  ••  • 

Mifst  man  nun  dieselbe  Entfernung  von  verschiedenen  Stellungen 
der  Schraube  aus,  indem  man  zuerst  mit  der  Stellung  0^.  00  anfingt 
(d.  h.  die  Beobachtung  so  einrichtet,  dafs  man  am  Schrauben- 
kopfe 0**.  00  abliest,  wenn  der  Mikrometerfaden  den  Anfangspunkt 
des  Objects  deckt),  dann  von  0'".  10,  0''.20  und  so  fort  für  jedes 
Zehntheil  durch  die  ganze  Umdrehung  der  Schraube,  so  kann  man 
annehmen,  wenn  die  Coefficienten  ai,  bi,  etc.  wie  es  immer  der 
Fall  ist,  klein  sind,  dafs  f  gleich  dem  Mittel  aller  beobachteten 
Werthe  von  u  —  vf  ist,  ebenso  kann  man  sich  auch  erlauben  u-{-f 
statt  v!  zu  setzen.  Bezeichnet  dann  f  dieses  Mittel,  so  giebt  jeder 
beobachtete  Werth  von  v!  —u  die  Gleichung; 

t*'  — it— /•=2ai  8ini/'sin(w-fi/')  — 2&1  sini/*cos(«*+i/') 
2a2sin/'sin  {2u-^f)  —  U^Bm  /•cos(2w-f-/') 


und  man  erhält  dann  aus  allen  10  Gleichungen  dieser  Beob- 
achtungsreihe, da  die  Werthe  von  u  die  ganze  Peripherie  durch- 
laufen: 

10aisini/*=      I{u'  —  u—f)üii  (u-\-if) 

10bi8mif=—  slu'  —  U'-f)cos(u-\-if) 
lOoa  smf=  Z(u'—u-f)8m(2u-hf) 
10&2  smf  =  -'2:(u'  —  u—f)cos{2u-hf\ 

aus  welchen  Gleichungen  man  die  Werthe  der  Coefficienten  be- 
stimmen kann. 

Bessel  beobachtete  z.  B.  am  Königsberger  Heliometer  mittelst 
der  Mikrometerschraube  die  Länge  eines  Zwischenraums,  nahe  gleich 
einer  halben  Umdrehung  der  Schraube,  von  verschiedenen  Anfangs- 
punkten der  Schraube  aus  und  fand  im  Mittel  aus  den  Beobach- 
tungen für  10  einzelne  Umgänge  der  Schraube:*) 


*)  Astronomische  Untersuchungen  Bd.  1,  pag.  79. 
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Gemessener  Zwischenraum  u' — H 

Anfangs  0  Zehntheile  0^  50045 

1  0  .  49690 

2  0  .  49440 

3  0  .  49240 

4  0  .  49260 

5  0  .  49555 

6  0  .  49905 

7  0  .  50140 

8  0  .  50340 

9  0  .  50350 

f=0  .  497965^179«  16'. 0. 

Baraus  erhält  man  z.  B.: 

u'  —  u-f  (!*'  — «♦—/•)  sin  (u  4- if) 

4-  0  .  002485  -+-  0  .  002485 

—  0  .  001065  —  0  .  000865 

—  0.003565  —0.001123 

—  0  .  005565  +  0  .  001686 

—  0  .  005365  -+-  0  .  004320 

—  0  .  002415  4-  0  .  002415 
4-  0  .  001085  —  0  .  000882 
4-  0  .  003435  —  0  .  001083 
4-  0  .  005435  4-  0  .  001646 
-I-  0  .  005535  +  0  .  004457 


Summe  4-  0  .  013056. 
Danach  wird,  da  sin^/'=l  ist: 

lOai  =  4-  0  .  013056 
Ebenso:  106i  =  —  0  .  024874 

0. 12801  =  4-  0  .  000147 
0.128ft»  =  4- 0.000337. 

Bessel  machte  dann  eine  ähnliche  Beobachtungsreihe,  indem 
«r  eine  Entfernung  nahe  gleich  einem  Viertel  der  Umdrehung  der 
Schraube  maafs,  und  fand: 

7  .  339ai  =  4-  0  .  015915 

•    7.  3396i  =  —  0.016126 

9  .  97009  =  —  0  .  004987 

9  .  97058  =  —  0  .  000576, 

woraus  durch  die  Verbindung  der  beiden  Bestimmungen  nach  No.  24 
der  Einleitung  Anm.  2  folgt: 

Ol  =  4-0'-.  001608 

&i  =  —  0  .  002886 

o>  =  —  0  .  000499 

ft,  =  —  0  .  000057. 
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Diese  periodischen  Ausgleichungen  der  Schraube  mufs  man 
dann  an  alle  Ablesungen  des  Schraubenkopfes  anbringen.  Man 
kann  aber  auch  die  Beobachtungen  so  anordnen,  dafs  man  da- 
durch diese  periodischen  Glieder  ganz  eliminirt.  Mifst  man  näm- 
lich eine  Entfernung,  wenn  die  Schraube  zu  Anfang  die  Stellung 
—  0»*.  25,  dann  aber  auch,  wenn  diese  Stellung  -H  0**.  25  ist,  sodafs 
also  u  bei  beiden  Beobachtungen  —  90^  und  -h  90^  wird,  so  heben 
in  den  beiden  Ausdrücken  für  f  die  in  den  Sinus  und  Cosinus  der 
einfachen  Winkel  multiplicirten  Glieder  einander  auf,  sodafs  also 
das  Mittel  aus  beiden  Beobachtungen  frei  von  diesen  Gliedern  wird. 
Ebenso  erhält  man  f  von  diesen  sowohl  als  den  vom  zweifachen 
Winkel  abhängenden  Gliedern  frei,  wenn  man  die  Messung  fünfmal 
wiederholt,  indem  man  nach  einander  von  den  Stellungen  der 
Schraube  —  O*".  4,  —  0^  2,  0,  -h  O''.  2  und  -f-  O»".  4  ausgeht. 

Um  nun  die  Gleichheit  der  Schraubengänge  zu  prüfen,  kann 
man  dieselbe  Entfernung,  die  nahe  gleich  einem  Schraubenumgange 
oder  einem  Vielfachen  eines  Schraubenumgangs  ist,  an  verschiedenen 
Stellen  der  Schraube  messen  und  man  wird  am  besten  thun,  diese 
Beobachtungen  nach  dem  Vorigen  so  anzuordnen,  dafs  die  periodi- 
schen Ungleichheiten  der  Schraube  eliminirt  werden. 

Bessel  maafs  mit  derselben  Schraube  eine  Entfernung,  die  nahe 
gleich  zehn  Umdrehungen  der  Schraube  war,  indem  er  nach  ein- 
ander von  den  Stellungen  der  Scala  der  Schraube  0*",  10**,  20*',  etc. 
ausging.     Auf  diese  Weise  fand  er: 

Anfang  der  Schraube     O*"  10  .  0142 

10  20  .  0147 

20  30  .  0131 

30  40  .  0122 

40  50  .  0107 

etc., 

WO  jede  Zahl  das  Mittel  aus  5  Messungen  ist,  die  zweite  z.  B.  bei 

den  Stellungen  der  Schraube  9'*.  6,  9'*.  8,  10,  iO  .  2  und   10  . 4.    Ist 

dann  die  wahre  Entfernung  lO*"  ■+■  x\  und  sind  die  Ausgleichungen 

der  Schraube  für  die  Stellungen  10,  20,  etc.  /"ici  /20^  etc.,  so  hat 

man,  da  man  /*o  =  0  nehmen  kann:*) 

a.i=r  +  0.0142-fjrio 

a?!  =  4-0.0147 -j-Ao-Zio 

aJi^-hO.Om-^rao-Ao 
etc. 

*)  Ebenso  wie  f^  willkührlich  ist,  also  gleich  Null  angenommen  werden 
kann,  so  ist  dies  auch  mit  der  Ausgleichung  des  letzten  Scalentheils,  welchen 
man  benutzt,  der  Fall. 
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Ebenso  maAls  er  auch  eine  Entfernung,  die  gldch  2(K-+-fl>} 
war,  indem  er  wieder  von  verschiedenen  Stellungen  der  Schraube 
ausginge  und  erhielt  dadurch  ein  System' von  Oleichnngen: 

«a  =a4-/'jo 

etc. 
Aehnliche  Systeme  erhielt  er  dann  auch,  indem  er  Entfernun- 
gen gleich  3(K  +  Xd  etc.  maafs  und  aus  allen  diesen  Gleichungen 
wutden  dann  die  Werthe  von  x^  202^  x^  etc.,  sowohl  als  auch 
die  Ausgleichungen  der  Schraube  in  den  Stellungen  10,  20  etc. 
oder  fio^  fiOy  etc.  bestimmt. 


n.  Das  Azimutal-  und  Höheninstrament 

10.  Bei  dem  Azimutalinstmment  stellt  der  eine  der  beiden' 
Kreise  die  Ebene  des  Horizonts  vor  und  soll  daher  genau  horizontal 
liegen.  Er  ruht  deshalb  auf  drei  Schrauben,  durch  welche  man 
seine  Lage  gegen  den  wahren  Horizont  vermittelst  eines  Niveau's, 
wie  man  nachher  sehen  wird,  berichtigen  kann.  Da  indessen  diese 
Berichtigung  selten  ganz  genau  geschehen  wird,  so  wird  immer  noch 
eine  kleiile  Neigung  des  Kreises  gegen  den  Horizont  vorhanden  sein. 
Es  sei  daher  P  der  Pol  dieses  Kreises  des  Instruments,  während 
der  Pol  des  wahren  Horizonts  das  Zenith  Z  ist,  und  es  sei  i  der 
Winkel^  welchen  die  Ebene  des  Kreises  mit  der  Ebene  des  Horizonts^ 
maeht  oder  der  Bogen  des  gröfsten .  Kreises  zwischen  P  und  Z. 
Durch  den  Mittelpunkt  dieses,  in  Grade  und  deren  Unterabthei- 
lui^en  getheilten,  horizontalen  Kreises  des  Instruments  geht  nun 
eib' Zapfen,  welcher  die  Nonien  trägt,  die  in  der  Regel  auf  einem 
vollen,  mit  dem  ersteren  concentrischen  Kreise  angebracht  sind. 
Der  19^onienkreis  trägt  zwei  Stützen,  welche  möglichst  gleich  sind, 
und  die  an  ihrem  oberen  Ende  Pfannenlager  haben,  von  denen 
maof'das  eine  vennittelst  einer  Schraube  höher  und  niedriger  stellen 
kaniiw'^  In  diesen  Lagern  liegt  nun  die  horizontale  Axe,  welche  da» 
¥ßmm)b3C  und  den  Höhenkreis  trägt.  Der  Nonienkreis  ist  fest  mit 
dem /Lager  verbunden,  dag^en  läfst  sich  das  Femrohr  zugleich 
mit  dem,  dem  ersteren  Kreise  concentrischen  Höhenkreise  um  die 
Axe  bewegen.    Da  .man  nun«  auch  den  Nonienkreis  des  Azimutal- 
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kreises  um  seine  Axe  bewegen  kann,  so  kann  man  das  Femrohr 
anf  jedes  beliebige  Object  einstellen  und  die  demselben  entsprechen- 
den sphärischen  Coordinaten  an  den  Kreisen  des  liistruments  ab- 
lesen. Der  Winkel,  welchen  die  Linie  durch  die  beiden  Zapfen- 
lager mit  dem  horizontalen  Nonienkreis  macht,  sei  nun  i^  und  es 
sei  K  der  Punkt,  in  welchem  diese  Linie  nach  der  Seite  des  Ereis- 
endes zu  die  scheinbare  Himmelskugel  triflFt,  ferner  sei  h  die  Höhe 
dieses  Punktes  über  dem  wahren  Horizonte.  Da  man  nun  mit  dem 
Instrumente  immer  nur  Azimutalunterschiede  mifst  (wenn  man  fär 
jetzt  noch  die  Ablesungen  an  dem  Höhenkreise  aufser  Acht  läfst), 
so  wird  es  gleichgültig  sein,  wo  man  die  Azimute  auf  dem  In- 
strumente zu  zählen  anfängt.  Es  wird  aber  bequem  sein,  den 
Anfangspunkt  derselben  so  anzunehmen,  dafs  er  Bezug  auf  das 
Instrument  hat  und  da  nun  P  und  Z  sich  nicht  ändern,  so  lange 
man  das  Instrument  nicht  verrückt,  K  dagegen  volle  360^  durch- 
laufen kann,  wenn  man  den  Nonienkreis  um  seine  Axe  bewegt,  so 
kann  man  als  Anfangspunkt  der  Zählung  der  Azimute  auf  dem 
Instrumente  diejenige  Ablesung  nehmen,  welche  man  macht,  wenn 
K  mit  P  und  Z  in  einem  Verticalkreise  liegt.  Diese  Ablesung 
sei  ao.  Für  jede  andere  Ablesung  nimmt  man  dann  immer  den- 
jenigen Punkt  der  Theilung,  in  welchem  der  verlängerte  Bogen  :PK 
die  Ebene  des  Kreises  trifft  und  dies  wird  immer  erlaubt  sein,  weil 
dieser  Punkt  von  den  durch  die  Nonien  angegebenen  Punkten  im- 
mer nur  um  einen  constanten  Winkel  verschieden  ist.  Endlich  soll 
mit  A  das  auf  dem  wahren  Horizonte,  aber  von  demselben  Anfangs- 
punkte gezählte  Azimut  bezeichnet  werden. 

Denkt  man  sich  nun  drei  auf  einander  senkrechte  Coordinaten- 
axen,  von  denen  eine  senkrecht  auf  der  Ebene  des  wahren  Horizonts 
ist,  die  beiden  andern  aber  in  der  Ebene  desselben  liegen  und  zwar 
so,  dafs  die  Axe  der  y  nach  dem  Punkte  gerichtet  ist,  von  wel- 
chem aus  die  Azimute  nach  der  vorher  gemachten  Annahme  ge^ 
zählt   werden,    so    sind   die    drei  Coordinaten   des  Punktes  K  auf 

diese  Axen  bezogen: 

0  =  sin  ft,  y  =  cos  6  008  ^ 

05  =  cos  0  gm  A, 
Femer  sind  die  Coordinaten  von  K^  bezogen  auf  drei  recht- 
winklige Coordinatenaxen,  von  denen  eine  senkrecht  auf  der  hori- 
zontalen Ebene  des  Instruments  steht,  während  die  beiden  andern 
in  dieser  horizontalen  Ebene  liegen  und  zwar  so,  dafs  die  Axe 
der  X  mit  derselben  Axe  im  vorigen  System  zusammenfällt: 
z  z=  sin  i',  y  =^  cos  i'  cos  (a  — a^),  x  =  cos  i'  sin  (a  —  a^).  ' 
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Da  nun  die  Axe  der  z  im  ersten  System  mit  der  Axe  der  z 
des  andern  Systems  den  Winkel  i  macht,  so  hat  man  nach  der 
Formel  (1)  für  die  Transformation  der  Coordinaten: 

sin  h  =  cos  •  sin  i'  —  sin  i  cos  »'  cos  (a  —  a^) 
cos  b  Bin  Ä^=  cos  i'  sin  (a  —  a^) 
cos  &  cos  -4.  =  sin  t  sin  i'  ■+•  cos  i  cos  i'  cos  (a  —  a^,). 

Man  erhält  diese  Gleichungen  auch  durch  die  Betrachtung  des 
Dreiecks  zwischen  dem  Zenith  Z,  dem  Pole  des  Azimutalkreises  P 
und  dem  Punkte  K,  dessen  Seiten  PZ,  PK  und  ZK  beziehlich  «, ' 
90«  —  i'  und  900  —  fe  sind,  während  die  den  Seiten  PZund  ZK 
gegenüberstehenden  Winkel  Ä  und  180  ^ — (a  —  ao)  sind. 

Da  nun  b,  i  und  i\  wenn  das  Instrument  nahe  berichtigt  ist, 
kleine  Gröfsen  sind,  so  wird  es  erlaubt  sein,  die  Cosinus  dieser 
Winkel  gleich  Eins  zu  setzen  und  die  Sinus  mit  den  Bogen  zu 
vertauschen,  sodafs  man  erhält: 

6  =  i'  —  i  cos  (a  —  a«)  ,  . 

Das  Fernrohr  ist  nun  senkrecht  auf  der  horizontalen  Axe  des 
Instruments  befestigt.  Die  Gesichtslinie  desselben  sollte  ebenfalls 
senkrecht  auf  dieser  Axe  sein,  es  soll  indessen  vorausgesetzt  wer- 
den, dafs  dies  nicht  der  Fall  ist,  sondern  dafs  dieselbe  mit  der  Seite 
der  Axe  nach  dem  Kreisende  zu  den  Winkel  90®  4- c  macht,  wo 
der  kleine  Winkel  c  der  OoUimationsfehler  genannt  wird.  Diese 
Gesichtslinie  wird  bezeichnet  durch  die  Linie  von  der  Mitte  des 
Objectivs  nach  einem  im  Brennpunkte  des  Fernrohrs  befindlichen 
Fadenkreuze,  welches  sich  vermittelst  Schrauben  senkrecht  gegen 
die  Gesichtslinie  verschieben  läfst,  sodafs  man  den  Winkel  c  beliebig 
ändern  kann. 

Es  sei  nun  das  Femrohr  nach  einem  Punkte  0  des  Himmels 
gerichtet,  dessen  Zenithdistanz  z  und  dessen  Azimut  e  ist.  Dann 
sind  die  Coordinaten  desselben,  bezogen  auf  die  Axen  der  z  und  y 
nach  I.  No.  2:  cos  2:  und  sin  z  cos  e.  Nun  gehe  die  Theilung  auf 
dem  Kreise  von  der  Linken  zur  Rechten,  d.  h.  in  derselben  Rich- 
tung, in  welcher  man  die  Azimute  im  Horizonte  herum  zählt.  Ist 
al^o  das  Kreisende  links,  so  zeigt  das  Femrohr  nach  einem  Punkte, 
dessen  Azimut  gröfser  ist  als  das  des  Punktes  Z,  und  wenn  man 
also  die  Axe  der  y  nach  dem  Punkte  gedreht  denkt,  wo  sie  in 
einem  Verticalkreise  mit  K  liegt,  so  werden  dann  die  Coordinaten: 
Gos  z  und  sin  z  cos  (e  —  Ä)..  Dies  gilt  für  Kreis  links,  während  man 
für  Kreis  rechts  Ä  —  e  statt  e  —  A  nehmen  mufs.  Denkt  man  sich 
nun  den  Punkt  0  auch  auf  ein  Coordinatensystem  bezogen,  von  dem 
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die  A^e  der  x  mit^derselbeiji  Axe  im  vorigeii  System  zusampienfällt, 
während  ^  die  ^Axe  der^  nach  dem  Punkte  jS*  gerichtet  ist,  so  ist  die 
Coordmate  y  des  Punktes  0  gleich  —  sin  c,  und  da  die  Axen  der  z 
in  beiden  Systemen  den  Winkel  b  mit  einander  bilden,  so  hat  man 
nach  den  Formeln  für  die  Transformation  der  Coordinaten: 
—  sin  6  =  cos  5  sin  5  4~  sin  K  cos  &  cos  (6  —  A). 

Man  erhUt  diese  Gleichung  auch  durch  die  Betrachtang  des 
Drei9C/ks  zwischen  dem  Zenith  Z,  dem  Punkte  f  und  dem  Punkte  0, 
auf  .d#ii  die  Gesichtslinie  des  Femrohrs  gerichtet  ist,  indem  die 
Suiten,  ZO^.  ZK  und  OK  beziehlich  gleich  z,  OO«  —  &  und  90^  -h  c 
sind  und  der  Winkel  KZO^  PZO-^  PZK^^e  — A  ist. 

Da  nun  h  und  c  kleine  Gröfsen  sind,  so  erhält  man: 

—  c  =  &  cos  iB  +  sinip  cos  (e -—  ,4), 
oder  endlich,   wenn  man  für  A   seinen   vorher  gefundenen  Werth 
aus  den  Gleichungen  (a)  setzt: 

0  =  c  -h  6  cos  «  +  sin  «  cos  [«  — -  (a  —  a©)]. 
Daraus  folgt,  dafs: 

cos  [«  —  (a  —  a«)] 
eine,  sehr  kleine  Gröfse  von  der  Ordnung  der  Grdfsen  h  und  c  istp 
Schreibt  man  also  dafür: 

sin  [90«  —  e  4-  (tf  —  «o)], 
so ,  kann   man   den  Sinus   mit   dem  Bogen   verta^^ßchen   und  man 
erhält: 

0  =  c  +  ft  cos  «  +  sin  «  190«  —  e  +  (fl—a^\ 
Diese  Formel  gilt,  wie  schon  oben  bemerkt  ist,  für  Kreisende 
links.   Wäre  das  Kreisende  rechts,  so  hätte  man  A  —  e  statt  c  —  A 
nehmen  müssen  und  dann  erhalten: 

0  =  c  +  fc  cos  0  +  sin  j»  [90«  —  (a  —  «o)  -•-  «]• 
Man  erhält  daher  das  wahre  Azimut  e  durch  die  Formeln: 


und: 


6  =  a  — -  O)  +  90«  +  -; f-  h  cotang  s    für  Kreis  links 

^  sm«  ^^ 


6  =  a  —  On  —  90« : h  cotanff  b    für  Kreis  rechts. 


oder,  wenn  man  A  das  an  den  Nonien  des  Instruments  abgelesene 
Azimut  und  ^A  den  Indexfehler  der  Nonien  nennt,  sodafs -l-l-A-^, 
das    vom    Meridianpunkte    des    Kreises    auf    demselben    gezählte 
Azimut  ist: 

C  =  ^  +  A-4  ±  0  cosec  zdch  cotang  «f, 
wo  das  obere  Zeichen  wieder  für  Kreis  links,  das  untere  für  Kreis 
rechts  gilt. 


I 
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11.  Man  "kann  diese  Formeln  einfach  geometrisch  ableiten. 
Es  sei  Fig.  14  der  Horizont  in  der  Ebene  des  Papiers,  dann  wird 
der  Verticalkreis,  in  welchem  das  Object  liegt,  durch 
eine  gerade  Linie  vorgestellt  werden,  in  deren  Mitte 
das  Zenith  Z  liegt  Nimmt  man  nun  an,  dafs  sich  das 
Femrohr  um  eine  Axe  bewegt,  welche  um  h  g^geii  den 
Horizont  geneigt  ist,  so  wird  dasselbe  jetzt  einen  gröfs- 
ten  Kreis  beschreiben,  welcher  zwar  noch  durch  clie 
Punkte  A  und  B  des  Horizonts  geht,  aber  um  den 
Bogen  h  vom  Zenith  absteht.  Nimmt  man  nun  an,  dafs 
man  das  Azimut  des  Verticalkreises  AZ  abliest,  so  wird 
das  mit  dem  Fehler  der  Neigung  behaftete  Femrohr 
nach  0  zeigen,  also  wird  man,  wenn  das  Femrohr 
rechts  oder  der  Kreis  links  ist,  ein  zu  kleines  Azimut 
ablesen  und  man  wird  haben: 

sin  0  0'  =  sin  ^  0  sin  & 
=  cos  Jii .  sin  &. 
Man  liest  nun  aber  einen  Azimutalwinkel  ab,  d.  h.  den  Winkel, 
unter  welchem  00'  von  Z  aus  erscheint,    mithin   ist  der  Winkel 
OZO'  die  gesuchte  Correction  ^A  des  Azimuts  und  da: 

sin  00'  =  sin  ZO  sin  A-4, 

sin  A-^  =  cotang  z  sin  &, 
so  hat  man  also  bei  Kreisende  links  zum  abgelesenen  Azimute  die 
Correction  wegen  der  Neigung  h  hinzuzufügen: 

-h  h  cotang  %, 
Ebenso  kann  man  nun  auch  die  durch  den  Collimationsfehler 
hervorgebrachte  Correction  des  Azimuts  finden.    Es  sei  wieder  AB 
Fig.  16.       ^^^  Verticalkreis,  welchen  die  Gesichtslinie  des  Fem- 
jf  rohrs  beschreiben  würde,  wenn  der  Collimationsfehler 

Null  wäre.  Ist  aber  90  4-  c  der  Winkel,  welchen  die 
Gesichtslinie  mit  der  Seite  der  Axe  nach  dem  tCreis- 
ende  zu  macht,  so  beschreibt  die  Gesichtslinie  bei  der 
Umdrehung  um  die  Axe  einen  Kegel,  welcher  auf  der 
scheinbaren  Himinelskugel  einen  kleinen  Kreis  abschnei- 
det, dessen  Abstand  vom  gröfsten  Kreise  AB  gleich  c 
ist.  Fig.  15.  Dann  liest  man  wieder  bei  Kreisende 
links  ein  zu  kleines  Azimut  ab  und  wenn  man  wieder 
den  Winkel  AZO  mit  ^A  bezeichnet,  so  ist: 

•    A  ^       8inc 
oder: 


4t 


O 


Sin;? 
A-4.  =  4-  c  cosec  «. 
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12.  Es  soll  nun  gezeigt  werden,  wie  man  die  Gröfse  der 
einzelnen  Fehler  des  Instruments  bestimmt,  damit  man  ein  jedes 
an  einem  solchen  Instrument  beobachtetes  Azimut  vermittelst 
der  vorher  gegebenen  Formeln  auf  das  wahre  Azimut  reduciren 
kann. 

Den  Fehler  b  findet  man  unmittelbar  nach  den  in  No.  1  dieses 
Abschnitts  gegebenen  Vorschriften,  indem  man  ein  Niveau  auf  die 
Zapfen  der  horizontal  liegenden  Axe  des  Instruments  aufsetzt.  Es 
war  aber  nach  den  Gleichungen  (a)  in  No.  10: 

^  =  i'  —  i  cos  (a  —  ao), 

wo  i  die  Neigung  der  Ebene  des  Horizontalkreises  gegen  den 
Horizont,  i'  dagegen  die  Neigung  der  horizontalen,  das  Fernrohr 
tragenden  Axe  gegen  den  Horizontalkreis  ist.  Diese  Gleichung  ent- 
hält drei  Unbekannte,  nämlich  i\  i  und  Oq,  zu  deren  Bestimmung 
daher  drei  Nivellirungen  in  verschiedenen  Stellungen  der  Axe  ge- 
macht werden  müssen.  Man  nehme  an,  dafs  man  das  Instrument 
auf  einen  beliebigen  Werth  a  bei  irgend  einem  Nonius  eingestellt, 
und  dafs  man  in  dieser  Lage  die  Neigung  der  ümdrehungsaxe  h 
gefunden  hat.  Dann  stelle  man  nach  einander  auf  an-  120^  und 
.a -+- 240^  ein  und  es  seien  hx  und  &2  die  Neigungen,  welche  man 
in  diesen  beiden  Lagen  beobachtet.  Substituirt  man  nun  diese 
Werthe  in  die  obige  Formel,  löst  die  Cosinus  auf  und  be- 
denkt, dafs: 

cos  120»  =  —  i 

und: 

sinl20O  =  -|-iy'3, 

femer : 

cos  240^  =  —  ^ 

und: 

sin  240°  -=  —  i  >/3, 

so  erhält  man  die  folgenden  drei  Gleichungen: 

h  =%'  —i  cos  (a  —  do) 

6i  =  i'  4-  ^  i  cos  (a  —  Oo)  4-  -J-  i  sin  (a  —  Oo)  ^3 
fta  =  $'  -h  -J  t  cos  (a  —  Oo)  —  ii  sin  (a  —  Oq)  ^  3. 

Addirt  man  diese  drei  Gleichungen,  so  findet  man:  ~ 

*=^ • 

Zieht   man   aber   die    dritte  Gleichung   von    der   zweiten  ab, 
so  wird: 

hl  —  &a 


i  sin  (a  —  Oo)  = 


y3 


J 
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und,  wenn  man  die  zweite  und  dritte  Gleichung  addirt  und  davon 
die  doppelte  erste  Gleichung  abzieht: 

%  cos  (a  —  Oo)  = g . 

Nivellirt  man  also  die  horizontale  Axe  in  drei  Stellungen, 
welche  die  Peripherie  in  gleiche  Theile  theilen,  so  kann  man  durch 
diese  Formeln  die  Gröfsen  t,  i^  und  üq  und  damit  die  Neigung  b 
für  jede  andere  Einstellung  nach  der  Formel: 

6  =  t'  —  »  cos  (a  —  Oq) 
finden. 

Um  nun  den  CoUimationsfehler  zu  finden,  beobachtet  man  das- 
selbe entfernte  irdische  Object  sowohl  bei  Kreis  rechts  als  auch  bei 
Kreis  links  und  liest  beide  Mal  das  Azimut  ab.  Ist  a  die  Ab- 
lesung bei  Kreis  links,  a'  die  bei  Kreis  rechts  gemachte  Ablesung, 
so  hat  man  die  beiden  Gleichungen: 

e  =  A  +A^-l-6  cotang  e-h  o  cosec  z 
e==  Ä'  -h  A-4  —  h'  cotang  e  —  c  cosec  z^ 

aus  denen  man  erhält: 


c  cosec  z  = 


Ä      b'  +  b 


cotang  z. 


Fig.  16. 


2  2 

Kennt  man  also  die  Neigungen  b  und  6'  in  beiden  Lagen  und 
liest  man  am  Höhenkreise  die  Zenithdistanz  z  des  Objects  ab,  so 
kann  man  durch  Beobachtung  desselben  Objects  bei  verschiedenen 
Lagen  des  Kreises  den  CoUimationsfehler  finden. 

Hierbei  ist  aber  vorausgesetzt,  dafs  sich  das  Femrohr  im  Mittel- 
punkte der  Theilung  befindet  oder  dafs  man,  wenn  dasselbe  an  dem 
einen  Ende  der  Axe  angebracht  ist,  ein  unendlich  entferntes  Object 
beobachtet  hat.     Ist  dies  nun  aber  nicht  der  Fall,  so  mufs  man  an 

den  gefundenen  CoUimationsfehler 
noch  eine  Correction  anbringen. 
Wenn  man  nämlich  ein  Object  0 
Fig.  1 6  mit  dem  Femrohr,  welches 
sich  an  dem  Ende  F  der  Axe  be- 
findet, beobachtet,  so  steht  dies  in 
der  Richtung  OF.  DerWinkel  OFK 
sei  90^  4-  Co-  Denkt  man  sich  nun 
im  Mittelpunkte  des  Kreises  M  ein 
Fernrohr  nach  0  hin  gerichtet,  so 
wird  der  Winkel  OMK  nach  dem 
Vorigen  gleich  90^  +  c  sein.  Ist  O 
unendlich  weit  entfemt,  sodafs  MO 


JU. 
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parallel  OF  wird,  so  wird  man  90® -^co  statt  90^-f-c  setzen 
können;  ist  dies  aber  nicht  der  Fall,  so  .wird  man  haben: 

x^Cq-\-MOF. 
Da  nun  aber,  wenn  co  sehr  klein  ist, 

taiig3fOJP=^ 

ist,  wenn  man  die  Entfernung  OM  des  Objects  mit  d  und  die  halbe 
Axe  des  Instruments  mit^  bezeichnet,  so  ist: 

Ist  also  das  Femrohr  an  einem  Ende  der  Axe  und  liest  man 
das  Azimut  des  Objects  bei  Kreis  links  ab,  so  wird  man  dasselbe 

um  den  Winkel  4-  zu  klein,  bei  Kreis  rechts  daher  um  denselben 

Winkel  zu  grofs  erhalten.  Bezeichnet  man  daher  die  erstere  Ab- 
lesung mit  J.,  den  CoUimationsfehler  mit  c,  so  hat  man  die  zwei 
Gleichungen: 

c  =  J.  -h  A-4  +  h  cotang  ^  "•"(  <J  "+"■§" )  cosec  z 

e  =  ^'4-  A-4  —  h'  cotang  «  —  (  ^  +  "j" )  cosec  ^> 

aus  denen  man,  wenn  d  anderweitig  bekannt  ist,  den  CoUimations- 
fehler bestimmen  kann. 

Wenn  das  Fernrohr  an  einem  Ende  der  Axe  befestigt  ist,  so 
bewirkt  dies  eine  Durchbiegung  der  Axe,  die  den  CoUimationsfehler 
mit  der  Zenithdistanz  veränderlich  macht.  Ist  das  Femrohr  hori- 
zontal, so  hat  die  Biegung  der  Axe  .keinen  Einflufs  auf  den  CoUi- 
mationsfehler, da  die  Axe  des  Fernrohrs  dann  nur  erniedrigt  wird 
und  der  Lage,  die  sie  ohne  eine  Biegung  der  Axe  haben  würde, 
parallel  bleibt.  Ist  aber  das  Fernrohr  vertical,  so  bewirkt  die  Bie- 
gung der  Axe,  dafs  der  Winkel,  welchen  die  CoUimationslinie  des 
Fernrohrs  nach  der  Seite  des  Objectivs  zu  mit  der  Axe  macht, 
vergröfsert  wird,  sodafs  sich  also  der  CoUimationsfehler  in  dem 
Falle  durch  einen  Ausdruck  von  der  Form  c-^-  a  cos  z  darsteUen 
läfst.  Man  mufs  dann,  um  c  und  a  zu  finden,  den  CoUimations- 
fehler in  der  horizontalen,  sowie  in  der  verticalen  Lage  des  Fem- 
rohrs bestimmen,  wozu  die  Methoden  in  No.  22  dieses  Abschnitts 
gegeben  werden. 

Wenn  man  kein  irdisches  Object  zur  Beobachtung  anwenden 
kann,  so  kann  man  den  CoUimationsfehler  auch  durch  einen  Stern, 
z.  B.  den  Polarstem,  bestimmen.    Stellt  man  nämlich  zu  einer  Zeit  i 
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auf  den  Polarstern  ein  und  liest  das  Azimut  ab,  kehrt  dann  das 
'Instirument  um  und  bringt  den  Polarstem  wieder  zur  Zeit  if  auf 
«das  Fadenkreuz,  so  hat  man  dann  die  beiden  Gleichungen: 

e  =  J.  -4-A-4.-4-ft  cotang  «  4- c  cosec  « 
und: 

c'  ==  J['  +  ^A  —  h'  cotang  z  —  c  cosec  «, 
und  da  nun: 

ist,  wo  -^  die  Aenderung  des  Azimuts  in  der  Einheit  der  Zeit 

für  die  Zeit  — ^ —  bezeichnet,  so  erhält  man: 

A'  —  A     dA    f  —  t     fe'  +  ft     , 

öcosec«  =  — 2 -di"^ 2"^^*^^"^- 

Um  endlich  den  Indexfehler  bkA  zu  bestimmen,  stellt  man 
wieder  auf  einen  bekannten  Stern,  gewöhnlich  den  Polarstern  ein 
und  liest  das  Azimut  A  ab.  Ist  dann  t  der  Stundenwinkel  des 
Sterns,  so  erhält  man  das  wahre  Azimut  e  durch  die  Formeln: 

sin  e  sin  €*=  cos  d  sin  t 

sin  0  cos  c  =  —  cos  9?  sin  ^  -♦-  sin  jp  cos  d  cos  *, 
und  hat  dann: 

^A  =  «  —  -4  qp  6  cotang  B^zc  cosec  «, 
wo  das  obere  Zeichen  für  Kreisende  links,    das   untere  für  Ereis- 
ende rechts  gilt. 

t 

13.  Dient  das  Instrument  nur  zum  Messen  von  Azimutal- 
'Winkeln,  so  heifst  dasselbe  Theodolith.  Oft  ist  nun  aber  ein  sol- 
ches Instrument  noch  mit  einem  Höhenkreise  verbunden,  sodafs 
man  mit  demselben  sowohl  Azimute  als  auch  Höhen  beobachten 
kann.  Dann  ist  an  dem  einen  Ende  der  Axe,  wie  schon  vorher 
angegeben,  ein  innerer,  die  Nonien  tragender  Kreis  festgeklemmt, 
und  um  diesen  dreht  sich  der  getheilte  Kreis,  welcher  mit  der 
XJmdrehungsaxe  fest  verbunden  ist.  Hat  man  dann  zuerst  in  einer 
Lage  des  Instruments  auf  ein  Object  eingestellt  und  die  Nonien 
des  Höhenkreises  abgelesen,  so  dreht  man  das  Instrument  um  180^ 
im  Azimut  und  stellt  wieder  auf  dasselbe  Object  ein.  Zieht  man 
nun  die  Ablesung  in  der  zweiten  Lage  von  der  in  der  ersten  ab, 
oder  umgekehrt,  je  nachdem  die  Richtung  der  Theilung  ist  und 
halbirt  diesen  Unterschied,  so  erhält  man  die  Zenithdistanz  des  ge- 
messenen Gegenstandes,  oder  streng  genommen  die  Entfernung  von 
demjenigen  Punkte,  in  welchem  die  senkrechte  ümdrehungsaxe  des 
Instruments  die  Himmelskugel  trifft,  oder  von  dem  früher  mit  P 
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bezeichneten  Punkte.  Dies  setzt  aber  voraus,  dafs  die  "Winkel  i  und  i'^ 
sowie  der  Collimationsfeliler  c  gleich  Null  sind.  Man  kann  nämliok 
wieder  annehmen,  dafs  die  Ablesung  am  Höhenkreise  da  geschieht, 
wo  eine  Ebene,  durch  die  Gesichtslinie  des  Femrohrs  senkrecht  auf 
den  Kreis  gelegt,  hintrifft.  Das  Femrohr  wird  dann  auf  P  eingestellt 
sein,  wenn  die  gröfsten  Kreise  KO  und  KP  zusammenfallen.  (Vergl. 
No.  10  dieses  Abschnitts.) 

Von  dieser  Ablesung  aus  durchläuft  das  Fernrohr  den  Winkel 
PJSTO,  bis  die  Gesichtslinie  nach  einem  aufserhalb  KP  liegenden 
Punkte  0  gerichtet  ist.  Man  liest  also  dann  am  Kreise  den  Winkel 
PKO  ab,  der  nur  dann  durch  die  Seite  PO  gemessen  wird  oder 
gleich  dem  Abstände  von  0  von  Pist,  wenn  die  Seiten  OZ^und  PK 
gleich  90^  sind.  In  dem  Falle  aber,  dafs  diese  Seiten  90^  +  c  und 
90^  —  i'  sind,  hat  man,  wenn  man  PO  mit  C  und  den  abgelesenen 
Winkel  PKO  mit  C  bezeichnet: 

cos  C=  —  sin  c  sin  i'  +  cos  c  cos  i'  cos  C 

=  cos  (*'  -f-  c)  cos  i  C'  ^  —  cos  (i'  —  c)  sin  ^  C'  ^. 

Zieht  man  auf  beiden  Seiten  cos  C'  ab  und  bedenkt,  dafs  es 
wegen  der  Kleinheit  von  C —  C^  erlaubt  ist,  (C  —  C)  sin  P  statt 
cos  C — cos  C  zu  setzen,  so  erhält  man: 

C=  C  -h  sin i  (c  -+-  i'y  cotgi  r  —  sini  (»'  —  c)» tangi  C 
oder  auch: 

C=C  -\ ö —  cotg  C'  +  i'  c  cosec  C'; 

C  ist  dann  die  auf  den  Pol  P  bezogene  Zenithdistanz.  Wenn  aber  P 
nicht  mit  dem  Zenith  zusammenfällt,  so  ist  ZO  und  nicht  PO  die 
wahre  Zenithdistanz.  In  diesem  Falle  bleibt  aber  Alles  dasselbe 
wie  vorher,  nur  hat  man  statt  der  Neigung  i^  der  horizontalen  Axe 
des  Instruments  gegen  die  Ebene  des  Azimutalkreises  jetzt  die  Nei- 
gung desselben  gegen  den  Horizont  j 

i'  —  i  cos  (a  —  ao)  =  & 
zu  nehmen,  und  von  der  Ablesung  am  Höhenkreise  noch  die  Pro- 
jection  von  PZ  auf  den  Höhenkreis  oder  den  Winkel  PKZ  abzu- 
ziehen, der  gleich  i  sin  (a  —  oq)  ist.  Diesen  Winkel  bestimmt  man 
immer  durch  ein  am  Nonienkreise  befestigtes  Niveau.  Bezeichnet 
man  die  Ablesung  des  Niveau's  auf  der  Seite,  auf  welcher  die  Thei- 
lung  des  Kreises  vom  höchsten  Punkte  ausgehend  wächst,  mit  p, 
auf  der  entgegengesetzten  mit  n  und  den  Punkt  des  Kreises,  wel- 
cher dem  Nullpunkt  des  Niveau's  entspricht,  mit  Z,  so  wird  der 
Zenithpunkt  des  Kreises  gleich  Z-hi{p  —  n)  in  der  einen  und 
gleich  Z'{'i(p^  —  n^  in  der  andern  Lage  des  Kreises.    Man  erhält 
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daher,  wenn  man  die  beiden  Ablesungen  mit  C  und  C^i  bezeichnet, 
in  der  einen  Lage  far  die  Zenithdistanz : 

WO  e  den  Werth  eines  Niveautheils  in  Secunden  bezeichnet,  und  in 
der  andern; 

also  im  Mittel  für  die  Zenithdistanz,  frei  von  dem  Fehler  der  Nei- 
gung des  Niveau's: 

^--1 2 

und  zu  diesem  ^  hat  man,  um  die  wahre  Zenithdistanz  zu  erhalten, 
noch  hinzuzulegen: 

+  sin  i  (&  +  c)^  cotg  -J- ;?'  ~  sin  i  (ft  —  c)^  tang  ^  B* 

oder : 

c^  +  6^ 
H ^ —  cotg  z'  -hbc  cosec  fs'. 

Setzt  man  der  Einfachheit  wegen  6  =  0,  da  man  es  immer  in 
der  Gewalt  hat,  diesen  Fehler  klein  zu  machen,  so  hat  man  ein- 
fach hinzuzufügen: 


+ 


c« 


y  CO*?  ^'• 


c" 


Ist  nun  z.  B.  c=  K/,  so  wird  ^  =  ^"-  ^^5  wenn  daher  ^  ein 

kleiner  Winkel  ist,  also  das  Object  nahe  am  Zenith  steht,  so  kann 
diese  Correction  sehr  bedeutend  werden.  Es  gilt  daher  die  Regel, 
dafs  wenn  man  Zenithdistanzen ,  welche  weit  kleiner  als  450  sind, 
zu  nehmen  hat,  man  sehr  sorgfältig  in  der  Mitte  des  Gesichtsfeldes, 
also  so  nahe  als  möglich  am  Fadenkreuze  einzustellen  hat. 

14.  Aus  den  Formeln  für  das  Azimutal-  und  Höheninstrument 
kann  man  die  Formeln  für  die  übrigen  Instrumente  leicht  herleiten* 
Das  Aequatoreal  unterscheidet  sich  von  diesem  Instrumente  nur  da- 
durch, dafs  statt  des  Horizonts  eine  andere  Ebene,  nämlich  die  des 
Aequators  zum  Grunde  liegt,  üeberträgt  man  also  die  Gröfsen, 
welche  man  vorher  auf  den  Horizont  bezogen  hatte,  in  Bezug  auf 
den  Aequator,  so  erhält  man  unmittelbar  die  Formeln  für  das 
Aequatoreal.  Die  Gröfse  a  wird  dann  der  an  dem  Instrumente 
abgelesene  Stundenwinkel,  z'  wird  die  Neigung  der  ümdrehungs- 
axe,  an  welcher  das  Fernrohr  befestigt  ist,  gegen  die  Ebene  des 
dem  Aequator  parallelen  Kreises,  welcher  der  Stundenkreis  des  In- 
struments genannt  wird.  Ferner  wird  i  die  Neigung  des  Stunden- 
kreises gegen  den  Aequator  und  900  -i-  c  ist  wieder  der  Winkel, 
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unter    welchem    die   Gesichtslinie   des   Femrohrs   gegen  die  üm- 
drehungsaxe  geneigt  ist. 

Ebenso  leicht  erhält  man  nun  die  Formeln  für  diejenigen  In- 
strumente, mit  welchen  man  nur  in  bestimmten  Coordinatenebenen 
beobachtet.  Das  Mittagsfemrohr  z.  B.  wird  immer  nur  in  der  Ebene 
des  Meridians  gebraucht,  also  wird  für  dies  Instrument  die  Gröfse 
a  —  oo  -+-  900  nothwendig  nur  wenig  von  Null  verschieden  sein. 
Bezeichnet  man  die  kleine  Gröfse,  um  welche  dieselbe  von  Null 
abweicht,  durch  — Ä,  so  gehen  die  in  No.  10  für  das  Azimutal- 
instrument gegebenen  Formeln  über  in: 

c  =  —  Je  -hb  cot&ng  z  -h  e  cosec  s  Kreis  links 
e  =  —  Je  —  h  cotang  z  —  c  cosec  z  Kreis  rechts. 

Dies  e  wird  nun  bewirken,  dafs  man  das  Gestirn  nicht  genau 
in  der  Ebene  des  Meridians,  sondern  etwas  entfemt  davon  beob- 
achtet und  zwar  wird  man  das  Gestirn,  wenn  e  negativ  ist,  vor  der 
Culmination  beobachten.  Es  sei  nun  r  die  Zeit,  welche  man  zur 
Beobachtungszeit  hinzuzulegen  hat,  um  die  Durchgangszeit  durch 
den  Meridian  zu  erhalten,  so  ist  r  der  Stundenwinkel  des  Gestirns 
im  Augenblicke  der  Beobachtung,  aber  östlich  positiv  genommen. 

Da  nun: 

sin« 

sm  T  =  —  sm  c : 

cosJ 

oder: 

ainz 

cos  d 

so  gehen  die  vorigen  Formeln  über  in: 


und: 


T  =  —  ft 1  -I-  Je r  —  c  sec  ^  Kreis  links  (Ost) 

cos  S  cos  d 


r  =  +  6 +  Je r  4-  c  sec  ^  Kreis  rechts  (West). 

cos  d  cos  a 


Dies  sind  die  Formeln  für  das  Mittagsfernrohr.  Die  Gröfse  h 
bedeutet  hier  die  Neigung  der  horizontalen  ümdrehungsaxe  gegen 
den  Horizont,  und  Je  ist  das  Azimut  des  Instruments,  um  welches 
dasselbe  zu  weit  nach  Osten  gerichtet  ist. 

Auf  ganz  ähnliche  Weise  erhält  man  die  Formeln  für  das 
Passageninstrument  im  ersten  Vertical.  Es  ist  nämlich  nach  No.  7 
des  ersten  Abschnitts: 

cotang  AsiiLt=  —  cos  ^  tang  ^  4-  sin  ^  cos  t 
oder,  wenn  man  das  Azimut  e  vom  ersten  Verticale  ab  zählt,  sodafe 
J.=  900  4-c  ist: 

tang  e  .  sin  *  =  cos  ^  tang  ^  —  sin  ^  cos  t. 
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Ist  nun  6  die  Zeit,  zu  welcher  der  Stern  wirklich  im  ersten 
Verticale  war,  so  wird: 

0  =  cos  9?  tang  d  —  sin  97  cos  B 

oder,  wenn  man  beide  Formeln  von  einander  abzieht: 

tang  c  sin  *  =  2  siny  sin  i  (*  —  ö)  sin  ^  (^  -h  9), 

Hieraus  erhält  man,  wenn  e  sehr  klein,  also  t  nahe  gleich  %  ist : 

e  =  (^  —  ^)  sin  9» 
oder: 


sm^» 

Setzt  man  nun  hier  für  e  den  vorher  gefundenen  Ausdruck: 

c  =  —  Äs  =b  6  cotang  «  di  c  cosec  9^ 

so  erhält   man  für  das  Passageninstrument  im  ersten  Verücal   die 
Formel : 

sm  9?  sm  99  sm  ^ 

Diese  Formeln  werden  in  der  Folge  noch  direct  abgeleitet 
werden.  Hier  kam  es  nur  darauf  an,  den  Zusammenhang  zwischen 
den  verschiedenen  Instrumenten  zu  zeigen. 


m..  Das  Aequatoreal. 

15.    Wie    das    Höhen-    und   Azimutalinstrument    dem    ersten 
Coordinatensysteme  der  Höhen  und  Azimute  entspricht,  so  hat  man 
auch  ein  dem  zweiten  Coordinatensysteme  der  Stundenwinkel  und 
Declinationen  entsprechendes  Instrument,  das  Aequatoreal,  welches 
sich  von  dem  ersteren  nur  dadurch  unterscheidet,  dafs  der  früher 
horizontal  liegende  Kreis  jetzt  dem  Aequator  parallel  ist    Es  sei 
nun  P  der  Weltpol  und  II  der  Pol  des  Aequator-  oder  Stunden- 
kreises des  Instruments,    es    sei  femer  k  der  Bogen  des  gröfsten 
Kreises,  welcher  zwischen  diesen  beiden  Polen  enthalten  ist,  und  Ä, 
der  Stundenwinkel  des  Poles  des  Instruments.    Endlich  sei  i  der 
Winkel,  welchen  die  den  Declinationskreis  tragende  Axe  (die  Decli- . 
nationsaxe)  mit  dem  Stundenkreise  macht,   und  K  der  Punkt,   i^^  r 
welchem  die  Verlängerung   dieser  Axe   nach   der  Seite  des.  Kreis- 
endes zu  die  scheinbare  Himmelskugel  trifft,  und  D  die  Declination. 
dieses  Punktes.    Man   nehme   dann   wieder  als  Anfangspunkt  der 
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Zählung  der  Stundenwinkel  auf  dem  Instrumente  diejenige  Ab- 
lesung to,  welche  man  macht,  wenn  K  mit  P  und  H  in  einem 
Declinationskreise  liegt.  Ferner  nehme  man  für  jede  andere  Ab- 
lesung immer  denjenigen  Punkt  der  Theilung,  in  welchem  dieselbe 
von  dem  verlängerten  Bogen  ÜK  getroffen  wird,  ein  Punkt,  der 
immer  um  einen  constanten  Winkel  von  dem  durch  die  Nonien  an- 
gegebenen Punkte  verschieden  ist.  Der  Stundenwinkel,  auf  dem  wah- 
ren Aequator,  aber  von  demselben  Anfangspunkte  gezählt,  sei  T, 

Denkt  man  sich  nun  wieder  drei  auf  einander  senkrechte 
Coordinatenaxen,  von  denen  die  eine  senkrecht  auf  der  Ebene  des 
wahren  Aequators  steht,  während  die  beiden  anderen  in  der  Ebene 
desselben  liegen,  und  zwar  so,  dafs  die  Axe  der  y  nach  dem 
Punkte  gerichtet  ist,  von  dem  aus  die  Stundenwinkel  gezählt  wer- 
den sollen,  so  sind  die  drei  Coordinaten  des  Punktes  K  auf  diese 
Axen  bezogen: 

£f  =  sin  D,    y  =  cos  D  cos  T,    x=  cos  D  sin  T, 

Ferner  sind  die  Coordinaten  von  Ä",  bezogen  auf  drei  recht- 
winklige Coordinatenaxen,  von  denen  die  eine  senkrecht  auf  dem 
Stundenkreise  des  Instruments  steht,  während  die  beiden  anderen 
in  der  Ebene  desselben  liegen,  und  wo  die  Axe  der  x  mit  der- 
selben Axe  des  vorigen  Systems  zusammenfällt: 

z  =  sin  »',    y  =  cos  i'  cos  (t  —  ^0)5    ^  =  cos  i'  sin  (f  —  ^q)« 

Da  nun  die  Axen  der  z  in  beiden  Systemen  den  Winkel  X  mit 
einander  bilden,  so  hat  man  nach  den  Formeln  für  die  Transfor- 
mation der  Coordinaten  die  folgenden  Gleichungen: 

sinD  =  cos  X  sin  i'  —  sin  X  coS  i'  cos  (t  —  ^0) 
cos  X)  sin  T  =  cos  i'  sin  (t  —  <o) 
c(^s  D  cos  r  =  sin  X  sin  i'  •+■  cos  X  cos  *'  cos  (f  —  ^0). 
Da  nun  X,  i'  und  D,  wenn  das  Instrument  nahe  berichtigt  ist, 
sehr  kleine  Gröfsen  sind,  so  erhält  man  hieraus: 

B^i'  —  X  cos  (*  —  O 

Das  Femrohr  ist  nun  an  der  Axe,  welche  den  Declinations-  , 
kreis  trägt,  befestigt,  und  man  nehme  an,  dafs  die  Richtung  der 
Gesichtslinie  desselben  nach  dem  Objective  zu  mit  der  Seite  der 
Axe  nach  dem  Kreisende  zu  den  Winkel  90^-+-c  macht,  wo  c 
wieder  der  CoUimationsfehler  genannt  wird.  Ist  nun  das  Fernrohr 
auf  einen  Punkt  des  Himmels  gerichtet,  dessen  Declination  ^  und 
dessen  Stundenwinkel,  von  dem  angenommenen  Anfangspunkte  ge- 
zählt, Ti  ist,  so  sind  die  Coordinaten  dieses  Punktes: 
£f  =  sin  <J,    y  =  cos  d  cos  Ti  und  05  =  cos  <J  sin  Tj. 
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Nun  geht  die  Theilung  auf  dem  Kreise  von  Süden  durch 
UTesten,  Norden,  Osten  von  0^  bis  3600,  oder  von  0*»  bis  24>>. 
'Oeht  also  das  Kreisende  in  der  Rectascension  dem  Fernrohre 
voran,  so  zeigt  dieses  nach  einem  Punkte,  dessen  Stundenwinkel 
kleiner  ist  als  der  des  Punktes  K,  Denkt  man  also  die  Axe  der  y 
nach'  dem  Punkte  gedreht,  wo  dieselbe  in  einem  Declinationskreise 
mit  K  liegt,  wenn  das  Femrohr  auf  das  Object  gerichtet  ist,  so 
werden  dann  die  Coordinaten: 

«=.  sin<J,    y  =  cos^cos(T — Tj),    a?  =  cos  <J  sin  (T — Tj). 

Folgt  dagegen  das  Kreisende  dem  Fernrohre  in  der  Rectascen- 
sion, so  mufs  man  für  die  >Coordinaten  nehmen: 

if  =  sin  <J,    y  ^=  cos  d  cos  (ti  —  T),    oj  ==  cos  d  sin  (tj  —  T), 

Denkt  man  sich  nun  den  Punkt  0,  nach  welchem  das  Femrohr 

•gerichtet  ist,  auf  ein  Axensystem  bezogen,  von  welchem  die  Axe 

der  y  parallel  der  Declinationsaxe  des  Instruments,  also  nach  K 

gerichtet  ist  und  die  Axe  der  x  mit  der  entsprechenden  Axe  des 

vorigen  Systems  zusammenfällt,    so  sind  die  drei  Coordinaten  des 

Punktes  0,  wenn  man  mit  d*  die  am  Kreise  abgelesene  Declination 

bezeichnet: 

;» =  sin  ^  cos  c,    a?  =  —  sin  c 
und 

aj  =  cos  ^  cos  c. 
Da  nun  die  Axen  der  z  in  beiden  Systemen  den  Winkel  D 
mit  einander  bilden,  so  hat  man  nach  den  Formeln  für  die  Trans- 
formation der  Coordinaten: 

—  sin  c  =  cos  d  cos  (t,  —  T)  cos  D  -+-  sin  ^  sin  D, 
oder 

—  c  =  cos  <y  cos  (ti  —  T)-\-B  ,  sin  ^, 

mithin,  wenn  man  für  D  und  Tdie  vorher  gefundenen  Werthe  setzt: 

—  c  =  [»  —  k  cos  {t  —  <o)]  sin  <J  -I-  cos  d  cos  [tj  —  (f  — 1^\ 

Daraus  folgt,  dafs 

cos  [ti  —  (*  —  *o)]    ^ 

«ine  kleine  Gröfse  ist.     Schreibt  man  also 

sin  [90»  —  Ti  -+-  (*  —  g] 
statt 

cos  [Ti  —  {t  —  ^o)], 

80  kann   man    den  Sinus  mit  dem  Bogen  vertauschen  und  erhält 
4ann  den  wahren  Stundenwinkel: 

Tj  =  90^ -h  * — ^0  "" 'l  cos  (* — *o)  t^«^  <^  "•"  *' t*'^  ^ + ^  8®<^  ^> 
^enn  das  Kreisende  dem  Fernrohre  folgt,  und 

Tj  =  * — *o  ""  90®  H- ^  cos  (* — ^o)  *^^^?  ^■~' *' **^&  <^"~  ^  s®c '^J 
^enn  das  Kreisende  dem  Fernrohre  vorangeht. 
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Addirt  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichungen  A;  so  werden 
die  Winkel  vom  Meridiane  ab  g^echnet.  Es  wird  dann  r^  +  ^  der 
wahre,  vom  Meridiane  gerechnete,  Stundenwinkel  r  und  es  sind 

und  Ä-h*  — <b  — 90" 
die  durch  das  Instrument  in  beiden  Lagen  gegebenen  Stundenwinkel.* 
Fuhrt  man  also  die  Ablesung  der  Nonien  ein^  sodafs  t^  die  Ab- 
lesung des  Nonius,  A^  der  Fehler  desselben  ist,  und  wo  man  180^ 
.  von  der  Angabe  des  Nonius  abziehen  mufs,  wenn  diese  nidit  den 
Stunden  Winkel  selbst,  sondern  180^  +  den  Stundenwinkel  giebt^ 
so  wird: 

T  =  *'  4-  A  *  —  ii  sin  [«'  -h  A  *  —  Ä]  tang  e^  zfc  c  sec  <J  db  ♦'  tang  ^, 
oder  auch  t  =  *'  -h  A*  —  ^  sin  (t  —  Ä)  tang  <J  db  c  sec  <J  ±  »'  tang  ^, 

wo  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  das  Erräa* 
ende  dem  Fernrohr  folgt  oder  demselben  vorangeht. 

Man  erh&lt  diese  Gleichungen  und  die  entsprechenden  für  die- 
Declination  auch  durch  die  Betrachtung  des  sphärischen  Dr^eck» 
zwischen  dem  Pole  P,  dem  Pole  des  Instruments  U  und  dem 
Punkte  0,  auf  welchen  die  Gesichtslinie  des  Femrohrs  gerichtei^ 
ist,  sowie  des  Dreiecks  zwischen  /7,  0  und  dem  Punkte  JET,  in 
welchem  die  Verlängerung  der  Declinationsaxe  die  Himmelskugel 
schneidet. 

In  dem  ersteren  Dreiecke  sind  die  Seiten  OP^  Otl  und  PW 
beziehlich  die  wahre  Poldistanz  90" — d  des  in  der  Gesichtslinie  be* 
Endlichen  Punktes,  die  Distanz  vom  Pole  des  Instruments  90^  —  c^', 
und  X  und  die  den  ersten  beiden  Seiten  gegenüberliegenden  Winkel 
180"  —  (y—  h)  und  t — ä,  wo  t  —  h  der  auf  den  Meridian  des 
Instruments  bezogene  Stundenwinkel,  r'  —  h  der  von  demselben 
Anfangspunkt,  gezählte,  aber  auf  den  Pol  des  Instruments  bezogene- 
Stundenwinkel  ist.    Man  hat  daher  die  strengen  Gleichungen: 

cos  d  cos  (t  —  Ä)  =  sin  &  sin  i  +  cos  «J*  cos  >l  cos  (t*  —  Ä) 
cos  d  sin  (t  —  Ä)  =  cos  ^  sin  (t*  —  K) 

sin  d  ^  sin  ^  cos  X  —  cos  (^  sin  X  cos  (t*  —  Ä), 

woraus  man  für  den  Fall,  dafs  X  eine  kleine  Gröfse  ist^  erhält: 

r=-'r^  —  X  tang  d*  sin  (t*  —  Ä) 

^=  d*  —  i  cos  (t*  —  Ä), 

r'  und  d*  aber  nur  unter  der  Bedingung  die  am  Instrumente  ab«- 
gelesenen  Gröfsen  sind,  dafs  V  und  c  sowie  aucb^die  Indexfehler 
der  Nonien  Null  sind.  Zuvörderst  ist  wieder  klar»  dalk  deir  am 
Declinationskreise  abgelesene  Winkel  90"  —  ^^ — A^  (wo  A<^.  der 
Indexfehler   des   Nonius.  ist)  gleich  ,  dem  Winkel  an  JT  im  Dreir^ 
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ecke  nKO  ist  Der  Winkel  Ä/70,  wo  S  ein  Punkt  in  der  Ver- 
längerung von  np  ist,  ist  t'  —  h;  der  Winkel,  den  man  am  In- 
strumente abliest,  ist  der  Winkel,  um  den  sich  IIK  bewegt  von 
der  Stellung,  wo  no  mit  HS  zusammenfällt,  bis  zu  der  jetzigen 
Stellung.  Wären  die  obigen  Bedingungen  erfüllt,  so  würde  dieser 
Winkel  gleich  t'  — Ä  und  der  Winkel  Ä/ZZ  gleich  eO^H-r'  — ä 
sein,  wenn  die  Axe  vorangeht  und  gleich  r'  —  h  —  90^,  wenn  die 
Axe  folgt.  Bezeichnet  man  den  letzten  Winkel  im  allgemeinen 
Falle  mit  90»  -^-  t"  —  ä  -h  A^  und  t"  —  ä  -f-  A^—  90«,  so  ist  also 
der  Winkel  0  IIK  gleich  90  ^  +  r"  4-  A  ^ — f',  wenn  die  Axe  vorangeht, 
und  t'— (T"-f  A^— 90»),  wenn  die  Axe  folgt,  oder90o  =f:(r'— t"— AQ. 
Da  die  gegenüberstehende  Seite  im  Dreiecke  gleich  90°  4-  c  ist, 
femer  die  dem  Winkel  90°  —  <J"  — A^  gegenüberstehende  Seite  HO 
gleich  90°  — <J'  und  ffJ5r=900— i'  ist,  so  hat  man: 

cos  d*  cos  (r'  —  t"  —  AO  =  cos  c  cos  (<J"  4-  A  <J), 
±  cos  <f  sin  (t'  —  t"  —  A*)  =  —  sin  c  cos  i'  —  cos  c  sin  »'  sin  (<^'  H- A  <^), 
sin  iJ'  =  —  sin  c  sin  »'  4-  cos  c  cos  i'  sin  (<J"  -h  A  <J), 

woraus  man  erhält: 

t'  =t"  +  A<  =F  c  sec  (&'  4-  A<J)  4=  »'  tang  (<J"  +  A<J), 

und  ebenso  wie  in  No.  13  dieses  Abschnitts: 

<j'  =  <r'H-A<j— sin^  (t'  +  c)8tang  [45°  +  i  (^  +  A(^)] 

+  sin  i  (»' — of  cotang  [45°  -h  i  {r  4-  A  ^)], 
oder  auch  (J'  =  ^'4-A^— J  (»'^4-c^  tang(cr'H-A<J)—  *'  c  sec  (<J"^H-A^), 

wodurch  man  durch  Einsetzen  in  die  obigen  Ausdrücke  erhält: 

T  =  t"  4-  A*  —  X  tang  d  sin  (t'  —  ä)  qz  c  sec  <J  =f  *'  tang  d 
<J=  cT'  -h  A<J—  >l  cos  (t'  —  Ä)  —  i  (»'^  4-  c^  tang  ^  —  i'  c  sec  <J, 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  die 
Axe  vorangeht  oder  dem  Femrohre  folgt.  Bei  der  letzten  Formel 
ist  vorausgesetzt,  dafs  die  Theilung  des  Kreises  in  demselben  Sinne 
wie  die  Declination  geht,  im  entgegensetzten  Falle  wird: 

d  =  360°  —  (J"  1  —  A  <J  —  >l  cos  (t  —  Ä)  —  i  (i'^  4-  c^)  tang  d  —  i'c  sec  d, 

16.  Es  ist  nun  zu  zeigen,  wie  man  die  Fehler  des  Instruments 
durch  Beobachtungen  bestimmen  kann.  Zuvörderst  ergiebt  sich  aus 
den  beiden  letzten  Gleichungen  für  <J: 

A^=180°— (<r'i4-0, 
woraus  man  sieht,  dafs  man  den  Indexfehler  des  Declinationskreises 
einfach  durch  Einstellung  des  Instmments  in  beiden  Lagen  auf  den- 
selben festen  Pimkt  erhält,  wozu  man  einen  Stern  in  der  Nähe  des 
Meridians,  am  besten  den  Polarstern,  nehmen  kann,    da  man  an- 

Brünnow,  sphärische  Astronomie.    4.  Aufl.  30 
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und  zwar  ist  dies  der  Fall  far  alle  Stundenwinkel,  welche  kleiner 
sind  als  der  der  gröfsten  Digression,  oder  für  welche 

cos  t  >  ^  ^\ . 
tang  <r 

Hat  man  nun  die  Fehler  h  und  X  durch  die  Beobachtungen 
bestimmt  und  will  dieselben  wegschaffen,  so  kann  man  dies  ein- 
fach durch  die  Verstellung  der  Rotationsaxe  des  Instruments  in 
horizontaler  und  verticaler  Richtung  bewerkstelligen.  Ist  nämlich  t/ 
der  Bogein  eines  gröfsten  Kreises,  welcher  vom  Pole  des  Instruments 
senkrecht  auf  den  Meridian  gefällt  ist  und  x  die  Entfernung  der 
Projection  auf  den  Meridian  vom  Weltpole,  so  ist; 

tang  X  =  tang  X  cos  h 

und: 

sin  ^  =  sin  ^  sin  h. 

Man  braucht  also  nur  das  eine  Ende  der  Rotationsaxe  durch 
die  zu  diesem  Zwecke  angebrachten  Stellschrauben  in  horizontaler 
Richtung  um  y  und  in  verticaler  Richtung  um  x  zu  ändern. 

Die  oben  gegebenen  Formeln  für  die  Bestimmung  von  X  und  h 
setzen  voraus,  dafs  das  Instrument  schon  so  nahe  berichtigt  ist, 
dafs  X  eine  kleine  Gröfse  ist.  Man  erlangt  dies  aber  leicht,  wenn 
man  das  Instrument  auf  die  Declination  eines  culminirenden  Sterns 
stellt  (wozu  man  ako  die  Kenntnifs  von  A^  nöthig  hat)  und  dann 
den  Stern  durch  diejenigen  der  Fufsschrauben ,  die  eine  Drehung 
des  Instruments  in  der  Ebene  des  Meridians  bewirken  (oder  bei  der 
Aufstellung  des  Instruments  auf  einem  Stein,  durch  die  verticalen 
Correctionsschrauben  der  Platte,  auf  welcher  die  Stundenaxe  ruht), 
in  die  Mitte  des  Gesichtsfeldes  bringt;  dann  aber  dasselbe  bei  einem 
6  Stunden  vom  Meridiane  entfernten  Stern  wiederholt,  indem  man 
jetzt  das  Instrument  um  die  in  der  Richtung  des  Meridians  liegende 
horizontale  Linie  mittelst  der  Fufsschrauben  dreht  oder  den  Stern 
durch  die  horizontalen  Correctionsschrauben  der  Platte  in  die  Mitte 
des  Gesichtsfeldes  bringt. 

In  dem  Vorigen  ist  auf  die  Einwirkung  der  Schwere  auf  die 
einzelnen  Theile  des  Instruments  keine  Rücksicht  genommen,  die 
eine  Biegung  des  Fernrohrs  sowohl  als  auch  der  Declinations-  und 
Stundenaxe  hervorbringen  kann.  Die  Biegung  der  Stundenaxe 
braucht  man  nicht  zu  berücksichtigen,  wenn  der  Schwerpunkt 
aller  Theile  des  Instruments,  die  sich  um  die  Axe  drehen,  in  der- 
selben liegt,  wie  dies  sehr  nahe  wenigstens  inmier  der  Fall  sein 
mufs,  wenn  das  Instrument  in  allen  Lagen  im  Gleichgewichte 
sein  soll.     Der  Pol  des  Instruments  wird  durch  eine  solche  Bie- 
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gung  nur  einen  anderen  Ort  am  Himmel  einnehmen,  als  er  ohne 
dieselbe  haben  würde,  aber  diese  Lage  wird  unverändert  dieselbe 
bleiben  in  jeder  Stellung  des  Instruments.  Die  Biegung  des  Fem- 
rohrs, deren  Ausdruck  man  einfach  gleich  y  sin  z  nehmen  kann, 
kann  durch  die  in  No.  8  gegebene  Methode  bestimmt  werden  und 
da  dieselbe  immer  in  gleicher  oder  entgegengesetzter  Richtung  wie 
die  Refraction  wirkt,  so  kann  dieselbe  am  einfachsten  mit  derselben 
in  Rechnung  gezogen  werden,  indem  man  in  den  vorher  für  die 
Refraction  gegebenen  Formeln  a  tang  z  -^  y^mz  statt  a  tang  z  an- 
wendet. Es  bleibt  also  nur  noch  die  Biegung  der  Declinationsaxe 
zu  berücksichtigen.  Diese  bewirkt,  dafsder  "Winkel  i'  mit  der 
Zenithdistanz  des  Punktes  K  veränderlich  ist.  Aendert  nun  die 
Schwere  die  Zenithdistanz  des  Punktes  K  um  ß  sin  z^  so  wird 
die  Declination  D  von  K  um  ß  sin  z  cos  p  geändert  und  der  Stun- 

denwinkel  T  von  K  um  —  ß ^  oder,  da  in  diesem  Falle  T> 

'^     cos  Iß  ' 

sehr  nahe  Null  ist,  so  wird  die  Aenderung  der  Declination  ß  sin  ^ 

und  die  des  Stunden  winkeis  ß  cos  ^  sin  T.     Da  aber: 

T  =  90®  4-  t",  wenn  das  Kreisende  vorangeht 
und     r=  t"  —  90*^,  wenn  das  Kreisende  folgt, 

so  hat  man  also  statt  dieses  Stundenwinkels  zu  nehmen: 

900  4.  y*  _  y9  cos  ^  cos  t" 

oder  t"  —  90®  +  /9  cos  ^  cos  t", 
und  man  hat  in  den  früher  gefundenen  Formeln  r"  zp  /9  cos  ^  cos  t" 
statt   t"    und    ebenso  i'  -h  /?  sin  ^    statt  z'   zu    setzen,    da  jetzt 
nK=d(fi  —  2*'  —  /^  sin  99  wird,  sodafs  man  erhält: 
T = t" + A*— -^  tg  ^  sin  (t — Ä)  qz  c  sec<J  ^  »' ig  ^  ip  ^  tg  <J  [sin  $? -f- cos  f>  cotg  ^cos  t] 
oder  i^  ist  in  diesem  Falle  nicht  constant,  sondern  gleich: 

i'  +  ß  [sin  $?  +  cos  99  eotang  d  cos  t]. 
Die  Beobachtung  eines  Sterns  in  beiden  Lagen  des  Instruments 
giebt  dann  eine  Gleichung  von  der  Form: 

c  sec  (J  +  »'  tang  d-\-  ß  tang  d  [sin  ^  -h  cos  jp  cotg  d  cos  r]  =  ~-^ — 

sodafs  man  durch  die  Beobachtung  von  wenigstens  3  Sternen  in 
verschiedenen  Punkten  der  Himmelskugel  und  in  beiden  Lagen  des 
Instruments  die  drei  Fehler  c,  i^  und  ß  bestinmien  kann. 

17.  Ist  das  Aequatoreal  fest  gebaut,  sodafs  man  sich  auf  die 
ünveränderlichkeit  der  Aufstellung  wenigstens  während  kurzer  Zeit- 
räume verlassen'  kann'  und  sind  die  Kreise  fein  getheilt  und  mit 
Ablesungsmikroskopen  versehen ,  so  kann  man  sich  eines  solchen 
Instruments  mit  Vortheil  zur  Bestimmung  von  Rectascensions-  und 
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Declinationsuiiterschieden  bedienen,  also  dasselbe  znr  Bestimmung 
der  Oerter  der  Planeten  und  Cometen  anwenden.  Dazu  mufs  das 
Fernrohr  mit  einem  Fadenkreuze  versehen  sein,  das  aus  zwei  nahen? 
der  Bewegung  der  Sterne  parallelen  Fäden  ^ und  einem  darauf  senk- 
rechten Faden  besteht.  Man  bringt  dann  das  zu  bestimmende  Object 
durch  die  Declinationsbewegung  des  Fernrohrs  zwischen  die  paral- 
lelen Fäden  und  beobachtet  die  Durchgangszeit  durch  den  verticalen 
Faden  oder,  wenn  mehrere  senkrechte  Fäden  vorhanden  sind,  durch 
alle  Fäden,  indem  man  die  Zeiten,  wie  in  No.  20  gezeigt  wird,  auf 
den  Mittelfaden  reducirt,  und  liest  dann  die  beiden  Kreise  des  In- 
struments ab.  Dieselbe  Beobachtung  macht  man  auch  für  einen 
bekannten  Stern.  Verbessert  man  dann  die  Ablesungen  der  Kreise 
wegen  der  Fehler  des  Instruments  und  bringt  an  dieselben  die 
Refraction  in  Declination  und  im  Stundenwinkel  an,  so  erhält  man 
die  Rectascensions-  und  Declinationsunterschiede  des  unbekannten 
Objects  und  des  Sterns  und  indem  man  diese  zum  scheinbaren  Ort 
des  Sterns  hinzufügt,  den  scheinbaren  Ort  des  unbekannten  Objects. 
Diese  Methode  hat  den  Vortheil,  dafs  man  nie  wegen  eines  Ver- 
gleichsterns in  Verlegenheit  ist  und  immer  solche  Sterne  auswählen 
kann,  deren  Ort  gut  bestimmt  ist.  Häufig  wird  man  sogar  unter 
den  in  den  Ephemeriden  gegebenen  Hauptsternen  (Standard  stars) 
einen  oder  mehrere  finden,  die  man  als  Vergleichssterne  anwenden 
kann,  sodafs  man  dann  selbst  der  Berechnung  der  scheinbaren 
Oerter  der  Vergleichssterne  überhoben  ist,  indem  man  diese  un- 
mittelbar aus  den  Ephemeriden  entnimmt.  Die  Vergleichssteme 
müssen  aber  doch  nicht  zu  weit  ab  genommen  werden,  damit  nicht 
Irrthümer  in  der  Bestimmung  der  Fehler  des  Instruments  zu  viel 
Einflufs  auf  das  Resultat  haben.  Ist  der  Stern  aber  nur  einiger- 
mafsen  nahe,  so  werden  solche  Fehler  wenig  Einflufs  haben,  da  hier 
nur  der  Unterschied  des  Einflusses  auf  die  beiden  Beobachtungen 
in  Betracht  kommt. 

Oewöhnlich  ist  das  Aequatoreal  aber  nicht  vollkommen  genug, 
um  dasselbe  unmittelbar  zur  Bestimmung  der  Rectascensions-  und 
Declinationsunterschiede  zu  gebrauchen,  vielmehr  werden  die  eigent- 
lichen Beobachtungen  an  dem  Mikrometerapparate  des  Femrohrs 
gemacht  und  die  parallactische  Aufstellung  dient  nur  zur  Erleich- 
terang  der  mikrometrischen  Beobachtungen.  Diese  Mikrometer, 
deren  Theorie  später  gegeben  wird,  gebraucht  man  unter  An- 
derem zur  Bestimmung  der  Distanzen  und  Positionswinkel,  d.  h. 
der  "Winkel,  welche  die  Verbindungslinie  beider  Objecte  mit  dem 
durch  das  eine  oder  durch  die  Mitte  der  Verbindungslinie  gehenden 
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Declmationskreise  macht.  Dieser  Winkel  wird  an  einem  beson- 
deren Kreise,  dem  Positionskreise,  dessen  Mittelpunkt  in  der  Axe 
des  Femrohrs  liegt,  abgelesen.  Ist  das  Aequatoreal  vollkommen 
berichtigt,  so  entspricht  derselbe  Punkt  des  Positionskreises  der 
Richtung  des  Declinationskreises  desjenigen  Punktes,  auf  welchen 
das  Fernrohr  gerichtet  ist,  in  allen  Lagen  des  Instruments.  Ist 
aber  die  Aufstellung  fehlerhaft,  so  ändert  sich  dieser  Punkt  und 
die  am  Positionskreise  abgelesenen  Winkel  müssen  dann  um  den 
Winkel  verbessert  werden,  den  der  gröfste  Kreis  von  dem  Objecte 
nach  dem  Pole  des  Instruments  mit  dem  Declinationskreise  macht. 
Nennt  man  diesen  Winkel  tt,  so  hat  man  in  dem  Dreiecke  zwischen 
dem  Object,  dem  Pole  und  dem  Pole  des  Instruments: 

cos  ^  sin  ff  =  sin  ii  sin  (t*  —  Ä) 
oder    TT  =  ^  sin  (t'  —  h)  sec  <J, 

sodafs  man  also  aus  dem  am  Kreise  abgelesenen  Positionswinkel  P^, 
wenn  man  denselben  in  der  gewöhnlichen  Weise  von  Norden  durch 
Osten  herum  zählt,  den  wahren  Positionswinkel  P  durch  die  Glei- 
chung erhält: 

P  =  P  +  AP  +  >l  sin  (t'  —  Ä)  sec  ^, 
WO  AP  der  Indexfehler  des  Positionskreises  ist. 

Yergl.  über  das  Aequatoreal:  Hansen,  die  Theorie  des  Aequatoreals, 
Leipzig  1855  und  Bessel,  Theorie  eines  mit  einem  Heliometer  versehenen 
Aequatoreals  im  ersten  Bande  seiner  Astronomischen  Untersuchungen. 


IV.    Das  Mittagsfernrobr  und  der  Meridiankreis. 

18.  Das  Mittagsfemrohr  ist  ein  Azimutalinstrument,  welches  in 
der  Ebene  des  Meridians  aufgestellt  ist.  Die  horizontale  Drehungs- 
axe  des  Instruments  ist  daher  jetzt  von  Ost  nach  West  gerichtet, 
damit  das  darauf  senkrechte  Fernrohr  sich  in  der  Ebene  des 
Meridians  bewegt. 

Ruht  diese  Axe  wieder  auf  zwei  Stützen,  welche  auf  einem 
Azimutalkreise  befestigt  sind,  so  hat  man  die  Einrichtung  eines  trag- 
baren Passageninstruments.  Bei  den  fest  aufgestellten,  gröfseren 
Instrumenten  fällt  dagegen  dieser  Azimutalkreis  fort,  und  die  Zapfen- 
lager der  Drehungsaxe  sind  an  zwei  steinernen  und  von  dem  Beob- 
achter isolirt  aufgestellten  Pfeilern  befestigt.  Das  eine  Zapfenlager 
ruht  dann  auf  Schrauben,  vermittelst  welcher  man  dasselbe  höher 
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oder  niedriger  stellen  kann,  um  die  Horizontalität  der  Drehungsare 
zu  berichtigen,    das   andere  Zapfenlager  läfst  sich  dag^en  durch 

Schrauben  parallel  mit  der  Ebene  des  Meridians  verschieben,  so- 

« 

dafs  man  hierdurch  das  Instrument  so  genau  als  möglich  in  den 
Meridian  bringen  kann. 

Das  eine  Ende  der  Axe  trägt  einen  Kreis,  welcher  bei  einem 
blos  zur  Beobachtung  der  Meridiandurchgänge  bestimmten  Instru- 
mente (Mittagsfernrohre  oder  Passageninstrumente)  zum  Auffindeu 
der  Sterne  dient.  Ist  der  Kreis  so  genau  getheilt,  dafs  man  damit 
auch  die  Meridianhöhen  der  Sterne  beobachten  kann,  so  heifst  das 
Instrument  ein  Meridiankreis.  Die  neueren  Instrumente  haben  der 
Symmetrie  wegen  einen  Kreis  auf  beiden  Seiten  der  Axe.  Mit- 
unter haben  diese  beiden  Kreise  eine  feine  Theilung,  gewöhnlich 
ist  aber  nur  einer  derselben  fein  getheilt  und  der  andere  nur  mit 
einer  rohen  Theilung  zur  Einstellung  des  Instruments  versehen. 
In  der  Folge  soll  der  Höhenkreis  des  Instruments  zuerst  aufser 
Acht  gelassen  und  dasselbe  als  blofses  Passageninstrument  be- 
trachtet werden. 

Die  ümdrehungsaxe  treffe  die  scheinbare  Himmelskugel  nach 
der  Seite  des  Kreisendes  zu,  welches  auf  der  Westseite  angenom- 
men wird,  in  einem  Punkte,  dessen  Höhe  über  dem  Horizonte  b 
und  dessen  Azimut  90^  —  Ä,  wo  die  Azimute  wie  gewöhnlich  von 
Süden  durch  Westen  herum  von  00  bis  3600  gezählt  werden.  Dann 
sind  die  drei  rechtwinkligen  Coordinaten  dieses  Punktes  in  Bezug 
auf  ein  Axensystem,  dessen  Axe  der  z  senkrecht  auf  der  Ebene 
des  Horizonts  ist,  während  die  Axen  der  x  und  y  in  der  Ebene 
desselben  liegen  und  zwar  so,  dafs  die  positive  Seite  der  Axen 
der  a?  und  y  respective  nach  dem  Süd-  und  dem  Westpuükte  ge- 
richtet ist: 

j?  =  sin  ö 

y  =  cos  &  cos  h 

a?.==  cos  b  sink* 

Nennt  man  dann  die  Declination  dieses  Punktes  w,  den  Stunden- 
winkel dagegen  90^  — m,  so  sind  die  Coordinaten  desselben,  bezogen 
auf  ein  Axensystem,  dessen  Axe  der  z  senkrecht  auf  der  Ebene  des 
Aequators  ist,  während  die  Axe  der  y  mit  derselben  Axe  des  vorigen 
Systems  zusammenfällt: 

z  =  sinn 

y  =  cos  n  cos  m 

x=  cosn  sin  w. 
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Da  nun  die  Axen  der  z  in  beiden  Systemen  den  Winkel  90® — <p 
mit  einander  bilden,  so  hat  man  die  Gleichungen: 

sin  n  =  sin  h  sin  ^  —  cos  6  sin  ik  cos  9? 
cos  n  sin  1»  =  sin  6  cos  <p  -f-  cos  ft  sin  Ä  sin  ^ 
cos  n  cos  m  =  cos  6  cos  X;. 

Diese  Gleichungen  ergeben  sich  auch  aus  der  Betrachtung  des 
Dreiecks  zwischen  dem  Pole,  dem  Zenith  und  dem  Punkte  Q,  in 
welchem  der  östliche  Theil  der  ümdrehungsaxe  verlängert  die  Him- 
melskugel trifft.  In  diesem  Dreieck  ist  nämlich  ZP=  90®  —  f», 
ZQ  =  90®  -h  6,  PQ  =  90®  -h  n  und  Winkel  PZQ  =  90®  —  Ä, 
ZPQ  =  90®  -h  w. 

Ist  das  Instrument  nahe  berichtigt,  sind  also  h  und  h  und 
ebenso  m  und  n  kleine  Gröfsen,  deren  Sinus  man  mit  dem  Bogen 
yertauschen  und  deren  Cosinus  man  gleich  Eins  setzen  kann,  so 
erhält  man  hieraus,  die  Näherungsformeln: 

n  =  6  sin  ^  —  Ä  cos  ^ 
w=  6  cos  ^  H-  jfc  sin  ^, 

oder  auch  die  umgekehrten  Formeln: 

6  =  n  sin  9>  4-  w  cos  f> 
Ä  =  —  n  cos  j?  +  w  sinf). 

Nimmt  man  nun  an,  dafs  die  Gesichtslinie  des  Fernrohrs  mit 
der  Seite  der  ümdrehungsaxe  nach  dem  Kreisende  zu  den  Winkel 
90®  -f-  c  bildet,  und  dafs  dasselbe  auf  ein  Object  gerichtet  ist,  dessen 
Declination  d  und  dessen  Rectascension  um  r  gröfser  als  die  des 
eidminirenden  Punktes  des  Aequators  ist,  sodafs  für  obere  Culmi- 
nationen  r  der  östliche  Stundenwinkel  des  Sterns  ist,  oder  die  Zeit, 
welche  der  Stern  braucht,  um  vom  beobachteten  Orte  zum  Meridiane 
zu  gelangen,  so  sind  die  Coordinaten  des  Sterns  in  Bezug  auf  die 
Ebene  des  Aequators,  wenn  die  Axe  der  x  im  Meridiane  angenom- 
men wird: 

Ä  =  sin  <?,  y  =  —  cos  ^  sin  t 
und: 

JJ  =  cos  ^  cos  T, 

oder,  wenn  man  die  Axe  der  x  in  der  Ebene  des  Aequators  senk- 
recht auf  der  ümdrehungsaxe  des  Instruments  annimmt: 

0  =  sin  ^,  y  =  —  cos  d  sin  (t  —  m) 
und: 

X  ==  cos  <J  cos  (r  —  w). 

Dann  ist  t  —  m  der  östliche  Stundenwinkel  vom  Meridiane  des 
Instruments  gerechnet,  d.  h.  die  Zeit,  welche  der  Stern  braucht,  um 
von  dem  beobachteten  Orte  in  den  Meridian  des  Instruments  zu  ge- 
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langen,  d.  h.  in  die  Ebene,  welche  senkrecht  auf  der  Umdrehungs- 
axe  steht. 

Denkt  man  sich  nun  ein  zweites  Coordinatensystem,  und  zwar 
die  Axe  der  x  mit  der  vorigen  zusammenfallend,  die  Axe  der  y 
dagegen  nicht  mehr  in  der  Ebene  des  Aequators,  sondern  parallel 
der  Umdrehungsaxe  des  Instruments,  so  wird: 

y  =  —  sin  c, 
und  da  die  Axen  der  z  in  beiden  Systemen  den  Winkel  n  mit  ein- 
ander bilden,  so  hat  man  nach  den  Formeln  für  die  Transformation 
der  Coordinaten: 

sin  c  =  —  sin  n  sin  eJ  4-  cos  n  cos  ^  sin  (t  —  m), 
Ist  die  Beobachtung  in  der  unteren  Culmination  gemacht,  so 
ist  T  nahe  gleich  180^.  Setzt  man  also  t=180-H-/,  so  bedeutet 
t'  auch  in  diesem  Falle  die  Zeit,  die  der  Stern  braucht,  um  vom 
beobachteten  Orte  in  den  Meridian  zu  gelangen.  Führt  man  diesen 
Werth  in  die  obige  Formel  ein  und  setzt  wieder  t  statt  t',  so  hat 
man  also  far  untere  Culminationen : 

sin  c  ==  —  sin  n  sin  4  —  cos  n  cos  <J  sin  (t  —  w). 
Für  untere  Culminationen  hat  man  also  nur  das  Zeichen  des 
zweiten  Gliedes  in  der  Formel  für  sin  c  zu  verändern;  man  kann 
daher  auch  als  allgemeine  Formel 

sin  c  =  —  sin  n  sin  <J  H-  cos  n  cos  d  sin  (r  —  m) 
nehmen  und  man  hat  dann  nur  für  untere  Culminationen  180®  —  ^ 
statt  ^  zu  nehmen.  Diese  Formeln  ergeben  sich  auch  aus  dem 
Dreiecke  zwischen  P,  Q  und  dem  Sterne  0,  in  welchem  die  Seiten 
P0  =  900  — ^,  pQ=900  4-w  und  OQ  =  900— c  sind  und  der 
Winkel  OPQ:=  900 -hm  —  r  für  obere  Culminationen  und  gleich 
90  ®  —  w  -h  T  für  untere  Culminationen  ist. 

Die  obige  allgemeine  Gleichung  giebt: 

cos  n  sin  (t  —  m)  =  sin  n  tang  ^  4-  sin  c  sec  ^,  (a) 

und  wenn  man  annimmt,  dafs  das  Instrument  nahe  berichtigt  ist, 
dafs  also  m,  n  und  c  kleine  Gröfsen  sind,  so  erhält  man  die 
Näherungsformel : 

r  =  m  +  n  tang  ^  H-  c  sec  ä. 

Dies  ist  die  von  Bessel  vorgeschlagene  Formel  zur  Berechnung 
der  Beobachtungen  am  Passageninstrumente. 

Ist  nun  T  die  ührzeit  der  Beobachtung  des  Sterns,  so  ist  die 
ührzeit,  zu  welcher  der  Stern  im  Meridiane  war  T  -h  t  und  wenn  ^t 
den  Stand  der  ühr  gegen  Sternzeit  bezeichnet,  so  ist  also  T-h  T-hA< 
die  Stemzeit,  zu  welcher  der  Stern  im  Meridiane  war.    Da  diese 
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gleich  der  Rectascension  des  Sterns  ist,  so  hat  man  also,  wenn 
man  dieselbe  mit  o.  bezeichnet: 

a=  T+A*4-mH-ntang<J-f-C8ec^. 

Kennt  man  also  A^  so  wie  die  Fehler  des  Instruments,  so  kann 
man  die  Rectascension  a  bestimmen,  und  umgekehrt  findet  man, 
wenn  die  Rectascension  des  Sterns  und  die  Fehler  des  Instruments 
bekannt  sind,  durch  die  Beobachtung  am  Passageninstrumente  den 
Stand  der  ühr. 

Man  kann  auch  r  durch  h  und  A:  ausdrücken,  indem  man  die 

früher  gefundenen  Ausdrücke  von  cos  n  sin  m,  cos  n  cos  m  und  sin  n 

in  Gleichung  (a)  substituirt.    Man  erhält  dann: 

_        -    .  .    ,  cos  £?   ,         ,    .    -  sin  j?  COS  -ä  ,     .  .       ,, . 

cos  0  cos  «  sin  T  =  sm  o 1  +  cos  o  sin  Ä r h  sm  c  sec  tf,      (o) 

cos  o  cos  <J 

wo  z  und  A  die  Zenithdistanz  und  das  Azimut  des  Sterns  sind. 
Wenn  aber  wieder  angenommen  wird,  dafs  6,  h  und  t,  also  auch  J., 
kleine  Gröfsen  sind,    so  wird  z  die  Meridian-Zenithdistanz  Z  und 

man  erhält: 

,  cos  j?    .    ,  sin  «  . 

T  =  0 r  4-  Ä r  -h  C  SCC  d» 

COS  d         COS  a 

Diese  Formel  heilst  die  Mayer'sche,  weil  sich  Tobias  Mayer 
derselben  zur  Reduction  seiner  Meridianbeobachtungen  bediente. 
Es  ist  dieselbe  Formel,  welche  vorher  aus  den  Formeln  für  das 
Azimutalinstrument  hergeleitet  wurde. 

Hansen  hat  noch  eine  dritte  Form  der  Gleichung  für  t  vor- 
geschlagen, welche  für  die  Rechnung  am  bequemsten  ist.  Addirt 
man  nämlich  die  beiden  Gleichungen: 

sin  n  tanff  c>  =  sm  ö cos  o  sm  k  sm  <p 

^  cos  ^  ^ 

und: 

cos  n  sin  w  =  sin  6  cos  ^  4-  cos  &  sin  fc  sin  fp, 

SO  findet  man: 

cos  n  sin  m  =  sin  h  sec  <p  —  sin  w  tang  <p 
und,  wenn  man  diesen  "Werth  von  cosw  sinm  in  die  Gleicliung  (a) 
substituirt,  so  erhält  man  die  Näherungsformel: 

T  =  &  sec  9>  4-  n  [tang  d  —  tang  ^]  +  c  sec  d. 
Die  gegebenen  Formeln  gelten  alle,  wenn  das  Kreisende  nach 
Westen  zu  liegt.  In  dem  Falle,  dafs  das  Kreisende  nach  Osten 
gerichtet  ist,  sei  die  Erhöhung  dieses  Endes  gleich  &',  dann  ist  die 
Erhöhung  des  westlichen  Endes  gleich  — V  (wo  also,  wenn  sich 
während  der  ümlegung  nichts  geändert  hat,  &  von  —  V  nur  wegen 
der   Ungleichheit   der  Zapfen   verschieden   ist)    und    der   Winkel, 
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welchen  die  Gesichtslinie  mit  dem  nach  Westen  gerichteten  Ende 
der  Axe  macht,  90®  —  c,  während  k  dasselbe  bleibt.  Man  hat  also 
for  diesen  Fall  nur  die  Zeichen  von  h  und  c  zu  ändern  und  es  ist 
nach  der  Mayer'schen  Formel 

für  obere  Culminationen: 

Kreis-Ende  West «  =  7+  A«  4-  6  £2i(^  +  jfc  ^^(9-^)  +  ^  ^ec  * 

COS  o  cos  ff 

Kreis-Ende  Ost  „  =  T-hÄ^-J'^^^fc!)  +  ^  «5i£^_c  sec<». 

COS  o  cos  <y 

Für  untere  Culminationen  hat  man  nur  1800  —  ^  statt  d  zu 
setzen,  sodafs  man  erhält: 

Kreis-Ende  West  a-h  12^  =  T+^t-\-b  ^^^^^"^^^ 

cos  d 

,   j  sin(^-f  <J)  - 

cos  a 

Kreis-Ende  Ost   a  4-  l2^  =  T^M-b'^^^  ^^^^^ 

cos  eJ 

+  *  —      .       +  c  sec  ^. 
cos  <y 

Hat  man  viele  Sterne  auf  einmal  zu  berechnen,  so  ist  die 
Mayer'sche  Form  nicht  die  bequemste,  sondern  man  wendet  dann 
mit  mehr  Vortheil  die  beiden  anderen  Formeln  an.  Wählt  man 
dann  die  Bessel'sche  Form,  so  hat  man 

n  tang  ^  4-  c  sec  <J 
an  jede  Beobachtung  anzubringen  und  erhält  dann  den  Uhrstaod 
gleich: 

a—  T—m. 
Bei  der  Hansen'schen  Formel  hat  man 

n  [tang  <J  —  tang  fp]  H-  c  sec  eJ 
anzubringen  und  erhält  dann  den  ührstand  gleich: 

a  —  T —  bsec^. 

19.  Die  Näherungsformeln  kann  man  nun  auch  direct  ab- 
leiten. Ist  das  Kreisende  im  Westen  und  um  h  über  dem  Hori- 
zonte, so  wird  das  Fernrohr  sich  nicht  im  Meridiane  bewegen, 
sondern  den  gröfsten  Kreis  ÄZ'B  Fig.  14  pag.  453  beschreiben. 
Hat  man  dann  den  Stern  0  beobachtet,  so  mufs  man  zu  der  Zeit 
der  Beobachtung  noch  den  Stundenwinkel 

r=OPO' 
addiren.    Es  ist  aber: 

.  sin  00' 

-  SmT= — -^r-  - 

cos  d 
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und: 
also  auch: 

Pig.  17. 


tang  00'  =  tang  b  cos  0'  Z  =  tang  b  cos  (^  —  <J), 

^  cos  (y  —  <^) 

cos^ 
Steht   ferner    das  Instrument   in  dem  Azimute  A;, 
so  wird  sich  das  Fernrohr  in  dem  Verticalkreise  ZÄ 
Fig.  17  bewegen.    Man  hat  aber  wieder,  wenn  0  der 
beobachtete  Stern  ist: 

sin  0  0' 


sin  0P0'  =  sin  T  = 


cos  <r 


und: 
mithin: 


tang  00'  =  tang  Je  sin  O'Z, 
cos  d 


Macht  endlich  die  Gesichtslinie  des  Fernrohrs  mit 
der  Seite  der  Axe  nach  dem  Kreisende  zu  den  Winkel 
900  -^  c,  so  wird  sich  dieselbe  in  einem  kleinen  Kreise 
parallel  mit  der  Ebene  des  Meridians  bewegen,  sodafs 
man  dann  zur  beobachteten  Zeit  den  Stundenwinkel: 

00' 


cos  <J 


=  csecd 


hinzuzulegen  hat  (s.  Fig.  15  pag.  453). 

Für  die  untere  Culmination  findet  man  die  Formeln  leicht  auf 
dieselbe  Weise. 

20.  Die  Gesichtslinie  des  Fernrohrs  des  Passageninstruments 
ist  wie  immer  durch  die  Richtung  vom  Mittelpunkte  des  Objectivs 
nach  der  Mitte  des  Fadenkreuzes  bestimmt.  Der  senkrechte  Faden 
stellt  dann  den  Meridian  dar,  und  an  ihm  werden  die  Durchgänge 
der  Sterne  beobachtet,  um  nun  aber  den  Beobachtungen  eine  gröfsere 
Sicherheit  zu  geben,  beobachtet  man  die  Antritte  der  Sterne  nicht 
allein  an  diesem  Mittelfaden,  sondern  man  hat  zu  jeder  Seite  des- 
gelben noch  eine  Anzahl  mit  demselben  paralleler  Fäden,  an  denen 
man  ebenfalls  die  Durchgänge  nimmt.  Damit  man  nun  die  Durch- 
gänge immer  an  denselben  Stellen  der  Fäden  beobachtet,  ist  noch 
ein  horizontaler,  also  gegen  die  vorigen  senkrechter  Faden  ein- 
gezogen, in  dessen  Kähe  man  die  Durchgänge  nimmt.  Diesen 
Faden  stellt  man  dadurch  genau  horizontal,  dafs  man  einen  dem 
Aequator  nahen  Stern  an  demselben  entlang  durch  das  Feld  gehen 
läfst   und  das  Fadenkreuz  mittelst  zweier  zu  dem  Zwecke  ange-« 
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brachten  Schrauben  so  lange  um  die  Axe  des  Fernrohrs  bewegt, 
bis  der  Stern  den  Faden  bei  seinem  Durchgange  durch  das  Feld 
nicht  mehr  verläfst.  Stehen  nun  die  Fäden  zu  beiden  Seiten  des 
Mittelfadens  immer  gleich  viel  von  demselben  ab,  so  wird  das  arith- 
metische Mittel  aus  den  Beobachtungen  an  allen  Fäden  die  Zeit  des 
Durchgangs  durch  den  Mittelfaden  sein.  Gewöhnlich  sind  aber  die 
Distanzen  der  Fäden  etwas  ungleich;  überdies  hat  es  ein  Interesse, 
aus  jedem  einzelnen  Faden  die  Zeit  des  Durchgangs  durch  den 
Mittelfaden  zu  erhalten,  indem  man  in  der  gröfseren  oder  gerin- 
geren üebereinstimmung  dieser  Zeiten  eine  Prüfung  der  Güte  der 
Beobachtungen  hat.  Man  mufs  daher  auch  die  an  den  einzelnen 
Seitenfäden  beobachteten  Durchgangszeiten  auf  den  Mittelfaden  redu- 
ciren  können,  und  dazu  also  die  Distanzen  der  Fäden  vom  Mittel- 
faden kennen.  Diese  Distanz  f  eines  Fadens  vom  Mittelfaden  ist 
aber  der  Winkel  am  Mittelpunkte  des  Objectivs,  welcher  von  der 
Richtung  nach  dem  Mittelfaden  und  von  der  nach  dem  Seitenfaden 
gebildet  wird.    Nun  war: 

sin  (t  —  m)  cos  n  =  sin  n  tang  ^  -h  sin  c  sec  <J. 

Hat  man  nun  an  einem  Seitenfaden  beobachtet,  so  ist  jetzt  der 
Winkel,  welchen  die  Richtung  von  der  Mitte  des  Objectivs  nach 
diesem  Seitenfaden  mit  der  Axe  •nach  dem  Kreisende  zu  macht, 
gleich: 

wo  f  positiv  oder  negativ  ist,  je  nachdem  der  Stern  früher  oder 
später  an  den  Seitenfaden  kommt  als  an  den  Mittelfaden.  Ist  dann  t 
der  östliche  Stundenwinkel  des  Sterns  zur  Zeit  seines  Durchgangs 
durch  den  Seitenfaden,  so  hat  man: 

sin (t'  —  m)  cos n  =  sin n tang d-\-%m{c  +  f)  sec ^, 

und,  wenn  man  von  dieser  Formel  die  erstere  abzieht: 

2  sin  i  (t  —  t')  cos  [|  (t'  -h  t)  —  w]  cos  n  =  2  sin  -J-/"  cos  [c  -+■  -J-/"]  sec  d. 

Ist  das  Instrument  nahe  berichtigt,  sodafs  c,  w,  und  t'  —  m  kleine 
Gröfsen  sind,  so  erhält  man  hieraus  die  folgende  Näherungsformel, 
wenn  man  die  Zeit  r — t',  welche  man  zur  Beobachtungszeit  an 
einem  Seitenfaden  hinzuzulegen  hat,  um  die  Durchgangszeit  durch 
den  Mittelfaden  zu  erhalten,  mit  t  bezeichnet: 

sin*=  sin/'sec^. 

Für  Sterne  in  grosser  Nähe  des  Pols,  für  welche  sec^  einen 
sehr   grofsen  Werth    hat,   mufs  man  sich  dieser  strengen  Formel 


*)  Siehe  Fig.  16  pag.  455,  wo  0  den  Mittelpunkt  des  Objectivs,  JKfden 
Ort  des  Mittelfadens  und  F  den  des  Seitenfadens  bezeichnet 
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bedienen.  Für  weiter  vom  Pol  entfernte  Sterne  reicht*  es  hin,  die 
Formel  in  eine  Reihe  zn  entwickeln  und  nur  die  ersten  Glieder  zu 
berechnen.  Man  erhält  aber,  wenn  man  mit  w  die  Zahl  206265 
bezeichnet: 

t  =  sin/'sec  dw-h^  sin/'  sec  d^  w 
woraus  t  in  Secunden  gefunden  wird.    Da  aber  auch,   wenn  f  in 
Secunden  ausgedrückt  ist: 


80  erhält  man  leicht: 


^"  ==  /"'  sec  d+-^J^%Qzd  tang  d\ 
oder  in  Zeitsecunden: 

wo  der  Logarithmus  des  numerischen  Factors  0 .  9451  —  10  ist. 
Ebenso  erhält  man  die  umgekehrte  Formel: 

/ätcos  (J!i  —  7; — öT^sin«^^/ 

Wenn  die  Sterne  dagegen  dem  Pole  nicht  nahe  sind,  reicht 
die  einfache  Formel 

t=f  sec  d 
hin,  da  z.  B.  for  /'==60»,  das  zweite  Glied  erst  bei  Declinationen 
von  über  720  merklich  wird. 

Will  man  die  Zeiten  des  Durchgangs  durch  den  Mittelfaden 
nicht  aus  den  einzelnen  Seitenfäden  haben,  so  kann  man  auch  ein- 
fach so  verfahren.  Sind  /*,  f\  f^\  etc.  die  Distanzen  der  auf  der 
Seite  des  Kreisendes  stehenden  Fäden,  9»',  9?",  ^"',  etc.  dagegen  die 
Distanzen  der  auf  der  andern  Seite  des  Mittelfadens  stehenden 
Fäden,  so  berechne  man  ein-  für  allemal: 

/    -T-/    -h/     ...— y  — y    —<p     ... 

n 
wo  n  die  Anzahl  aller  Fäden  ist.    Dann  hat  man  zu  dem  arith- 
metischen Mittel  aus  den  Beobachtungszeiten  an  allen  Fäden  die 
Gröfse 

±  a  sec  (J 
hinzuzulegen,  wo  das  obere  Zeichen  für  Kreisende  West,  das  untere 
für  Kreisende  Ost   gilt.     Für   untere  Culminationen   hat  man  die 
Zeichen  umgekehrt  zu  nehmen. 
Die  Gleichung 

sin*=  sin/*sec<J 
dient  auch  dazu,  die  Fädendistanzen  selbst  zu  bestimmen,  indem 
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man  die  Dufchgänge  eines  dem  Pole  nahen  Sterns  durch  die  Fäden 
beobachtet  und  dann 

f=smt  cos  d 

berechnet,  wo  t  der  Unterschied  der  Durchgangszeiten  durch  den 
Seitenfaden  und  Mittelfaden,  in  Bogen  verwandelt,  ist.  Auf  diese 
Weise  erhält  man  die  Werthe  der  Fädendistanzen  sehr  genau.  Für 
den  Polarstem  z.  B.  ist 

coß  ^  =  0.02609, 
also  bringt  ein  Fehler  von  einer  Zeitsecunde  in  dem  Unterschiede 
der  Durchgangszeiten  erst  einen  Fehler  von  etwa  0* .  03  Zeit  in  der 
Fädendistanz  hervor. 

Gaufs  hat  eine  andere  Methode,  die  Abstände  der  Fäden  in 
Femröhren  zu  bestimmen,  vorgeschlagen. 

Da  nämlich  Strahlen,  welche  parallel  auf  das  Objectiv  eines 
Femrohres  fallen,  in  dem  Brennpunkte  desselben  vereinigt  werden, 
so  treten  nach  dem  Reciprocitätsgesetze  des  Lichts  Strahlen, 
welche  von  einem  im  Brennpunkte  des  Objectivs  befindlichen  leuch- 
tenden Punkte  kommen,  parallel  aus  dem  Objective  aus.  Gehen 
die  Strahlen  von  verschiedenen  Punkten  aus,  welche  alle  dem  Brenn- 
punkte nahe  liegen,  so  sind  dieselben  nach  ihrem  Durchgange  durch 
das  Objectiv  gegen  einander  so  geneigt,  wie  die  von  jenen  Punkten 
nach  dem  Mittelpunkte  des  Objectivs  gezogenen  geraden  Linien. 
Stellt  man  nun  vor  dem  Objectiv  des  Fernrohrs  ein  zweites  auf, 
durch  welches  man  Gegenstände,  die  unendlich  weit  entfernt  sind, 
deren  Strahlen  also  das  Objectiv  parallel  treffen,  deutlich  sieht,  so 
wird  man  durch  dies  zweite  Fernrohr  einen  im  Brennpunkte  des 
ersteren  befindlichen  leuchtenden  Punkt  deutlich  sehen.  Ist  daher 
im  Brennpunkte  des  ersteren  Fernrohrs  ein  System  von  Fäden, 
wie  im  Mittagsferarohre,  angebracht,  so  sieht  man  dasselbe  durch 
das  zweite  Fernrohr  deutlich,  wenn  die  Fäden  nur  gehörig  be- 
leuchtet sind.  Dies  kann  man  aber  immer  einfach  dadurch  bewir- 
ken, dafs  man  das  Ocular  des  ersteren  Fernrohrs  gegen  den  Hinmiel 
oder  irgend  einen  hellen  Gegenstand  richtet.  Ist  dann  das  zweite 
Fernrohr  mit  einem  Winkelinstrumente  verbunden,  durch  welches 
man  horizontale  Winkel  messen  kann,  so  kann  man  damit  die 
scheinbare  Gröfse  des  Abstandes  der  Fäden  ebenso  wie  andere 
Winkel  messen. 

Um  das  Fadenkreuz  genau  in  den  Brennpunkt  des  Objectivs 
zu  bringen,  ändert  man  zuerst  die  Stellung  des  Oculars  gegen  das 
Fadenkreuz  so  lange,  bis  man  dasselbe  vollkommen  scharf  sieht. 
Dann  ist  das  Fadenkreuz  in  dem  Brennpunkte  des  Oculars.    Darauf 
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stellt  man  das  Fernrobr  auf  einen  Stern  ein  und  ändert  die  Stellung 
des  ganzen,  das  Fadenkreuz  und  das  Ocuiar  enthaltenden  Theils 
des  Instruments  so  lange  gegen  das  Objectiv,  bis  man  den  Stern 
deutlich  sieht.  Ist  dies  der  Fall,  so  ist  das  Fadenkreuz  im  Brenn- 
punkte. Um  sich  vollkommen  davon  zu  überzeugen,  stellt  man 
einen  Faden  auf  ein  sehr  entferntes  irdisches  Object  ein  und  be- 
wegt das  Auge  vor  der  Ocularöffnung  nach  rechts  oder  links. 
Dann  darf  das  Bild  des  Objects  das  Fadenkreuz  nicht  verlassen. 
Ist  dies  aber  nicht  der  Fall,  so  ist  es  ein  Zeichen,  dafs  das  Faden- 
kreuz nicht  genau  im  Brennpunkte  steht,  und  zwar  steht  dasselbe  zu 
weit  vom  Objectiv,  wenn  bei  der  Bewegung  des  Auges  das  Auge 
und  das  Bild  des  Gegenstandes  sich  nach  derselben  Seite  vom  Faden- 
kreuze entfernen.  Gehen  aber  das  Auge  und  das  Bild  nach  ver- 
schiedenen Seiten,  so  ist  das  Fadenkreuz  dem  Objective  zu  nahe.*) 

Den  20sten  Juni  1850  wurde  der  Polarstem  bei  seiner  untern 
Gulmination  an  dem  Passageninstrumente  der  Bilker  Sternwarte 
beobachtet,  und  es  wurden  die  folgenden  Durchgangszeiten  durch 
die  einzelnen  Fäden  erhalten: 

Kreis  West. 

I  n  lu  IV  V 

131»  32"»  78         19m  48         W  5"»  78         52m  78         12h  38m  98 . 
Es  waren  also  die  Unterschiede  der  Zeiten: 

i-m  II- in  in-iv  in-v 

27™  08  13"  578  13m  08  26«*  588 . 

Da  die  Declination  des  Polarsterns  an  dem  Tage 

88«  30'  18". Ol 
war,  so  findet  man  durch  die  Formel 

f  ==  sin  <  cos  ^ 
die  folgenden  Werthe  der  Fädendistanzen  for  den  Aequator: 
1—121=428.17,  11-121=218.84,  IZr—I7=  208.34,  121— F==  428.12. 
An  demselben  Tage  wurde  der  Stern  17  Ursae  majoris  beobachtet: 

in  ni  IV      V 

1?  Urs.  maj.    Obere  Culm.     18.5      50.3      13^  41™  248.3      56.0      30.0. 


*)  Besser  noch  beobachtet  man  hierzu  den  Polarstem  in  der  Nähe  des 
Fadenkreuzes.  Da  übrigens  die  Fädendistanzen  nur  so  lange  dieselben  blei- 
ben, als  die  Entfernung  des  Fadenkreuzes  Yon  der  Mitte  des  Objectiys  nicht 
geändert  wird,  so  mufs  man  das  Fadenkreuz  vor  der  Bestimmung  der  Fäden- 
distanzen genau  in  den  Brennpunkt  des  Femrohrs  bringen  und  dami  unyer^ 
rückt  in  dieser  Stellung  lassen. 

Brunnow,  sphärische  Astronomie.    4.  Aufl.  31 
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Die  Declination  des  Sterns  ist  500  4'.  Damit  erhält  man  also 
die  Fädendistanzen  nach  der  Formel: 

^  =  ^  sec  ^ 
I—iri« 66». 70,  ZT— 121=  34«. 02,  111-17=31», 69,  HZ— F=  65». 62. 

Da  der  Stern  zuerst  an  den  ersten  Faden  trat,  so  hat  man 
die  Fädendistanzen  zu  den  Beobachtungen  an  den  beiden  ersten 
Fäden  zu  addiren  und  von  den  Beobachtungen  an  den  beiden 
letzten  Fäden  abzuziehen;  man  erhält  also  aus  den  Beobachtungen 
der  einzelnen  Fäden: 


13h  41« 

24« 

.20 

24 

.32 

24 

.30 

24 

.31 

24 

.38 

13h  4im  24» .  30. 

Das  Mittel  aus  allen  Fädendistanzen  für  den  Aequator,  wenn 
man  dieselben  für  Faden  I  und  II  (die  auf  der  Seite  des  Kreis- 
endes stehen)  positiv,  für  Faden  IV  und  F  negativ  nimmt,  ist: 

a  =  +0».31. 
Nimmt  man  nun  das  Mittel  aus  den  Beobachtungen  des  Sterns 
1^  Ursae  majoris  an  den  einzelnen  Fäden,  so  erhält  man: 

13»»  41«  23». 82, 

und  wenn  man  dazu  die  Gröfse 

a8ec<y= +0».48 

legt  und  zwar  mit  dem  positiven  Zeichen,  weil  der  Stern  bei  Kreis 
West  beobachtet  wurde,  so  findet  man  für  die  Durchgangszeit  durch 
den  Mittelfaden  im  Mittel  aus  allen  Fäden  wie  vorher: 

13h  41"»  24» .  30. 

21.  Hat  das  Gestirn  eine  eigene  Bewegung,  so  mufs  hierauf 
bei  der  Reduction  von  dem  Seitenfaden  auf  den  Mittelfaden  Rück- 
sicht genommen  werden.  Da  aber  ein  solches  Gestirn  auch  einen 
mefsbaren  Durchmesser  und  eine  Parallaxe  hat,  so  soll  jetzt  der 
allgemeine  Fall  betrachtet  werden,  dafs  man  den  Rand  eines  sol- 
chen Gestirns  an  einem  Seitenfaden  beobachtet  hat  und  daraus  die 
Durchgangszeit  des  Mittelpunkts  des  Gestirns  durch  den  Meridian- 
faden herleiten  will. 

Es  war  vorher  die  Gleichung  gefunden,  welche  für  Kreis 
West  gilt: 

sin  c  =  —  sinn  sin  ^  +  cos  n  cos  d sin  (t—  m). 

Ist  nun  das  Gestirn  an  einem  Seitenfaden  beobachtet,  dessen 
Distanz  vom  Mittelfaden  f  ist   und   wo  f  positiv   zu  nehmen  ist, 


j 


483 

wenn  sich  der  Faden  auf  der  Seite  des  Ereisendes  befindet,  so 
hat  man  wie  vorher  c  4-  /*  statt  f  zu  setzen.  Wenn  man  aber  nicht 
den  Mittelpunkt,  sondern  den  einen  Rand  eines  Gestirns  beobach- 
tet, dessen  scheinbarer  Halbmesser  V  ist,  so  hat  man  in  der  vorigen 
Gleichung 

statt  c  zu  nehmen,  wo  das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  der  voran- 
gehende, das  untere,  wenn  der  nachfolgende  Rand  beobachtet  ist.*) 
Ist  dann  6  die  Sternzeit  des  Antritts  an  den  Faden  und  a'  die 
scheinbare  Rectascension  des  Gestirns,  so  ist  der  östliche  Stunden- 
winkel 

und  man  hat  daher,  wenn  ^  die  scheinbare  Declination  des  Ge- 
stirns bezeichnet,  die  folgende  Gleichung: 

sin  [c  +  /*±  Ä']  =  —  sin n  sin  «^  4-  cos  n  cos  &  sin  \a!  —  0  —  w], 
wo  das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  man  den  dem  Mittelpunkte  vor- 
angehenden, das  untere,  wenn  man  den  nachfolgenden  Rand  beob- 
achtet hat.  Bezeichnet  man  mit  A  die  Entfernung  des  Gestirns  vom 
Beobachter,  wobei  als  Einheit  die  Entfernung  vom  Mittelpunkt  der 
Erde  zum  Grunde  liegt,  so  hat  man  auch: 
A  sin  [c  -H/'i  Ä']  =  —  A  sin  n  sin  d^ 

—  A  cos  n  cos  m  cos  &  sin  (8  —  af) 

—  A  cos  n  sin  m  cos  &  cos  (6  —  a'\ 
oder  da 

c,  n,  w,  /,  Ä', 

also  auch  9  —  «'  kleine  Gröfsen  sind,  deren  Sinus  man  mit  dem 
Bogen  vertauschen  und  deren  Cosinus  man  gleich  Eins  setzen  kann; 
A  cos  ^  («'—  e)  =  H-  A/i  AÄ'  4-  wA  cos  <?'  +  nA  sin  ^  +  cA- 
Die  scheinbaren  Gröfsen  kann  man  nun  durch  geocentrische 
ausdrücken.  Man  erhält  nämlich  nach  den  Formeln  (a)  in  No.  4 
des  dritten  Abschnitts,  wenn  man  statt  der  Entfernung  vom  Mittel- 
punkte der  Erde  die  Horizontalparallaxe  einführt: 

A  cos  d^  cos  a'  =  cos  <?  cos  a  —  ^  sin  tt  cos  ^'  cos  6 
A  cos  ^  sin  a'  =  cos  <y  sin  a  —  p  sin  tt  cos  f>'  sin  0 
A  sin  ^  =  sin  ^  —  p  sin  n  sin  ^', 

woraus  man  leicht  findet: 

A  cos  &  cos  (0  —  a')  =  cos  $  cos  (0 — a)  —  p  sin  n  cos  f>' 
A  cos  &  sin  (0  —  a!)  =  cos  d  sin  (0 —  a) 

*)  Hätte  man  nämlich  den  vorangehenden  Rand  am  Mittelfaden  beob- 
achtet, so  würde  der  Mittelpunkt  an  einem  Seitenfaden,  dessen /'=-|-Ä'  wäre, 
in  dem  Augenblicke  beobachtet  sein. 

31* 
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oder,  wenn  6  —  «  ein  kleiner  Winkel  ist: 

A  cos  &  (0— «0  —  cos  ^(0— a) 

A  cos  ^  =  cos  <>  —  p  sin  w  cos  ^' 

Asin^  =  sin  ^  —  ^  sin»  sin  ^'. 

Ans  den  beiden  letzten  Gleichungen  erhält  man  noch  mit  einer 
für  diesen  Fall  vollkommen  genügenden  Annäherung: 

A  ==  1  —  /o  sin  TT  cos  (fp'  —  ^). 

Zuletzt  hat  man  noch,   wenn   man   mit   A   den   wahren,    aus 

dem  Mittelpunkte   der   Erde   gesehenen   Halbmesser   des  Gestirns 

bezeichnet: 

AV=Ä. 

Substituirt  man  nun  diese  Ausdrücke  für  die  scheinbaren  Gröfsen 
in  die  oben  gefundene  Gleichung  far: 

A  cos  &  {a!  —  e), 
so  erhält  man: 

cos  ^  (a— 6)  =  /"[l  —  p  sin  tt  cos  (f>'  —  (J)]  ±  ä 

-¥  [cos  d  —  /o  sin  TT  cos  $?']  [wi  4-  n  tang  ^  +  c  sec  (f  ] 

oder 

.      Ä  .  1  —  ^  sin  TT  cos  (f?' —  d) 

a  =  tJ3: -f-/' 

cos  ö  cos  <y  ,  . 

[i-i  W 

1  —  /t>  sin  w  — ^    [w  4-  n  tang  ^ +c  sec  (J*], 

wo  im  letzten  Gliede  ^  statt  ^  beibehalten  ist,  weil  dasselbe  in 
dieser  Form  bequemer  ist.  Die  scheinbare  Declination  ^  kann 
man  nämlich  immer  mit  einer  hier  völlig  genügenden  Genauigkeit  an 
dem  Einstellungskreise  des  Instruments  ablesen.  Ist  dies  nicht  der 
Fall,  so  mufs  man  auch  im  letzten  Gliede  die  wahren  geocen- 
trischen  Gröfsen  anwenden.  Es  ist  aber  .  das  letzte  Glied  in  der 
Gleichung  für  A  cos  «J*  (a'  —  d): 

+  wiA  cos  ^  +  nA  sintJ'  +  cA. 
Setzt  man  hier  für  A  cos  ^',  A  sin  ^  und  A  die  vorher  gefun- 
denen Ausdrücke  und  führt  dann  folgende  Bezeichnungen  ein: 

m'  =  w  —  c  cos  $p'  />  sin  TT 
n'  =  n  —  c  sin  ^'  /o  sin  w 
c*  =^  c  —  [w  cos  ^'  4-  n  sin  ^T  p  sin  w , 

so  werden  die  drei  Glieder  jetzt: 

cos  d  \m*  4-  n'  tang  eJ  4-  c'  sec  <J], 
mithin: 

^-1,    ^      t   ^  1  —  i0  8in7rcos(y'  — ^)   ,      i   .     <.        *  ,     <       *  /x\ 

a  =  0  =fc '  4-  r ^- -r-^ 4-  w'  4-  n'  tang  d-\-c  sec  d.  (fi) 

cos  <J  cos  <J  ® 

Hat  nun  das  Gestirn  eine  eigene  Bewegung,  so  erhält  man  die 
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Zeit,  zu  welcher  das  Gestirn  im  Meridiane  war,  aus  der  beobach- 
teten Dnrchgangszeit  0  durch  einen  Seitenfaden,  wenn  man  zu  6 
die  Zeit  hinzulegt,  die  das  Gestirn  braucht,  um  den  Stundenwinkei 
—  ^  zu  durchlaufen.  Diese  Zeit  ist  aber  gleich  diesem  Stunden- 
winkel selbst  dividirt  durch  1  —  X,  wenn  X  die  Zunahme  der 
Rectascension  in  Zeit  in  einer  Secunde  Sternzeit  bedeutet.     Setzt 

man  nun: 

1  —  ^  sin  TT  cos  (y>'  —  d) -- 

(1  —  >l)  cos  <T  ""    ' 

SO  wird  also  die  Reduction  auf  den  Meridian: 


_  .  h rfjpi   w'  -4-  n'  tang  d-^c'  sec  d 

"~(1  —  >l)cosej"*"^"^  1  —  >l 


oder  auch: 
h 


(1  —  X)  cos  d 


t  ^tp  ,    1 — io  sin  TT  cos  cp' sec  ^  r      ,      ^       ^,  ,  ^n 

H-AFH ^ — \  ^  2    [wi-f-ntang<J  -f-csec<JJ. 


%  sec  S 
Läfst  man  das  Glied  ,  __  ,  fort,    so  erhält  man  die  Zeit  der 

€ulmination  nicht  für  den  Mittelpunkt,  sondern  für  den  beobach- 
teten Rand.  Läfst  man  dagegen  auch  im  letzten  Gliede  den 
Nenner  1  —  X  fort,  so  gilt  die  Rectascension  des  Randes  des  Ge- 
stirns, welche  man  durch  die  auf  diese  Weise  gefundene  Stemzeit 
der  Culmination  erhält,  nicht  für  die  Zeit  der  Culmination  selbst, 
sondern  für  die  beobachtete  Zeit  des  Durchgangs  durch  den  Mittel- 
faden.   Da 

1  —  ^  sin  TT  cos  ^'  sec  d^ 
inmier  nur  wenig  von  der  Einheit  verschieden  ist,   so  kann  man 
xmter  der  Voraussetzung,  dafs  m,  n  und  c  sehr  klein  sind,  diesen 
Factor  auch  mit  1  vertauschen.*) 

In  den  Tabulis  Regiomontanis  hat  nun  Bessel  eine  Tafel  ge- 
geben, welche  die  Berechnung  der  Gröfse  F  für  den  Mond,  auf 
welchen  das  Vorige  hauptsächlich  Anwendung  findet,  erleichtert. 
Diese  Tafel  giebt  nämlich  den  Logarithmen  von 

1  —  /o  sin  TT  cos  (^'  —  (J) 

mit  dem  Argumente: 

log  p  sin  TT  cos  (fp'  —  d), 

und  das  Complement  der  Logarithmen  von  1  —  X  mit  dem  Argumente 

der  Aenderung  der  Rectascension  in  12  Stunden  mittlerer  Zeit.    Eine 

andere  Tafel  giebt  den  Logarithmus  von  F  für  die  Sonne  und  die 

h 
Gröfse   .,  ___  .X T,  beide  für  jeden  Tag  des  Jahres. 


*)  Vergl.  über  das  Vorige:  Bessel,  Tabulae  Regiomontanae  pag.  LIL 
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Hat  man  übrigens  ein  Gestirn,  welches  eine  eigene  Bewegung 
hat,  an  allen  Fäden  beobachtet  und  stehen  diese  in  nahe  gleichen 
Abständen  zu  beiden  Seiten  des  Mittelfadens,  so  braucht  man  den 
Werth  F  nicht  zu  kennen,  indem  man  einfach  das  Mittel  der  Fäden 
nimmt  und  dazu  die  kleine  Correction  legt,  welche  von  der  Un- 
gleichheit der  Fäden  abhängt. 

Beispiel.  Am  13ten  Juli  1848  wurden  in  Bilk  die  Antritte 
des  ersten  Mondrands  an  die  fünf  Fäden  des  Passageninstruments 
bei  Kreis  West  beobachtet: 

I  17»>25°»42«.9 

U  26      5.0 

m  28  .8 

IV  51  .0 

y  27    14  . 8. 

Die  Distanzen  der  Fäden  sind  im  Mittel  aus  vielen  Beob- 
achtungen: 

I    428.23      II    218.96      IV    208.32      V    428.30. 
Um   nun   aus   den  einzelnen  Fäden  die  Zeit  des  Durchgangs 
durch  den  Mittelfaden  zu  haben,    ist   zuerst  F  zu  berechnen.    Es 
war  aber  an  dem  Tage: 

(r  =  — 180 10'.  6, 
die  Aenderung  der  Rectascension  in  einer  mittleren  Stunde: 

1298.8,  r  =  55' 11". 0,  Ä  =  608. 15; 

ferner  ist  far  Bilk: 

^'  =  50«  1'.  2,  log  /o  =  9 .  99912. 

Da  nun  eine  Stunde  mittlere  Zeit   gleich  3609^  86   Stemzeit,  so 
erhält  man: 

il  =  0.03596, 
und  damit: 

F=  0.03565. 
Multiplicirt   man   mit    diesem  Factor   die  Fädendistanzen,  so 
werden  diese: 

458.84      238.84      228.06      458.92. 
Es  werden  also  die  Durchgangszeiten  durch  den  Mittelfaden 
aus  den  einzelnen  Seitenfäden: 


17h  26« 

1  288 

.74 

28 

.84 

28 

.80 

28 

.94 

28 

.88 

im  Mittel     17»»  26"  288.84. 
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Das  Glied 

A 


^1  —  X)  cos  ^ 

wird  gleich 

4-  65» .  67, 

also  wird  die  Zeit  des  Durchgangs    des  Mittelpunkts  des  Mondes 
durch  den  Mittelfaden: 

17»»  27"^  34». 51. 

An  dem  Tage  war  nun  h  und  Jc^  also  auch  m  und  i»  =  0,  aber: 

c  =  +  08.09. 

Nimmt  man  daher  den  Factor 

1  —  /t>  sin  TT  cos  ^'  sec  d^ 

gleich  1,  so  erhält  man  die  Zeit  des  Durchgangs  des  Mittelpunkts 
des  Mondes  durch  den  Meridian  gleich: 

17h  27°»  348 .  60. 

Ist  die  Parallaxe  des  Gestirns  gleich  Null  oder  doch  sehr  klein, 
wie  z.  B.  bei  der  Sonne,  so  wird  die  Formel  für  die  Reduction  auf 
den  Meridian  einfacher.    Dann  wird  nämlich: 

P^  1 

(1  —  X)  cos  d' 

Gewöhnlich  beobachtet  man  bei  der  Sonne  auch  die  Antritte 

der  beiden  Ränder  an  die  einzelnen  Fäden,  und  nimmt  dann  zuletzt 

das  Mittel  aus  den  Beobachtungen  beider  Ränder,  sodafs  man  das 

Glied  — nicht  weiter  zu  berechnen  hat. 

(1  —  Ä)  cos  a 

22.  Es  ist  nun  noch  zu  zeigen,  wie  man  die  Fehler  des 
Passageninstruments  durch  die  Beobachtungen  bestimmt. 

Zuerst  muTs  man  das  Instrument  nahe  zu  berichtigen  suchen 
nach  den  in  No.  5  des  vierten  Abschnitts  gegebenen  Methoden. 
Der  Fehler  der  Neigung  kann  dann  durch  das  Niveau  nach  No.  1 
dieses  Abschnitts  genau  bestimmt  werden,  nachdem  man  die  Un- 
gleichheit der  Zapfen  durch  wiederholte  Nivellirungen  in  beiden 
Lagen  des  Instruments  ermittelt  hat.  Man  kann  die  Neigung  der 
Axe  der  Zapfen  auch  durch  directe  und  reflectirte  Beobachtungen 
eines  dem  Pole  nahen  Sternes  bestimmen,  z.  B.  des  Polarsterns. 
Beobachtet  man  nämlich  einen  solchen  Stern  an  mehreren  Fäden 
und  nennt  T  das  Mittel  aller  auf  den  Mittelfaden  reducirten  An- 
trittszeiten, so  hat  man  nach  dem  Vorigen  für  die  obere  Culmination 
die  Gleichung: 
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/r  •   A  A  •    .  COS «    ,    ,   sin  5  _,  - 

cos  a         cosa 

wo  für  Kreisende  West  i  =  &,  für  Ereisende  Ost  i  =  —  b\  wenn 
h  und  6'  die  Erhöhung  des  Ereisendes  in  beiden  Lagen  bezeichnet. 
Beobachtet  man  dagegen  den  Stern  von  einem  künstlichen  Horizonte 
reflectirt,  wo  also  die  Zenithdistanz  180^  —  2r  ist,  so  hat  man,  wenn 
man  das  Mittel  der  auf  den  Mittelfaden  reducirten  Antrittszeiten 
mit  r  bezeichnet: 

T'  1    A  i       .  cos «    ,   ,   sin  Ä?  _,  - 

a  =  r  4-  A*  —  » ;  -4-  k r  ±  c  sec  d. 

cos  a  cos  d 

woraus  sich  ergiebt: 

.      T—  T     cos  ^ 

2  cos  / 

Wegen  des  kleinen  Factors  cos  ^  kann  i  durch  solche  Beob- 
achtungen mit  grofser  Genauigkeit  bestimmt  werden. 

Um  nun  den  Fehler  c  zu  finden,  beobachtet  man  denselben 
Stern  bei  Kreis  West  und  Ereis  Ost,  und  zwar  wählt  man  hierzu 
ebenfalls  immer  einen  dem  Pole  sehr  nahen  Stern,  a,  ^  oder  X  ürsae 
minoris,  einmal  weil  man  bei  anderen,  sich  schneller  bewegenden 
Sternen  keine  Zeit  hat,  um  das  Instrument  zwischen  den  Beobach- 
tungen der  einzelnen  Fäden  umzulegen,  dann  aber  auch,  weil  far 
solche  Sterne  der  Coefficient  sec  <^  von  c  sehr  grofs  ist,  also  Fehler 
in  den  beobachteten  Zeiten  nur  einen  kleinen  Einflufs  auf  die  Be- 
stimmung von  c  haben.  Beobachtet  man  nun  den  Stern  bei  Kreis 
West  an  einigen  Fäden,  so  hat  man,  wenn  t  die  hieraus  im  Mittel 
gefundene  Durchgangszeit  durch  den  mittleren  Faden  bezeichnet, 
die  schon  wegen  der  Neigung  corrigirt  ist: 

a  =  t  +  M-hk ^^^  ^^  7      +  c  sec  <J. 

cos  tf 

Legt  man  das  Instrument  um  und  beobachtet  wieder  denselben 

Stern  bei  Kreis  Ost  an  einigen  Fäden,    so  ist,   wenn  f  jetzt  das 

Mittel    der   auf  den  mittleren  Faden  reducirten  Beobachtungszeiten 

bezeichnet,  und  zwar  wieder  wegen  der  Neigung  corrigirt: 

^,   ,    .  .   ,   ^  sin(f)  — ^)  ^ 

a  =  t  -f-A^  +  Ä; — ^   ^      —  c  sec  d, 

cos^ 

Aus  beiden  Gleichungen  erhält  man  daher: 

t'-t       ^ 
c  =  — ^r-  cos  a. 

Hat  man  in  der  Richtung  des  Meridians  im  Horizonte  des 
Femrohrs  ein  sehr  entferntes  irdisches  Object  (Meridianzeichen), 
an   welchem  eine  Scala  angebracht  ist,    so  kann  man  auch,    wenn 


I 

j 
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man  die  Gröfse  der  einzelnen  Scalentheile  in  Secunden  kennt, 
durch  die  Beobachtung  des  Objects  in  beiden  Lagen  des  Kreises, 
den  CoUimationsfehler  finden,  da  derselbe  gleich  der  Hälfte  der 
zwischen  dem  Mittelfaden  in  beiden  Beobachtungen  befindlichen 
Scalentheile  ist.  Besser  ist  zu  diesem  Zwecke  noch  ein  Collimator. 
Ist  das  Femrohr  aufser  den  verticalen  Fäden,  die  zur  Beobachtung 
der  Antritte  der  Sterne  dienen,  noch  mit  einem,  denselben  parallelen, 
beweglichen  Mikrometerfaden  versehen,  dessen  jedesmalige  Stellung 
abgelesen  werden  kann,  indem  die  Theile  einer  Umdrehung  der 
Mikrometerschraube  am  Schraubenkopfe,  die  ganzen  Umdrehungen 
dagegen  durch  eine  am  Ocularkopfe  befindliche  Scale  gegeben  wer- 
den, so  kann  man  das  Femrohr  iü  beiden  Lagen  des  Instruments 
auf  das  Fadenkreuz  des  CoUimators  richten  und  den  beweglichen 
Faden  mit  diesem  Fadenkreuze  zur  Coincidenz  bringen.  Liest 
man  dann  in  den  beiden  Lagen  für  den  beweglichen  Faden  die 
Stellungen  a  und  b  ab,  so  sieht  man  leicht,  dafs  i(a-hh)  diejenige 
Stellung  des  beweglichen  Fadens  ist,  in  der  die  Linie  von  dem- 
selben nach  dem  Mittelpunkte  des  Objectivs  senkrecht  auf  der 
Umdrehungsaxe  des  Fernrohrs  ist.  Beobachtet  man  daher  auch 
die  Coincidenz  des  beweglichen  Fadens  mit  dem  Mittelfaden  und 
hat  dafür  die  Ablesung  C,  so  ist  C — i{a-hh)  oder  ^(a-H&)  — C 
der  CoUimationsfehler,  und  das  Zeichen  desselben  ist  positiv  zu 
nehmen ,  wenn  der  bewegliche  Faden  in  der  Stellung  i{a-hh) 
vom  Mittelfaden  nach  der  dem  Kreisende  entgegengesetzten  Seite 
absteht. 

Hat  man  zwei  einander  gegenüberstehende  CoUimatoren,  einen 
im  Norden,  den  andern  im  Süden  des  Fernrohrs,  so  kann  man 
auch  den  CoUimationsfehler  mittelst  dieser  ohne  Umlegung  des 
Fernrohrs  finden.  Richtet  man  nämlich  die  beiden  CoUimatoren 
auf  einander*)  und  bringt  die  Fadenkreuze  zur  Coincidenz,  so  sind 
die  Axen  der  beiden  CoUimatoren  parallel.  Richtet  man  dann  das 
Femrohr  des  Kreises  nach  einander  auf  die  beiden  CoUimatoren, 
bringt  in  jeder  Lage  den  beweglichen  Faden  zur  Coincidenz  mit 
dem  Fadenkreuze  des  CoUimators  und  liest  wieder  in  beiden  Lagen 


*)  Damit  dies  möglich  ist,  wenn  die  CoUimatoren  im  Horizonte  des 
Instruments  aufgestellt  sind,  werden  nach  Airy's  Vorschlage,  wie  schon  bei 
der  Bestimmung  der  Biegung  erwähnt  war,  in  dem  Würfel  der  Axe  zwei 
einander  gegenüberstehende  Oeffhungen  angebracht,  durch  die  hindurch  man 
bei  verticaler  Stellung  des  Instruments  die  beiden  CoUimatoren  auf  einander 
richten  kann. 
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für  die  Stellungen  des  beweglichen  Fadens  a  und  b  ab,  so  ist  wie 
vorher  ^  (a  -h  &)  —  C  oder  G  —  ^  (a  -4-  6)  der  Collimationsfehler, 
und  man  entscheidet  über  das  Zeichen  desselben  wie  vorher. 

Eine  andere  Methode  zur  Bestimmung  des  CoUimationsfehlers 
setzt  den  Gebrauch  des  Collimations-Oculars  voraus.  Zu  dem  Ende 
stellt  man  unter  das  nach  dem  Nadir  gerichtete  Femrohr  einen 
künstlichen  Horizont,  wozu  man  sich  gewöhnlich  einer  mit  Queck- 
silber gefüllten  Schaale,  oder  eines  sogenannten  Quecksilberhorizonts 
bedient*),  weil  sich  die  Oberfläche  desselben  von  selbst  horizontal 
stellt.  Fällt  nun  die  Collimationslinie  des  Femrohrs  nicht  mit  der 
Verticalen  zusammen,  so  wird  man  neben  dem  Mittelfaden  ein  ge- 
spiegeltes Bild  desselben  erblicken,  dessen  Abstand  vom  Faden 
gleich  der  doppelten  Abweichung  der  Collimationslinie  von  der 
Verticalen  ist,  die  theils  von  dem  Collimationsfehler,  theils  von 
der  Neigung  der  Axe  herrührt.  Diese  Abweichung  kann  man 
dann  leicht  finden  dadurch,  dafs  man  den  Abstand  des  gespie- 
gelten Bildes  vom  Mittelfaden  mittelst  des  beweglichen  Fadens 
mifst**).  Hierzu  ist  es  am  Besten,  den  beweglichen  Faden  zuerst 
so  zu  stellen,  dafs  der  Mittelfaden  genau  zwischen  seinem  reflectirten 
Bilde  und  dem  beweglichen  Faden  steht,  dann  aber  so,  dafs  das 
gespiegelte  Bild  genau  zwischen  dem  Mittelfaden  und  dem  beweg- 
lichen Faden  steht.  Da  der  bewegliche  Faden  auch  ein  gespiegel- 
tes Bild  zeigt,  so  sieht  man  in  der  ersten  Stellung  die  zwei  Fäden 
und  die  zwei  gespiegelten  Bilder  neben  einander  in  gleichen  Ent- 
fernungen, in  der  andern  Stellung  einen  Faden  und  ein  Bild  ab- 
wechselnd in  gleichen  Entfernungen.    Der  Unterschied  der  beiden 


*)  Am  Besten  ist  es,  hierzu  einen  angequickten  Horizont  zu  gebrauchen 
Dieser  besteht  aus  einer  flachen  kupfernen  Schaale,  die  nach  einer  Kugelfläche 
von  grofsem  Radius  ausgedreht  ist.  Nachdem  man  dieselbe  mit  einigen  Tropfen 
Salpetersäure  befeuchtet  und  mittelst  etwas  Baumwolle  abgerieben  hat,  giefst 
man  das  Quecksilber  hinein,  das  dann  eine  horizontale  Oberfläche  annimmt, 
die  bei  weitem  ruhiger  ist  als  die  von  reinem  Quecksilber.  Das  sich  auf 
der  Oberfläche  bildende  Oxyd  kann  leicht  vor  der  Beobachtung  mit  einem 
gefalteten  Papiere  abgestrichen  werden,  wodurch  man  eine  vollkommen  rein 
und  schön  spiegelnde  Oberfläche  erhält. 

**)  Für  alle  diese  Bestimmungen  ist  es  nöthig,  den  Werth  einer 
Schraubenumdrehung  des  beweglichen  Fadens  zu  kennen;  diesen  kann  man 
aber  leicht  finden,  wenn  man  das  bekannte  Interval  zweier  Fäden  auch  in 
Schraubenumdrehungen  dadurch  mifst,  dafs  man  den  beweglichen  Faden  mit 
jedem  der  beiden  Fäden  zur  Coincidenz  bringt. 
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Stellungeii  des  beweglichen  Fadens  ist  gleich  dem  dreifachen  Ab- 
stände des  gespiegelten  Bildes  vom  Mittelfaden. 

Um  das  Spiegelbild  im  Quecksilberhorizonte  wahrzunehmen,  ist 
es  nöthig,  dafs  man  Licht  auf  den  Quecksilberhorizont  so  reflectirt, 
dafs  man  die  Fäden  auf  hellem  Grunde  sieht.  Dies  kann  dadurch 
bewirkt  werden,  dafs  man  gegenüber  einer  in  der  Ocularröhre  an- 
gebrachten SeitenöflFnung  eine  um  45  ^  gegen  die  Axe  des  Fernrohrs 
geneigte  Glasplatte  anbringt,  welche  durch  eben  diese  Oeffnung 
Licht  empfängt.  Es  ist  dabei,  um  ein  gleichförmig  beleuchtetes 
Feld  zu  erhalten,  wie  Gaufs  zuerst  angegeben  hat,  nothwendig, 
dafs  aus  diesem  Oculare  die  vordere  Linse  nach  dem  Fadenkreuze 
zu  herausgenommen  ist.  Da  aber  die  Vertauschung  des  gewöhn- 
lichen mit  diesem  CoUimationsoculare  immer  lästig  ist,  so  wird  man 
es  wohl  immer  bequemer  finden,  ßessel's  Vorschlage  zu  folgen,  der 
darin  besteht,  einfach  ein  geneigtes  Planglas  oder  Prisma  aufsen 
auf  das  gewöhnliche  Ocular  zu  setzen  und  vermittelst  desselben 
Licht  nach  den  Fäden  zu  reflectiren.  Man  sieht  dann  freilich  nur 
einen  kleinen  Theil  des  Gesichtsfeldes  beleuchtet,  indessen  hat  die 
Beobachtung  des  reflectirten  Bildes  keine  Schwierigkeit,  wenn  nur 
die  Glasplatte  so  eingerichtet  ist,  dafs  man  ihre  Neigung  gegen  die 
Axe  beliebig  verändern  kann. 

Die  Bestinmiung  des  Collimationsfehlers  geschieht  dann  auf  fol- 
gende Weise.  Es  sei  b  die  Neigung  der  Linie  durch  die  Zapfen- 
lager, positiv,  wenn  die  Seite  des  Kreisendes  die  höhere  ist,  ferner 
sei  u  die  Ungleichheit  der  Zapfen  in  Secunden  ausgedrückt  und 
positiv,  wenn  der  Zapfen  auf  der  Seite  des  Kreisendes  der  dickere 
ist,  endlich  sei  c  der  Collimationsfehler,  positiv,  wenn  der  Winkel, 
den  das  Kreisende  der  Axe*  mit  der  Gesichtslinie  nach  dem  Objective 
zu  macht,  gröfser  als  90^  ist,  so  hat  man,  wenn  d  die  Distanz  des 
reflectirten  Bildes  vom  Mittelfaden  bezeichnet,  positiv,  wenn  das 
reflectirte  Bild  auf  der  Seite  des  Kreisendes  vom  Mittelfaden  ist: 

id  =  b-\-u  —  c. 

Wenn  daher  &  -h  %  durch  die  Nivellirung  bekannt  ist,  so  giebt 
diese  Gleichung  den  Collimationsfehler,  oder  die  Neigung  der  Axe 
der  Zapfen,  wenn  der  Collimationsfehler  anderweitig  bekannt  ist. 
Legt  man  das  Instrument  um  und  bezeichnet  mit  d^  den  Abstand 
des  reflectirten  Bildes  vom  Mittelfaden,  wieder  positiv  genommen, 
wenn  dasselbe  auf  der  Seite  des  Kreisendes  vom  Mittelfaden  ist, 
so  hat  man: 

und  aus  beiden  Gleichungen  folgt: 
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sodafs  man  also  durch  die  Beobachtung  des  reflectirten  Bildes  in 
beiden  Lagen  c  sowohl  als  auch  die  Neigung  der  Axe  der  Zapfen 
erhält,  wenn  die  Ungleichheit  der  Zapfen  bekannt  ist. 

Bei  kleinen  tragbaren  Instrumenten,  wo  man  vielleicht  keinen 
beweglichen  Faden  hat,  kann  man  den  CoUimationsfehler  nach  der 
vorigen  Methode  mittelst  des  Niveau's  finden.  Erhöht  oder  e^ 
niedrigt  man  nämlich  das  eine  Ende  der  Axe  durch  die  dazu  die- 
nenden Schrauben  bis  das  gespiegelte  Bild  mit  dem  Fadenkreuze 
zusammenfällt,  so  ist  dann  d  =  o^  mithin  c  =  h-+-u.  Findet  man 
also  5  -4-  w  durch  die  Nivellirung  der  Axe  nach  No.  3  dieses  Ab- 
schnitts, so  ist  dieser  Werth  gleich  dem  CoUimationsfehler. 

An  dem  Meridiankreise  in  Ann  Arbor  wurden  in  zwei  Lagen 
des  Instruments  folgende  Beobachtungen  gemacht: 

Das  Niveau  gab  für  die  Neigung  der  Axe  der  Zapfen  bei  Kreis 
West  V^-h  2".  77  und  bei  Kreis  Ost  fe'i  =  —  2".  45.  Für  den 
Abstand  des  reflectirten  Bildes  vom  Mittelfaden  wurde  gefunden  in 
Theilen  der  Umdrehung  der  Mikrometerschraube: 

bei  Kreis  West  d  =  -hOP.  2260 
und  bei  Kreis  Ost  d'=  —0   .3107. 

Daraus  wird  also: 

c  —  M  ==  4-  0  P .  02 1 2  =  +  0" .  43 
ft  =  4-0   .1342  =  +  2".  73; 

da  eine  Umdrehung  der  Schraube  bei  diesem  Instrumente  gleich 
20".  33  ist;  und  u=  4-0".  17  ist,  so  ergiebt  sich: 

c  =  4-  0".  60, 
und  die  Neigung    der  Axe    bei  Kreis  West  V  =  -h  2".  90  und  bei 
Kreis  Ost  b'i  =  —  2".  56. 

Die  Einstellung  des  Mittelfadens  auf  den  nördlichen  CoUi- 
mator  gab: 

bei  Kreis  West  21 P.  132, 
bei  Kreis  Ost  21    .  999. 

also  ist  ^(a-hh)  =  21. 5655;  die  Coincidenz  der  Fäden  C  war 
gleich  21 P.  5397  gefunden,  und  da  man  hier  ^(a4-&)~Czu 
nehmen  hat,  um  den  CoUimationsfehler  mit  richtigem  Zeichen  zu 
erhalten,  so  wird 

c  =  H-0P.0258  =  4-0".52. 
Endlich   wurden   noch    die    beiden  Collimatoren   auf  einander 
gerichtet   und    bei  Einstellung    des  Mittelfadens   auf  dieselben  ab- 
gelesen : 
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für  den  südl.  Collimator    21  i».  1190 
für  den  nordl.  Collimator    22    .  0127 


Also  ist    i  (a  +  6)  =      21.  5658 

C=      21    .5397 


c  =  4.   Oi>.026l  =  -f-0".53. 

Nachdem  nun  die  Neigung  und  der  CoUimationsfehler  des  In- 
struments gefunden  sind,  bleibt  noch  das  Azimut  desselben  sowie 
der  Stand  der  Uhr  zu  bestimmen  übrig. 

Zu  dem  Zwecke  kann  man  die  Beobachtungen  zweier  Sterne, 
deren  Rectascensionen  man  kennt,  mit  einander  verbinden.  Hat 
die  Uhr  einen  Gang,  so  mufs  man  zuerst  den  Stand  der  ühr  auf 
eine  Zeit  reduciren,  indem  man  den  Gang  der  ühr  zwischen  den 
Beobachtungszeiten  beider  Sterne  an  die  eine  Zeit  anbringt,  damit 
in  den  aus  beiden  Beobachtungen  hervorgehenden  Gleichungen  A^ 
denselben  Werth  hat.  .Sind  dann  ^o  und  fo  die  wegen  der  Nei- 
gung, des  Collimationsfehlers  und  des  Gauges  der  Uhr  verbesserten 
Zeiten  der  Durchgänge  durch  den  Mittelfaden,  so  hat  man  die  beiden 
Gleichungen: 

sin  (9?  —  <J) 


a  =  «o-f-A*-f-Ä; 


cos  d 


"  cos  <y 

aus  denen  man  die  beiden  Unbekannten  A^iuid  A  bestimmen  kann. 

Man  erhält  nämlich: 

I  ^'        ^     ,   7  sin((J— ^') 

a  — a  =  t  Q — Co  4-« 7 rrcos^, 

"        "  cos  (J  cos  «J 

^^  _  q  —  g  —  (<'o  —  ^0)       cos  <?  cos  ^' 

also      K  — •   — ;     TT         777» 

cos  5?  sm  (a  —  o  ) 

Den  Stand  der  Uhr  erhält  man  dann,  wenn  man  Je  bestimmt 
hat,  aus  einer  der  ursprünglichen  Gleichungen  für  a  oder  «'.  Aus 
der  Gleichung  für  k  ersieht  man,  dafs  es  am  Vortheilhaftesten  ist, 
^  und  ^  so  verschieden  als  möglich  zu  nehmen,  wo  möglich  so, 
dafs  ^  —  ^'  =  900  ist.  Man  wird  daher  am  Besten  einen  dem 
Pole  nahen  Stern  mit  einem  Aequatorsteme  verbinden,  weil  dann 
der  Divisor  sin  (<J  —  ^)  nahe  gleich  Eins  und  der  Zähler  sehr  klein 
wird.  Kann  man  indessen  keinen  der  Polarsterne  beobachten,  so 
mufs  man  einen  nahe  am  Zenith  culminirenden  Stern  mit  einem 
andern,  dessen  Meridianhöhe  klein  ist,  verbinden.  Welche  der  beiden 
Methoden  man  aber  auch  wählt,  so  wird  es  immer  vortheilhaft  sein, 
mehr  als  zwei  Sterne  zu  beobachten  und  die  wahrscheinlichsten 
Werthe  von  ^t  und  k  zu  bestimmen. 


494 

Zu  diesen  Bestümnungen  bedient  man  sich  immer  der  Hanpt- 
steme,  deren  Rectascension  sehr  genau  bekannt  ist  und  deren 
scheinbare  Oerter  zu  dem  Zwecke  schon  in  den  Jahrbüchern  för 
jeden  zehnten  Tag  angegeben  sind.  In  diesen  Ephemeriden  ist  nur 
die  tägliche  Aberration  nicht  berücksichtigt,  weil  diese  von  der 
Polhöhe  abhängt.  Da  nun  nach  No.  19  des  dritten  Abschnitts  die 
tägliche  Aberration  für  die  Gulmination  gleich 

it  0".  3113  cos  9?  sec  <f, 
wo  das  obere  Zeichen  für  die  obere  Gulmination,  das  untere  fnr 
die  untere  Gulmination  gilt,  so  sieht  man,  dafs  es  am  Bequemsten 
sein  wird,  diese  Gröfsen  mit  umgekehrtem  Zeichen  zu  den  Beob- 
achtungszeiten hinzuzulegen,  da  sich  dieselbe  dann  mit  dem 
Gollimationsfehler  vereinigen  läfst.  Man  berücksichtigt  daher 
die  tägliche  Aberration,  indem  man  in  allen  früheren  Formeln 
c —  0''.  3113  cos  f»  statt  c  nimmt,  oder  in  Zeit  c  —  0".  0208  cos  j? 
und  —  (c  -h  0^  0208  cos  ^)  statt  —  c. 

Die  oben  gegebenen  Methoden  zur  Bestimmung  des  Azimuts 
werden  in  der  Regel  bei  kleineren  Instrumenten  angewandt,  wo 
man  sich  nicht  auf  den  festen  Stand  des  Instruments  während  einer 
längeren  Zeit  verlassen  kann,  überhaupt  können  sie  angewandt 
werden,  namentlich  die  erste,  wenn  man  nur  relative  Bestimmun- 
gen zu  machen  beabsichtigt.  Als  ein  vollständiges  Beispiel  der 
Bestimmung  der  Fehler  für  ein  kleineres  Instrument  mag  das  fol- 
gende dienen: 

Beispiel.  Den  5ten  April  1849  wurde  am  Passageninstru- 
mente zu  Bilk  beobachtet: 

Kreis  West. 
I  II  ni  IV         V  Mittel 

yj  Orionis       548.8  158.3   5^8«^  378. 4   sgs.o   208.1    5»»8m378.44 

Polaris  0  38°*  138 . 0    51°*  148 . 0  0^  1    5    15  .  25 

&==_08.03. 

Kreis  Ost. 
II  111 

Polaris  0  19°*  268 . 0    Ih  5°*  258 .  0  1    5    24  .  57 

J  =  4-08.05. 

Es  waren  aber  die  scheinbaren  Oerter    beider  Sterne  an  dem 

Tage: 

Polaris    a  =  Ib  4°»  1 78 .  92    ^  =       88^  30'  15".  5 

/9  Orionis    a  =  5   7     16.66    <y  =  —   8   22    .8, 
Bringt  man  nun  zuerst  die  Gorrection  wegen  der  Neigung  an, 
so  erhält  man  für  die  Durchgangszeiten  durch  den  Mittelfaden: 


J 


496 

Kreis  West  ß  Orioms  5»»  8"»  37« .  42 

Polaris  1    5     14  .33 
Kreis  Ost  Polaris  1   5    23  .  05. 

Aus  den  Beobachtungen  des  Polarsterns  bei  Kreis  West  und 
Kreis  Ost  erhält  man  femer  den  Collimationsfehler 

=  -f-0«.114, 
und  da  die  tägliche  Aberration  für  Bilk  gleich  0^  013  sec  d  ist,  so 
hat  man  also  mit  Rücksicht  hierauf  für  den  Collimationsfehler  bei 
Kreis  West  zu  nehmen  H-  0».  101,  bei  Kreis  Ost  dagegen  -h  0«.  127. 
Corrigirt  man  nun  die  Beobachtungen  bei  Kreis  West  wegen  des 
Gollimationsfehlers,  so  findet  man: 

ß  Orionis  =  t\  =  5»»  8«  37> .  52 
Polaris  =  to  ==  1    5     18  .  20. 

£s  ist  also 

t\  —  «0  =-  ^*  3"»  19»  .32        a'  —  a  =  4h  2«n  58»,  74, 
und  da 

^=:51M2'.5 
ist,  so  erhält  man  daraus 

fc  =  — 08.85. 
Die  wegen  der  Fehler  des  Instruments  corrigirte  Beobachtungs- 
zeit von  ß  Orionis  ist  also 

h^  8°»  36» .  78, 
mithin 

A«  =  -<lm20».12. 

Die  vorigen  Methoden  für  die  Bestimmung  von  h  haben  den 
Nachtheil,  dafs  dieselbe  von  den  Oertern  der  Sterne  abhängt.  Für 
feste  Instrumente,  mit  denen  man  absolute  Bestimmungen  macht, 
ist  es  aber  wünschenswerth,  die  Bestimmung  von  k  unabhängig  von 
den  Fehlem  der  Rectascensionen  der  Sterne  zu  erhalten.  Dazu  dienen 
die  Beobachtungen  desselben  Sterns  in  der  oberen  und  unteren 
Guhnination.  Da  dann  a!  —  a  =  12**  4-  A«  und  <J'  =  180®  —  9  wird, 
wo  A«  die  Aenderung  der  Rectascension  in  der  Zwischenzeit  ist, 
80  geht  in  diesem  Falle  die  vorher  für  k  gefundene  Formel  über  in : 

j^^l2»'+Ag  — yo—^o)     cos^^ 
cosf  *  sin2^ 

^12h+A«-yo-0 
2  cos  ^  tang  d 

Auch  hier  ist  es  wieder  am  vortheilhaftesten,    einen  der  dem 

Pole   nahen  Sterne   in  beiden  Culminationen  zu  beobachten,    weil 

dann   der   Divisor   taug  d  am   gröfsten  wird.    Uebrigens  setzt  die 

Methode  voraus,    dafs   man   des   festen  Standes    des   Instruments 
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während  zwölf  Stunden  versichert  ist,    oder  dafs  man  die  Aende- 
rung  im  Azimut,  wenn  eine  solche  stattfindet,  bestimmen  kann. 

Um   nicht   nöthig   zu   haben,    das  Azimut   immer  von  neuem 
durch  Beobachtungen  des  Polarsterns  zu  finden,  errichtet  man  zu- 
weilen in  grofser  Entfernung   von   dem  Instrumente    ein  Meridian- 
zeichen, d.  h.  eine  auf  fester  Grundlage  ruhende  steinerne  Säule  mit 
einer  getheilten  Scale  im  Horizonte  des  Instruments.    Bestimmt  man 
dann  durch  wiederholte  Beobachtungen  des  Polarsterns  denjenigen 
Punkt  der  Scale,  welcher  dem  Meridiane  entspricht,    so  kann  man 
nachher   immer    durch   blofse  Einstellung  des  Instruments  auf  die 
Scale  das  Azimut  finden,    so  lange  die  Lage  der  Scale  unverrückt 
dieselbe  bleibt  und  vorausgesetzt,  dafe  man  den  Collimationsfehler 
kennt  oder  das  Instrument   umlegt   und    in   beiden  Lagen .  auf  die 
Scale  einstellt,  da  die  Abweichung  des  Mittelfadens  vom  Meridian- 
punkte   der  Mire   in    einer  Lage    des  Instruments  gleich  Ä  -h  c,  in 
der   anderen   dagegen    gleich  k  —  c  ist.    Die  Entfernung  der  Mire 
mufs  aber  grofs  sein,  wenn  man  grofse  Genauigkeit  erreichen  will, 
da  ein  Zoll  erst  in  der  Entfernung   von    17188  Fufs   unter  einem 
Winkel  von  einer  Secunde  erscheint  und  dann  eine  Verrückung  der 
Mire  um  ^  Zoll  schon  einen  Fehler  von  0".  1  in  der  Bestimmung 
des  Azimuts  erzeugen  würde.    Diese  grofse  Entfernung  macht  aber 
die  Beobachtungen  wieder   ungenau,    indem   der  Zustand  der  Luft 
nie    ein   ruhiges  Bild    der   Mire   im  Fernrohr   erlauben  wird.    Da 
aufserdem  die  Beobachtung  einer  solchen  Mire  auf  die  Tagesstunden 
beschränkt  ist,  so  hat  Struve  eine  andere  Art  von  Mire  vorgeschlagen 
und  auf  der  Sternwarte    zu   Pulkowa   eingeführt.     Dem  Femrohre 
des  Instruments  gegenüber  ist  nämlich  ein  Objectiv  von  sehr  grofser 
Brennweite  (Struve  wendet  Linsen  von  etwa  550  Fufs  Brennweite 
an)  fest  aufgestellt,    so    dafs    seine  Axe    mit  der  des  Femrohrs  in 
der  horizontalen  Lage  zusammenfällt.    Im  Brennpunkte  dieses  Ob- 
jectivs  ist  die  Mire,    die    aus    einem  in  einer  senkrechten  Messing- 
platte befindlichen  Loche   besteht,    das   im  Fernrohre    des  Ejreises 
als  ein  kleiner,  scharf  begrenzter  Kreis  erscheint.    Das  Objectiv  ist 
auf  einem  isolirten  Pfeiler  mit  der  gröfsten  Sorgfalt  befestigt  und 
durch  geeignete  Bedeckungen  möglichst  gegen  jede  Veränderung  ge- 
schützt.   Ebenso  ist  die  Mire  in  einem  eigenen  Häuschen  auf  einem 
isolirten  Pfeiler  mit  gleicher  Sorgfalt  aufgestellt.    Da  somit  für  beide 
dieselben  Vorsichtsmafsregeln   getroffen    werden,    die  für  die  Auf- 
stellung des  Instruments  selbst  angewandt  sind,    so   läfst  sich  er- 
warten,   dafs    die  Aenderungen    beider    ebenso   klein   werden   als 
die  der   beiden   Zapfenlager  des  Instruments.    Weil  aber  die  Er- 
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fahmng  lehrt,  dafs  bei  einem  sorgfältig  aufgestellten  Instrumente 
die  Aenderung  des  Azimuts  nicht  eine  Bogensecunde  im  Laufe  eines 
Tages  übersteigt,  so  wird  die  etwaige  Veränderung  der  Collima- 
tionslinie  der  Mire  (d.  h.  der  Linie  vom  Mittelpunkte  des  Miren- 
Objectivs  nach  dem  Mittelpunkte  der  Marke)  in  demselben  YerhältniTs 
kleiner  sein  als  die  Länge  der  Axe  kleiner  ist  als  die  Brennweite 
des  Miren-Objectivs.  Ist  daher  die  Länge  der  Axe  z.  B.  drei  Fufs, 
die  Brennweite  des  Objectivs  550  Fufs,  so  wird  man  höchstens 
Aenderungen  von  ^ir  Seeunde  erwarten  können.  Der  Haupt- 
y ortheil  einer  solchen  Mire  ist  der ,  dafs  man  dieselbe  zu  jeder 
Zeit  zur  Controle  der  unveränderlichen  Lage  des  Instruments  in 
der  Zwischenzeit  der  Beobachtungen,  die  für  die  Bestinmiung  der 
Fehler  des  Instruments  dienen,  anwenden  kann.  Hat  man  zwei 
solcher  Miren,  die  eine  südlich,  die  andere  nördlich  vom  Fem- 
rohre, so  erhält  man  durch  die  Beobachtung  beider  die  Aenderung 
des  Azimuts  sowohl  als  die  Aenderung  des  Collimationsfehlers, 
während  die  Beobachtung  einer  nur  die  Aenderung  der  Gesichts- 
linie giebt,  also  die  Bestinmiung  der  Aenderung  des  Collimations- 
fehlers durch  andere  Mittel  voraussetzt.  Sind  dann  die  Ablesungen 
der  nördlichen  und  südlichen  Mire  a  und  b  und  zu  einer  anderen 
Zeit  a'  und  V  und  nimmt  man  dieselben  positiv,  wenn  der  Mittel- 
faden östlich  von  der  Mire  im  Femrohre  steht,  so  erhält  man  die 
Aendemng  de  und  da  des  Collimationsfehlers  und  des  Azimuts  aus 
den  Gleichungen: 

dc  = 2 

2 

wo  man  de  mit  entgegengesetztem  Zeichen  zu  nehmen  hat,  wenn 
das  Kreisende  östlich  ist. 

23.  Die  im  Vorigen  gegebenen  Formeln  für  die  Reduction 
der  am  Passageninstmmente  gemachten  Beobachtungen  und  für  die 
Bestimmung  der  Fehler  derselben  gelten  nur  unter  der  Voraus- 
setzung, dafs  die  Fehler  des  Instmments  klein  sind.  Beobachtet 
man  aber  an  einem  tragbaren  Passageninstrumente  auf  Reisen  oder 
überhaupt,  wenn  man  der  unveränderten  Aufstellung  des  Instruments 
für  eine  längere  Zeit,  wie  sie  die  Verbindung  der  Beobachtungen 
von  Aequatoreal-  mit  Polarstemen  oft  erfordert,  nicht  sicher  sein 
kann,  so  ist  es  besser,  den  Polarstern  aufserhalb  des  Meridians  und 
den  Zeitstem  im  Azimute  des  Polarsterns  zu  beobachten,  weil  man 
dann   die  Sterne    so    auswählen  kann,    dafs    die  Zwischenzeit  der 

Brünnow,  sphärische  Astronomie.    4.  Aufl.  32 
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Beobachtimgen  nar  wenige  Minuten  beträgt,  wälirend  welcher  Zeit 
man  das  Instrument  als  unyeränderlich  annehmen  kann.  In  diesem 
Falle  kann  das  Azimut  nicht  mehr  als  eine  kleine  Gröfse  angesehen 
werden.  Die  Fehler  der  Neigung  und  der  CoUimation  können  aber 
immer  nach  den  vorher  gegebenen  Methoden  nahe  berichtigt  werden 
und  der  Fehler  der  Neigung  b  kann  durch  das  Niveau  bestimmt 
werden. 

Für  diesen  Fal]  giebt  nun  die  strenge  Gleichung  (h)  in 
No.  18  dieses  Abschnitts,  wenn  man  statt  cos  Ä  sin  z  wieder 
-—  cos  ^  sin  d  -H  sin  ^  cos  ^  cos  r  setzt: 

cotg  Ä  sin  T  =  —  cos  ^  tang  <J  +  sin  j?  cos  t  H .    .  <  sin  c  4-  6  cos  e\  (Ä) 

cos  u  sin  16  \^  ) 

wo  z  die  Zenithdistanz  im  Augenblicke  der  Beobachtung  ist.    Ist 

nun  A  das  Azimut  des  Sterns  für  dieselbe  Zeit,  positiv  wenn  östlich 

vom  Meridian,  so  ist: 

cotg  J.  sin  T  =  —  cos  ^  tang  ^  +  sin  ^  cos  t  •  (J5) 

und  die  Subtraction  der  beiden  Gleichungen  ergiebt  sogleich: 

sin  »B\n{A  —  fc)  =  sia  c  -F  &  cos  «. 

Für  einen  zweiten  Stern  erhält  man  eine  ähnliche  Gleichung 
und  wenn  man  annimmt,  dafs  dieser  zweite  Stern  an  einem  Seiten- 
faden, dessen  Distanz  vom  Mittelfaden  f  ist,  beobachtet  ist,  so 
hat  man: 

sin  z'  sin  {A!  —  Ä)  =  sin  (c  4-  /*)  +  ft  cos  g>\ 

Nimmt  man  nun  auch  an,  dafs  dieser  Stern  nördlich  vom  Zenith 
beobachtet  ist,  dafs  also  A*  >  90^  ist,  so  erhält  man,  wenn  man 
das  Azimut  vom  nördlichen  Theile  des  Meridians  ab  rechnet,  also 
180 -i-J.'  statt  A'  einfuhrt: 

sin  z'  sin  (Je  —  A')  =  sin  (c  +  /*)  +  &  cos  z\ 

Da  nun  f  niemals  gröfser  als  etwa  12 '  ist,  so  ist,  auTser  wenn 
der  Stern  dem  Zenith  sehr  nahe  ist,  k  —  A^  immer  so  klein,  dafs 
man  den  Sinus  mit  dem  Bogen  vertauschen  kann.  Sollte  diese  Vor- 
ttussetzung  aber  nicht  zulässig  sein,  so  erhält  man  für  alle  vorkom- 
menden Fälle  strenge: 

smz'ik-^-A')  =  (c-hf)  |l  +  ^(c+/')2cotg/  \-f-  6  cosiBf' 

smz(A—  k)  =e  +  bcos  z. 

Setzt  man  daher: 

<»  =  sin  Ä  sin  ä'  (A^A'), 

so  ist  strenge,  da  es  immer  erlaubt  ist,  c  statt  sin  c  zu  setzen: 

tt  =  (c+/OsinÄf|l  +  i(c4-/*)'cotgjEf'^  +  C8in0'  +  6sin(Ä'-f-4    (1) 
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wo  der  in  Klammern  eingeschlossene  Factor  gewöhnlich  gleich  Eins 
gesetzt  werden  kann. 

Aus  der  Verbindung  der  Gleichung  B  mit  der  ej^tsprechenden 
für  den  zweiten  Stern  findet  man  nun,  wenn  man  in  letzterer 
180— il'  statt  A'  setzt: 


f*  =  cos  9?  Y 


cos  <J  sin  <r  sin  T  —  sin  <J  cos  d'  sin  r'  \ 


+  sin  ^  sin  (t'  —  r)cosS  cos  <J'. 

Setzt  man  nun  hier  r  -4-  (t'  —  r)  statt  t'  und  führt  die  folgenden 
Hülfsgrössen  ein: 

w  sin  JMT  =  tang  ^  cotang  <^  gin  (r  —  r')  .^. 

mcosM^sszl  —  lang  d  cotang  d'  cos  (t  —  t'), 

wo: 

und  Tund  T'  die  Beobachtungszeiten  bezeichnea,  so  erhält  man: 

sin(r  +  ilf)  =  ^sinJlf-i- r-^ .  (3) 

taug  d  w  cos  tf  sm  a  cos^ 

Um  also  den  Stundenwinkel  des  Zeitstems  zu  finden,  hat  man 
nur  die  3  Gleichungen,  1,  2  und  3  zu  berechnen,  die  völlig  »trenge 
sind.  In  der  That  ist  die  hier  behandelte  Aufgabe  nur  eine  Er- 
weiterung der  schon  in  No.  24  des  fünften  Abschnitts  gegebenen. 
Die  Berechnung  der  Formel  (1)  setzt  die  Kenntnifs  der  Zenitlv- 
distanzen  beider  Sterne  im  Augenblicke  der  Beobachtung  vor^iijLs. 
Diese  erihält  man  aber  immer  mit  hinlänglicher  Genauigkeit  durch 
die  Ablesung  des  Aufsuchekreises,  die  natürlich  wegen  der  Refraction 
zu  verbessern  ist.  üeberdies  kann  man  aber,  sobald  t  gefunden 
jLsto  die  ZenithdiManz  des  Zeitstems,  die  man  allein  genauer  zu 
kennen  braucht,  leicht  berechnen,  besonders  wenn  man  sich  der 
in  No.  7  des  ersten  Abschnitts  beschriebenen  Tafeln  bedient,  und 
kann  dann  die  erforderliche  Correction  an  t  leicht  anbringen. 

Die  Gleichung  3  giebt  den  östlichen  Stundenwinkel  des  Sterns 
und  da  dieser  gleich  «  —  T — ^T  ist,  so  wird  alao: 

Anstatt  die  Gleichung  3  in  der  gegebenen  Form  zu  berechnen, 
kann  man  auch  die  folgenden  Gleichungen  anwenden: 

8m(r„  +  Jlf)  =  ^8inJtf 

tang  tf 

a  =  w  cos  (to  -f-  M)  cos  <J  sin  d'  cos  ^  *) 


*)  Die  Grofse  a  läfst  sich  noch  anders  ausdrücken.    Setzt  man  nämlich 

32* 
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T  =  To  H < (c  +/)  sin iP  4-  c  sin ar'  +  6  sin  {9  -i-  sr') 

10 

Berechnet  man  mit  r  die  Zenithdistanz  des  Zeitstems  und  findet 
dafür  2:0,  während  der  angenommene  Werth  z  war,  so  ist  die  an 
den  Uhrstand  anzubringende  Correction: 

.      1     (C+/')COS0,  V 

+  Yh—1^ ('-'^- 

Ist  der  Collimationsfehler  nicht  bekannt,  und  ist  der  nnter  der 

Voraussetzung  c  =  0  berechnete  ührstand  ^^0,  so  hat  man: 

1    c  (sin«-+-sin«') 
A«  =  A<o-^  a • 

Dann  mufs  man  eine  ähnliche  Beobachtung  nach  ümlegnng 
des  Instruments  machen  und  erhält  dann  eine  ähnliche  Gleichung, 
in  der  c  das  umgekehrte  Zeichen  hat,  nämlich: 

15  a 

und  aus  diesen  Gleichungen  kann  man  dann  A^  und  c  bestinmien. 

Es  ist  nun  noch  übrig  zu  zeigen,  wie  man  die  Fädenantritte 
für  den  zur  Zeitbestimmung  dienenden  Stern  auf  den  Mittelfaden 
feducirt.  Die  Formel  {Ä)  giebt,  wenn  man  c  H-  ^  statt  c  setzt,  also 
annimmt,  dafs  der  Stern  an  einem  Seitenfaden  beobachtet  ist,  dessen 
Distanz  f  ist,  und  wenn  man  h  und  c  gleich  Null  annimmt: 

cos  Ä  sin  T  =  —  sin  k  cos  cp  tang  ^  4-  sin  Ä  sin  0?  cos  t  H r . 

^       ^  ^  cos  ^ 

Ist  aber  tq  der  Stundenwinkel  des  Sterns  beim  Durchgange  durch 

den  Mittelfaden,  so  ist: 

cos  ÄJ  sin  To=  —  sin  Ig  cos  ^  tang  <J  +  sin  ifc  sin  jp  cos  Tq. 

Mau  erhält  daher  durch  Subtraction  der  Gleichungen: 

2  sin  -Kr  —  To)  <cos  h  cos  i  (t  +  Tq)  +  sin ä?  sin  ^  sin  i  (t  4-  Tq) >==/*sec  A 
Da  aber  k  wenig  von  A  verschieden  ist,  so  ist  der  in  Elam- 

cos  (t  +  M)  statt  cos  (tq  4-  M\  so  erhält  man  mit  Hülfe  der  Gleichungen  » 
sogleich 

a  =  cos  j?  ^  cos  d  sin  ^  cos  r  —  sin  ^  cos  d'  cos  t'  >  =  sin  d*  cos  z  —  sin  <J  cos  «' 

und  wenn  man  sich  hier  erlaubt,  statt  der  Zenithdistanz  die  Meridianzenith- 
distanz  zu  setzen,  also  <J  =  9?  —  g^^  =1  ^  -\-  ß'  zu  nehmen,  so  erhält  man  für 
einen  genäherten  Werth  von  a  einfach: 

cos  ^  sin  {z'  4-  z). 


J 
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mem  eingeschlossene  Factor  gleich  dem  Cosinus  des  parallactischen 
Winkels  für  den  Stundenwinkel  — g— ^  und  man  erhält  daher  ein- 
fach far  die  Reduction  auf  den  Mittelfaden: 

Den  Werth  von  p  kann  man  leicht  berechnen,  da  die  Zenith- 
distanz  als  bekannt  angenommen  ist.  Macht  man  indessen  von 
dieser  Beobachtungsmethode  eine  häufige  Anwendung,  so  ist  es 
am  bequemsten,  für  alle  dabei  zu  benutzenden  Sterne  eine  Tafel 
zu  berechnen ,  die  sec  p  oder  gleich  sec  ^  sec  p  mit  dem  Argu- 
mente z  giebt. 

Als  Beispiel  diene  das  von  Hansen  in  No.  199  der  Astr.  Nachr. 
gegeben^  Beispiel.    £s  ist  dort: 

^  =  50^56'0"       6  =  — 3".4      c=  — 70".  5. 

Fädenantritte  für  -  .  -^ 

...  f  o  ürsae  minoris 

a  Leonis 

10^  31™  47«.  7         +39^.50 

52  28  .  2 

53  7.5         —38  .30         11»»  5™  öl».  0 

Ferner  waren  die  scheinbaren  Oerter  der  Sterne: 

a  =   9h  59«»  18« .  86         d  =  +  12«  47'  33".  6 
a'=  18   27    22  .  50         ^'  =  +  86    35  19  .  9. 

Es  soll  femer  angenommen  werden,  dafs  die  Ablesungen  am 
Kreise  ergaben: 

z  =  38»  13'  «'  =  400  54' 

und  dafs  eine  Tafel  für  sec  s  sec  |?  für  a  Leonis  berechnet  war, 
nämlich: 


0 


sec  d  sec  p 


380  12' 
13 
14 


0.01139 
0.01152 
0  .  01165. 


Dann  erhält  man  für  die  reducirten  Fädendistanzen  4-  40*.  56 
und  —  39».  33  und  die  reducirten  Fädenantritte  werden  10^  52™  28».  26, 
28».  20  und  28 M 7  und  es  ist  daher  im  Mittel: 

T=  10h52°^288.  21 
T  —  t'  =  —  8»»  14«»  408 .  85  =  236«  19'  47".  3. 

Ferner  erhält  man: 
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u«2.65180n*) 
Jlf  =  —  0«  S8'  25".  91 
logm  =  0 .  00327S 
T4.3f=  — 3«  40*45.69 

T=  —  3      2  19.78  =  0»»  12«  9».32 
A«  =  —  0»»  41°»  0» .  03. 

Hätte  man  zuerst  die  Correction  weggelassen,    so   hätte  man 
erhalten: 

To  -f-  itf  =  —  3<>  28'   38".  67  log  a  =  9 .  79108 

To— —  2    50    12  .76 
—  _0h  11«  20«.  85 

^—=  —  48  .  46 

15  a 


T=  — 0»»  12»    98.31,        also  A«  =  — 0>>41n»0«.O4. 

Wäre  z  am  eine  Minute  zu  klein  angenommen,  so  würde  man 
dem  ührstande  die  Correction  -HO». 016  hinzuzufügen  haben. 

Wenn  c  nicht  bekannt  gewesen  wäre,  so  hätte  die  Beobachtung 
nur  die  Gleichung  ergeben: 

A«  =  —  41"»  98 .  81  —  0 .  13734  c 
und  eine  zweite  Beobachtung  nach  Umlegung  des  Instruments  würde 
dann  eine  ähnliche  Gleichung  geben,  aus  der  ^t  und  c  bestimmt 
werden  könnten.  (Vergl.  Hansen,  Astr.  Nachr.  No.  199  und  1136. 
Doellen,  die  Zeitbestimmung  vermittelst  des  tragbaren  Durchgangs- 
Instruments  im  Verticale  des  Polarsterns.    Petersburg  1863.) 

24.  Ist  das  Passageninstrument  mit  einem  Höhenkreise  ver- 
bunden, um  zugleich  mit  den  Durchgangszeiten  durch  den  Meridian 
die  Zenithdistanzen  oder  die  Declinationen  der  Sterne  zu  bestim- 
men,  so  nennt  man  dasselbe  einen  Meridiankreis. 

Stellt  man  an  einem  solchen  Instrumente  den  Stern  in  einiger 
Entfernung  vom  Mittelfaden  ein,  so  giebt  der  durch  das  Instrument 
erhaltene  Winkel  nicht  die  Meridianzenithdistanz  oder  Declination 
des  Sterns,  da  der  horizontale  Faden  die  Hinmielskugel  in  einem 
gröfsten  Kreise  schneidet,  Während  der  Stern  einen  kleinen  Kreis 
beschreibt.  Man  mufs  daher  an  den  abgelesenen  Winkel  eine  Cor- 
rection anbringen. 

Die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Himmelskugel,  bezogen  auf 
ein  Axensystem,  dessen  Grundebene  der  Aequator  ist  und  dessen 


*)  Der  Factor  1  4- -Kc  +  Z")^  cotg  0' ^  giebt  in  diesem  Falle  eine  Aen- 
derung  des  log  u  von  2  Einheiten  der  oten  Decimale  imd  ist  also  ohne  £in- 
flufs  auf  das  Resultat. 
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Axe   der  x    senkrecht    auf  der   Umdrehungsaxe   dea  iBstnunents 
steht,  sind: 

iB=cos^cos(T — m\  y= — cos  (J sin (t — m)  und  Ä(=sm^. 

Denkt  man  sich  nun  ein  zweites  Goordinatensystem,  dessen 
Axe  der  x  mit  der  vorigen  zusanmienfäUt,  während  die  Axe  der  y 
mit  der  horizontalen  Axe  des  Instruments  parallel  ist,  so  sind  die 
dr«i  Coordinaten  eines  Punktes,  auf  welchen  das  Fernrohr  gerichtet 
ist,  wenn  man  mit  ^  den  vom  Femrohre  durchlaufenen,  d.  h.  den 
am  Kreise  abgelesenen  Winkel  bezeichnet  und  bedenkt,  dafs  das 
Femrohr  einen  kleinen  £[reis  an  der  Hinmxelkugel  beschreibt, 
dessen  Halbmesser  cos  c  ist: 

a;=co8<J'cosc,  y=  —  sine  und  z  =  siD.d'cosc, 

Da  nun  die  Aien  der  y  in  beiden  Systemen  den  Winkel  n 
mit  einander  bilden,  so  erhält  man  nach  den  Formeln  für  die 
Transformation  der  Coordinaten: 

sin  <J  =  —  sin  c  sinn  +  cos  c  cos  n  sin  d' 
cos  ^  cos  (t — w)  =  cos  d'  cos  c 
cos  ^sin  (t —  m)  =  sin  d"  cos  c  sinn + sine  cos  n, 


also: 


,         .  cos  ^  cos  c 

cotang^cosCT— m)=:  — -. : ; • — : — ;;. 

°  — smnsinc+cosncoscsmtf 


Diese  Gleichung  könnte  man  in  eine  Reihe  entwickeln;  da  n 
aber  immer  sehr  klein  ist  und  auch  c,  selbst  wenn  man  an  einem 
entfernten  Seitenfaden  einstellt,  doch  nicht  über  15  oder  20  Minuten 
beträgt,  so  kann  man  einfach  schreiben: 

tang  d = tang  d'  cos  (t — •»), 
und  erhält  dann  nach  Formel  (17)  der  Einleitung: 

d=d'— tang^  (t — my  sin  2^ + i  tang^  (r  —  m)*  sin  4^. 
Diese  Gleichung  formt  man  nun  hoch  so  um,  dafs  die  Coeffi- 

cienten 

2sini(T— w)'  und  2smi(T— w)* 

enthalten,  weil  man  diese  Gröfsen  aus  den  schon  früher  erwähnten 
Tafeln  (V.  No.  7)  entnehmen  kann. 
Man  schreibt  nämlich  für: 

tangi(T  — w)' 

jetzt: 

sin-j^(T— w)^ 

1  — sin-i(T— w)^ 
und  entwickelt  diesen  Ausdruck  in  die  Reihe: 

siniCr— w)^4-sin-KT— w)*+ . . . 
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und  da  nun  ebenso: 

itangKr— fn)*  =  ^smi(T— m)*4-..., 
so  wird: 

rf==<>'  — 2sini(r— m)«.i8in2*— 28mi(T— w)*sm^'»sm2<J, 

%o  man  gewöhnlich  mit  dem  ersten  Gliede  ausreicht. 

Die  Zeichen  dieser  Formel  gelten  für  den  Fall,  dafs  die  Thei- 
lung  an  dem  Kreise  in  demselben  Sinne  gezählt  wird  wie  die  Decli- 
nationen,  und  dafs  man  einen  Stern  in  der  oberen  Culmination 
beobachtet  hat. 

Wird  die  Theilung  in  entgegengesetztem  Sinne  gezählt,  so  wird 
die  corrigirte  Ablesung: 

^'4-28ini(T— i»)».isin2^+28m-J(T— ♦ii)*siii^sin2<J. 
Da  nun  die  Theilung  der  Kreise,  in  einem  Sinne  von  0®  bis 
860®  fortgeht,  so  wird,  wenn  bei  der  oberen  Culmination  die  Thei- 
lung im  Sinne  der  Declinationen  gezählt  wird,  dies  für  die  untere 
Culmination  nicht  der  Fall  sein.  Man  hat  daher  für  untere  Cul- 
minationen  die  Zeichen  der  Correction  zu  ändern. 

Man  kann  die  genäherte  Formel  auch  einfach  so 
ableiten.  Es  sei  P(y  Fig.  18  der  Meridian,  0  ein  Stern 
aufserhalb  desselben  in  dem  Stundenwinkel  t  Stellt  man  . 
diesen  Stern  am  Meridiankreise  auf  den  horizontalen 
Faden,  so  beobachtet  man  die  Polardistanz  F(y^  wo 
man  den  Punkt  0'  findet,  wenn  man  sich  durch  0  einen 
auf  PS  senkrechten  Kreis  gelegt  denkt.  Man  hat  dann 
also  F(y  =  90®  —  <y,  P0=  900  _  ^^  daher: 

tang  ^  =  cos  ^ .  taug  ^' . 

Ist  nun  aber  der  Horizontalfaden  nicht  dem  Aequator 

o  parallel,  sondern  macht  derselbe  mit  dem  Meridiane  den 

Winkel  90®  -h  J",  wo  J"  die  Neigung  der  Fäden  ist,  so 

beobachtet  man  die  Polardistanz  P0'\  wo  man  0"  findet, 

•y  wenn  man  durch  0  einen  gröfsten  Kreis  legt,   der  mit 

dem  Meridiane  den  Winkel  90^-1-  J"  macht.    Bezeichnet 

man  wieder  die  beobachtete  Declination  mit  <^,    so  hat  man  jetzt, 

wenn  man  00"  =  c  setzt: 

sin  c  sin  J=  —  sin  <J  cos  d'  -\-  cos  d  sin  <J'  cos  t 
sine  cos  €/"=      cos  ^ sin ^, 

daher  durch  Division  beider  Gleichungen: 


tang^=tang^'     cos^ — sin^-: — r 

L  sinfJ'J 

=  tang  ^' cos  (*  4- y), 
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wenn  man  setzt: 

_    J 

Ist  J"=  0,  so  giebt  die  Formel  einfach  die  Reduction  auf  den 
Meridian.  Diese  Reduction  plus  der  Oorrection  wegen  der  Neigung 
der  Fäden  ist  aber,  wenn  man  nur  das  erste  Glied  mitnimmt: 

^— ^'  =— isin2^.2sini(e+y)3. 

Um  die  Neigung  der  Fäden  zu  bestimmen,  beobachtet  man 
einen  dem  Pole  nahe  stehenden  Stern,  indem  man  denselben  so 
weit  als  möglich  vom  Mittelfaden  auf  beiden  Seiten  desselben  ein- 
stellt.   Jede  solche  Beobachtung  giebt  nämlich  eine  Gleichung: 

d=  ^'  — i  sin  2<J .  2  sin  i  t^—  cos  ^  sin f .  J", 

wo  man  auch  noch  das  zweite  Glied,  das  sin  ^  t^  enthält,  mitnimmt, 
wenn  es  nöthig  ist.  Man  kann  daher  aus  zwei  solchen  Gleichun^ 
gen  d  und  J  bestimmen,  oder  wenn  man  mehr  als  zwei  Ein- 
stellungen gemacht  hat,  aus  allen  die  wahrscheinlichsten  Werthe 
von  J  und  A^  bestimmen,  indem  man  für  d  den  "Werth  ^o  an- 
nimmt, sodafs  <y=^o4-A^  wird,  wodurch  die  obige  Gleichung 
übergeht  in:  ' 

0  =  ^o'-^'+isin2(y.2sinie^+A^-f-cos^sin«.  J". 

Man  findet  nun  auch  leicht  die  Oorrection  der  beobachteten 
Declination  für  den  Fall,  dafs  man  ein  Gestirn  beobachtet  hat, 
welches  einen  Halbmesser,  eine  Parallaxe  und  eine  eigene  Be- 
wegung hat,  wie  dies  z.  B.  beim  Monde  der  Fall  ist.  Hat  man 
ein  solches  Gestirn  an  einem  Seitenfaden  beobachtet,  so  hat  man 
nach  dem  Vorigen  die  Gleichungen: 

cos  c  cos  d'  =  cos  d  cos  (t — m) 

cos  c  sin  ^'  =  cos  d  sin  (t — m)  sin  w  +  sin  ^  cos  w. 

Hier  ist  d  die  scheinbare  Declination  des  eingestellten  Punktes 
des  Randes  und  t  der  östliche  Stundenwinkel  des  Punktes  zur  Zeit 
der  Beobachtung,  ^'  die  am  Kreise  abgelesene  Declination  dieses 
Punktes.  Nennt  man  nun  aber  d  die  scheinbare  Declination  des 
Mittelpunktes  des  Mondes,  t  den  scheinbaren  Stundenwinkel  des- 
selben, so  erhält  man,  je  nachdem  man  den  oberen  oder  unteren 
Rand  eingestellt  hat: 

cos  c  cos  (^'  qp  ^)  =  cos  d  cos  {r—m) 
cos  c  sin  (^'  qi  0?)  =  cos  d  sin  (t— m)  sin  » -4-  sin  ^  cos  n, 
wo 

sin  X  cos  c  =  sin  Ä' 
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ist,  wenn  man  mit  V  den  scheinbaren  Halbmesser  des  Mondes  be- 
zeichnet.*) Ans  diesen  Gleichungen  erhält  man,  wenn  man  statt 
cos  c  sin  X  den  Werth  sin  hf  setzt,  cos  c  cos  x  eliminirt  und  die  ent- 
standene Gleichnng  mit  A  multiplicirt,  wo  A  das  Verhältnifa  der 
Entfernung  des  Gestirns  vom  Beobachtungsorte  zur  Entfernung  vom 
Hittelpunkte  der  Erde  bezeichnet: 

±A8inA'=      A  cos  <J  sin  ^  cos  (t — «) 

—  A  cos  ^  cos  d'  sin  (t — i»)  sin  n 

—  A  sin  «>  cos  ^  cos  «, 

oder,  da  man  die  Gröfse  sin  (t  —  m)  sin  n  vernachlässigen  und  cos  n 
gleich  Eins  nehmen  kann: 

±  A  sin  Ä'  =      A  cos  <J .  sin  «J'  cos  (t —  m) 

—  A  sin  ^ .  cos  d\ 

Drückt  man  nun  die  scheinbaren  Gröfsen  durch  geocentrische 
aus,  indem  man  setzt: 

A  sin  Ä'  ^  sin  Ä 

^  cos  ^  a=s  cos  ^0  —  p  sin  TT  cos  J?' 
A  sin  (J  =  sin  ^0  —  P  sin  ^  sin  ^', 

80  erhält  man  leicht: 

±  sin  Ä  —  p  sin  tc  sin  (^'  —  d') 

=  sin  (^'  —  ^o)  —  cos  do  sin  d*  i  (t— w)*  206265^ ' 

Bezeichnet  man  nun  die  Zeit  der  Beobachtung  mit  ^,  die  Cul- 
minationszeit  des  Mittelpunkts  des  Gestirns  mit  ^o?  so  ist: 

Hat  aber  das  Gestirn  eine  eigene  Bewegung  in  Rectascension 
und  ist  X  die  Zunahme  derselben  in  einer  Secunde,  so  ist,  wenn 
9—  Oq  in  Zeitsecunden  ausgedrückt  ist: 

T  =  (^  —  a^)  (1  —  ^) .  15: 

Vernachlässigt  man  nun  in  (r  —  m)^  die  kleine  Gröfse  m 
und  setzt: 

sin  jj  =  /o  sin  w  sin  (f>' —  <J')> 
so  erhält  man: 

Bin  (^o--^)==8inp=F8mÄ--isin2^'(^--^o)'(l--^)' 20^5^^ 


*)  Man  findet  dies  sogleich,  wenn  man  das  rechtwinklige  Dreieck  be- 
trachtet, welches  yom  Pole  des  Kreises  des  Instruments^  dem  Mittelpunkte 
des  Mondes  und  dem  eingestellten  Punkte  des  Randes  gebildet  wird.  In 
diesem  ist  der  Winkel  am  Pole  des  Kreises  gleich  x,  die  gegenüberstehend« 
Gathete  gleich  h\ 
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Nun  ißt:  • 

sin  ( J9  =t  Ä)  =  sin  p  ±  sin  Ä  —  2  sin  p  sin  •}  A^  qp  2  sin  H  sin  i  p*, 
also: 

sin p  =fc  sin  Ä  =  sin  {p±h)±  ^- —  sinp  sin  h  ^QQ^eb ' 

mithin  endlich: 

^0  =  <^ +i>  =F  Ä  =F  ^=^^^^  sinp  sin  Ä 

Dies  ist  die  von  Bessel  in  der  Vorrede  zu  den  Tabulis  Regio- 
montanis  pag.  LV  gegebene  Formel.  Das  letzte  Glied  dieser 
Formel  ist  nichts  weiter  als  das  erste  Glied  der  vorher  gefundenen 
Reductionsformel  auf  den  Meridian  mal  (1  —  Xf. 

Die  gefundene  wahre  Decliuation  des  Mittelpunkts  des  Mondes 
gilt  nun  für  die  Zeit  ß.  Will  man  dieselbe  für  eine  andere  Zeit  ^' 
haben,  so  mufs  man  noch  das  Glied: 

hinzufügen,  wo  ^  die  Aenderung  der  Declination  des  Gestirns  in 
der  Einheit  der  Zeit  bezeichnet. 

25.  Damit  die  Beobachtungen  mit  dem  Meridiankreise  die 
wahren  Differenzen  der  Declinationen  oder  Zenithdistanzen  geben, 
müssen  die  Ablesungen  des  Kreises  wegen  der  Theilungsfehler  und 
auch  wegen  der  Biegung  des  Femrohrs  und  des  Kreises  corrigirt 
werden.  Diese  Fehler  müssen  daher  nach  No.  7  und  8  dieses 
Abschnitts  bestimmt  und  an  die  Ablesungen  angebracht  werden. 
Endlich  mufs  auch  der  Zenithpunkt  oder  der  Polpunkt  des  Kreises 
bestinmit  werden,  wenn  man  Zenithdistanzen  oder  unmittelbar  die 
Polardistanzen  der  Sterne  bestimmen  will.  Um  den  Polpunkt  zu 
erhalten,  mufs  man  einen  der  Polarsterne  in  der  oberen  und  unteren 
Gulmination  beobachten.  Befreit  man  die  Ablesungen  von  der 
Refraction  und  den  Fehlem  der  Biegung  und  Theilung,  so  ist  die 
halbe  Summe  der  Ablesungen  gleich  dem  Polpunkte  des  Kreises, 
vorausgesetzt  dafs  die  Lage  der  Mikroskope  gegen  den  Kreis  sich 
nicht  geändert  hat.  Da  aber  die  Prüfung  dieser  Unveränderlichkeit 
und  die  Bestimmung  der  Aenderung  selbst  am  Besten  durch  die 
Beobachtung  des  Nadirpunktes  zur  Zeit  beider  Beobachtungen  ge- 
macht wird,  so  ist  es  am  Einfachsten  und  zugleich  Genauesten, 
alle  Beobachtungen   auf  den  Zenithpunkt  zu  beziehen,    d.  h.  die 
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Zenitlidistanzen  der  Sterne  zu  bestimmen  und  daraus  miittelst  der 
Polhöhe  die  Declinationen  abzuleiten. 

Der  Nadirpunkt  wird,  wie  schon  früher  gezeigt  war,  dadurch 
bestimmt,  das  man  unter  das  nach  dem  Nadir  gerichtete  Femrohr 
einen  Quecksilberhorizont  stellt  und  das  refiectirte  Bild  des  Hori- 
zontalfadens mit  dem  Faden  selbst  zur  Coincidenz  bringt.  Gewöhn- 
lich hat  ein  solches  Instrument  zwei  horizontale  Fäden  in  einem 
Abstände  von  etwa  10  Secunden,  zwischen  welchen  man  die  Sterne 
genau  in  die  Mitte  stellt.  Man  stellt  dann  auch  bei  der  Beobach- 
tung des  Nadirpunktes  die  reflectirten  Bilder  der  Fäden  nach  ein- 
ander in  die  Mitte  der  Fäden  und  liest  den  Ereis  in  beiden  Lagen 
ab,  wo  dann  das  arithmetische  Mittel  der  beiden  Ablesungen  gleich 
dem  Nadirpunkte  des  Instruments  ist.  Nach  den  Gleichungen  (B) 
in  No.  8  dieses  Abschnitts  erhält  man  dann  die  Zenithdistanzen  der 
Sterne  frei  von  Biegung  und,  wenn  man  die  Ablesungen  z^  2^,  etc. 
auch  wegen  der  Theilungsfehler  corrigirt,  auch  von  diesen  frei  In 
aller  Strenge  würde  es  erforderlich  sein,  die  Bestimmung  des  Nadir- 
punktes bei  der  Beobachtung  jedes  Sterns  zu  machen,  da  indessen 
die  durch  die  Aenderungen  der  Mikroskope  hervorgehenden  Aen- 
derungen  des  Nadirpunktes  klein  sind  und  langsam  vor  sich  gehen, 
so  ist  es  genügend,  den  Nadirpunkt  von  Zeit  zu  Zeit  zu  bestimmen 
und  den  wirklich  stattfindenden  Nadirpunkt  für  die  zwischenliegen- 
den Beobachtungen  zu  interpoliren.  Dadurch  können  dann  die 
Aenderungen  der  Mikroskope  so  gut  wie  vollständig  eliminirt  wer- 
den, und  da  die  Beobachtung  des  Nadirpunkts  so  einfach  ist  und 
sich  zugleich  mit  grosser  Genauigkeit  machen  läfst,  so  ist  diese 
Methode  der  Bestimmung  der  Zenithdistanzen  gewifs  die  beste. 

Man  kann  sich  indessen  für  die  Bestimmung  des  Zenithpunktes 
auch  horizontaler  CoUimatoren,  deren  einer  nördlich,  der  andere 
südlich  vom  Fernrohre  aufgestellt  ist,  bedienen.  Zu  dem  Ende  sind 
die  CoUimatoren  so  eingerichtet,  dafs  die  Collimationslinie  des  Fem- 
rohrs mit  der  Umdrehungsaxe  derselben  zusammenfällt.  Das  Fem- 
rohr hat  nämlich  zwei  genau  kreisrund  gedrehte  Ringe  von  Glocken- 
metall, mit  denen  es  in  den  rechtwinkligen  Lagern  aufliegt.  Diese 
Lager  haben  die  gewöhnlichen  Correctionsschrauben  in  Azimut  und 
Hghe,  zugleich  hat  das  Fadenkreuz  Correctionsschrauben,  um  das- 
selbe in  zwei  auf  einander  senkrechten  Richtungen  vertical  zur  Axe 
des  Fernrohrs  zu  bewegen.  Nachdem  dann  die  CoUimatoren  dem 
Femrohr  genau  gegenüber  aufgestellt  sind,  berichtigt  man  zuerst 
die  Collimationslinie  der  Femröhre  so,  dafs  dieselbe  mit  der  Um- 
drehungsaxe zusammenfällt.    Dies  geschieht,  indem  man  den  einen 
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Collimator  auf  den  anderen  richtet  nnd  um  180®  um  seine  Axe 
dreht.  Behält  das  Fadenkreuz  seine  Lage  gegen  das  Fadenkreuz 
des  andern,  so  ist  die  CoUimationslinie  berichtigt,  im  anderen  Falle 
verstellt  man  das  Fadenkreuz  mittelst  der  Correctionsschrauben  so- 
lange, bis  die  ünveränderlichkeit  der  Lage  bei  der  Umdrehung  des 
Femrohrs  um  die  Axe  erreicht  ist.  Die  Neigung  der  Axe  und  also 
auch  der  CoUimationslinie  gegen  den  Horizont  des  CoUimators  wird 
dann  mittelst  des  Niveau's  gefunden,  und  da  man  den  Collimator 
so  umlegen  kann,  dafs  das  Objectiv  auf  die  Seite  kommt,  wo  vor- 
her das  Ocular  war,  so  kann  auch  die  üngleicheit  der  Zapfen  auf 
die  gewöhnliche  Weise  bestimmt  und  in  Rechnung  gebracht  werden, 
um  nun  den  Horizontalpunkt  des  Kreises  zu  beobachten,  nivellirt 
man  den  Collimator,  richtet  das  Fernrohr  des  Kreises  auf  denselben 
und  liest  die  Mikroskope  ab.  Darauf  dreht  man  den  Collimator 
um  180®  um  seine  Axe,  um  einen  etwaigen  Fehler  in  der  CoUi- 
mationslinie zu  eliminiren,  nivellirt  wieder  und  liest  nach  der  Ein- 
stellung des  Femrohrs  die  Mikroskope  ab.  Macht  man  dieselben 
Operationen  auch  für  den  anderen  Collimator  und  sind  a  und  h  die 
Mittel  aus  den  zwei  Ablesungen  für  jeden  Collimator,  schon  wegen 

der  Neigung  des  CoUimators  corrigirt,  so  ist  — s —  d^r  Zenithpunkt 

des  Kreises*),  wenn  die  Collimatoren  in  gleicher  Entfernung  vom 
Instramente  sind.  Ist  x  die  Erhöhung  des  Objectivendes  des  CoUi- 
mators, schon  wegen  der  Ungleichheit  der  Zapfen  corrigirt,  so  ist 
die  Zenithdistanz  des  Femrohrs,  wenn  es  auf  den  Collimator  ge- 
richtet ist,  abgesehen  von  der  Neigung  der  Verticallinien  beider 
Instramente,  90®-f-aj,  und  man  mufs  daher  x  von  der  Ablesung 
subtrahiren  oder  dazu  addiren,  je  nach  der  Richtung  der  Theilung. 

Diese  Methode  ist  aber  umständlicher  als  die  Beobachtung  des 
Nadirpunktes  und  wegen  der  Nivellirungen  auch  wohl  nicht  so  genau, 
weshalb  die  andere  immer  den  Vorzug  verdient. 

Die  Polhöhe  bestimmt  man  am  Besten  durch  directe  und 
reflectirte  Beobachtungen  der  Circumpolarsterne.  Man  erhält  näm- 
lich aus  solchen  Beobachtungen  in  einer  Culmination  nach  den 
Gleichungen  (B)  in  No.  8  dieses  Abschnitts: 

und    eine  ähnliche    Gleichung   für   die   untere    Culmination.     Das 


*)  Die  Ablesungen  müssen  auch  wegen  der  Glieder  der  Biegung,  die 
auf  das  Mittel  beider  Ablesungen  von  Einflufs  sind,  wenn  solche  vorhanden, 
corrigirt  werden. 
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Mittel  zweier  solcher  Gleichungen  giebt  dann  die  Polhöhe,  unab- 
hängig von  der  Declination  des  Sterns  und  nur  noch  mit  den 
geraden  Sinusgliedem  der  Biegung  behaftet,  die  nach  der  dort  ge- 
gebenen Methode  bestimmt  werden  müssen.  AuXserdem  mu£s  bei 
diesen  Beobachtungen  die  Neigung  der  Yerticallinie  des  Instruments 
gegen  die  des  Quecksilberhorizonts  auf  die  eben  daselbst  angegebene 
Weise  in  Rechnung  gebracht  werden. 


V.  Das  Passageninstrument  im  ersten  Verticale. 

26.  Beobachtet  man  an  einem  mit  einem  Höhenkreise  ver- 
seheneu  Passageninstrumente,  welches  im  ersten  Verticale  aufgestellt 
ist,  die  Durchgangszeit  eines  Sterns  und  dessen  Zenithdistanz,  so 
kann  man  ähnlich  wie  im  Meridian  auch  zwei  Gröfsen  a  und  d 
oder  <p  bestimmen.  Da  indessen  die  Beobachtung  der  Zenithdistanz 
Schwierigkeiten  hat,  so  beobachtet  man  gewöhnlich  nur  die  Durch- 
gangszeiten der  Sterne,  um  daraus  die  Polhöhe  oder  die  Declination 
der  Sterne  zu  bestimmen.  Zu  dem  Ende  mufs  man  wieder  aus 
der  beobachteten  Zeit  und  den  Fehlern  des  Instruments  die  wahre 
Durchgangszeit  durch  den  ersten  Vertical  berechnen  können. 

Die  Umdrehungsaie  des  Instruments  über  das  Kreisende  hinaus 
Terlängert,  welches  nach  Norden  liegend  angenommen  werden  soll, 
treffe  die  scheinbare  Himmelskugel  in  einem  Punkte,  dessen  schein- 
bare Höhe  über  dem  Horizonte  h  und  dessen  Azimut  von  Norden 
ab  gerechnet  (positiv  auf  der  Ostseite  des  Meridians)  /c  ist.  Dann 
sind  die  drei  rechtwinkligen  Coordinaten  dieses  Punktes  in  Bezug 
auf  drei  Axen,  von  denen  die  Axe  der  z  senkrecht  auf  der  Eb^ie 
des  Horizonts  ist,  während  die  Axen  der  x  und  y  in  der  Ebene 
desselben  liegen  und  zwar  so,  dafs  die  positive  Axe  der  x  nach 
dem  Nordpunkte,  die  positive  Axe  der  y  nach  dem  Ostpunkte  ge- 
richtet ist: 

0=sin&,  y=cos&sin&  und  a5  =  cos&cos&. 

Nimmt  man  nun  ein  zweites  Coordinatensystem  an,  dessen 
Axe  der  z  der  Weltaxe  parallel  ist  und  dessen  Axe  der  y  mit  der- 
selben Axe  im  vorigen  Systeme  zusammenfällt,  wo  also  die  positive 
A^e  der  x  nach  dem  unter  dem  Horizonte  befindlichen  Durch- 
schnittspunkte des  Aequators  und  Meridians  gerichtet  ist,  so  sind 
die   drei  Coordinaten   des    Pols    der  Axe,   wenn  m   dessen  Stim- 
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denwinkel   (ebenso  wie  das  Azimut,  gezählt)   und   n   die  Declina- 

tion  ipt: 

0=sinn,  y^cosnsiuff»,  a;=cosnco8m, 

und  da  die  Axen  der  z  in  beiden  Systemen  den  Winkel  90^  —  f> 
mit  einander  bilden,  so  erhält  man  die  Gleichungen: 

sin  6 = sinn  sin  ^ — cos  n  cos  m  cos  ^ 
cos  &  sin  Ä; = cos  n  sin  m 
cos  6  cos  Ä  =  cos  »  cos  w  sin  ^ -I- sin  n  cos  ^ 

und: 

sin  n= cos&cosÄcos  ^  +  sinftsin  f> 
cos  n  sin  m = cos  &  sin  A; 
cos  n  cosm  =  cos  h  cos  X;  sin  f  —  sin  b  cos  ^. 

Nimmt  man  nun  an,  dafs  das  Femrohr  mit  der  Seite  der 
Umdrehungsaxe  nach  dem  Kreisende  zu  den  Winkel  90^  -f-  c  bildet, 
und  dafs  dasselbe  auf  ein  Object  gerichtet  ist,  dessen  Declination  d 
und  dessen  Stunden winkel  t  ist,  so  sind  die  Goordinaten  dieses 
Punktes  in  Bezug  auf  den  Aequator,  wenn  man  die  Axe  der  x 
wieder  nach  dem  Nordpunkte  gerichtet  annimmt: 

z=smd,  y  =  cos<Jsinit  und  x=  —  cos^cosf, 

oder,  wenn  man  die  Axe  der  x  in  der  Ebene  des  Aequators  in  der 
Bichtung  der  Umdrehungsaxe  des  Instruments  annimmt: 

«r  =  sin  <J 

«=  —  cos^cos(*  —  w). 

Nimmt  mq.n  nun  ein  zweites  Coordinatensystem  an,  in  welchem 
die  Axe  der  y  mit  der  vorigen  zusammenfällt,  während  die  Axe 
der  X  mit  der  Umdrehungsaxe  des  Instruments  zusammenfällt,  so 
ist  jetzt: 

aj  =r  —  sin  c, 

und   da   die  Axen  der  x  in  beiden   Systemen  den  Winkel  n  mit 
einander  bilden,  so  hat  man: 

sinc=  —  sin^sinn+cos^cos(^ — w)cos». 
Man  findet  diese  Formeln  auch  aus  der  Betrachtung  des  Dreiecks 
zwischen  dem  Pole  P,  dem  Zenith  Z  und  dem  Punkte  Q,  in  welchem 
die  Axe  nach  dem  Kreisende  zu  die  Himmelskugel  trifft.  In  diesem 
ist,  wenn  das  Kreisende  Nord  ist,  PQ^9(fi  —  n,  ZQ^9(fi'—b 
und  PZ=900  — f>,  während  der  Winkel  QFZ=  ISO  — m  und 
QZP=  k  ist  Die  Formel  für  sin  c  erhält  man  dagegen  aus  dem 
Dreiecke  PäQ,  wo  S  der  Punkt  der  Himmelskugel  ist,  auf  den  die 
Absehenlinie  des  Femrohrs  gerichtet  ist  und  in  dem  SQ  =  900  ^  c, 
5P=900  — ^,  PQ  =  2Q0  —  n  ist,  während,  wenn  der  Stern  im 
Westen  ist,  der  Winkel  SPQ  =  1800  --t-hm  ist. 
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Löst  man  in  der  letzten  Gleichung  cos  {t  —  m)  auf  und  setzt 
für  sin  n,  cos  n  cos  m  und  cos  n  sin  m  die  vorher  gefundenen  Wertbe, 
so  erhält  man,  wenn  man  die  Sinus  der  Gröfsen  &,  k  und  c  mit  dem 
Bogen  vertauscht  und  die  Cosinus  gleich  Eins  setzt: 

c= — sinc^cos^+coscTsin^cost 
—  [sin  <>  sin  ^  -h  cos  <>  cos  ^costjb 

oder  da: 

sin  ^  sin  ^ -I- cos  ^  cos  ^  cos  ^ = cos  « 
und: 

cos  <^  sin  ^ = sin  ier  sin  ^, 

oder,  da  Ä  hier  nahe  gleich  900  ist: 

cos^sin^=sinj;, 

wenn  der  Stern  im  Westen  stehend  angenommen  wird: 

c-hftcosxf — Äsinj8= — sin<Jcosfp+cos^sin^cost 

Ist  dann  9  die  wahre  Stemzeit,  zu  welcher  der  Stern  im  ersten 
Vertical  ist,  also  9  — «  der  Stundenwinkel  des  Sterns  in  diesem 
Augenblicke,  so  ist: 

cos  (^—a)  =-55^ 

oder: 

0^ — sin(Jco8^-f-cos<Jsin^cos(^  —  a). 

Zieht  man  diese  Gleichung  von  der  vorigen  ab,  so  erhält  man: 
c+6cos«— Ä?sin«=cos«J8inf?.2sini[ö— a  — t]sin|[^ — a+fl. 

Da  nun  c,  b  und  k  kleine  Gröfsen,  also  auch  9  — «  und  t 
wenig  von  einander  verschieden  sind,  so  kann  man 

siat  statt  sin^[^ — a-^-t] 
und 

ilß—a  —  t']  stattsiniC^— a— *] 

setzen  und  erhält  dann,  wenn  man  bemerkt,  dafs 

cos<^sin^=sin  j( 

ist: 

b  h 


S^a^t-h-z : h 


siniersin^      tang^rsin^      sin^* 
Hat  man  nun  einen  Stern  zu  der  ührzeit  T  an  dem  Mittelfaden 
des  Instruments  beobachtet,  so  wird  T-f-A^  die  wahre  Stemzeit 
und  der  Stundenwinkel 

sein.    Man  erhält  daner: 

sm£^sm^      tang£^sm^      smf? 
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eine  Formel,  die  man  auch  in  der  folgenden,  der  Mayerschen  For- 
mel für  das  Mittagsfemrohr  ähnlichen  Form  schreiben  kann: 

/>_  Ol  .   A4  .  ^         .      frcosg  ksmz 

sm  z  sm  f      smz  sm  ^      sm  ssm^ 

Diese  Formel  gilt,  wenn  das  Kreisende  nach  Norden  gerichtet 
und  der  Stern  im  Westen  beobachtet  ist.  Hätte  der  Stern  im 
Osten  gestanden,  so  wäre  in  diesem  Falle  Ä  nahe  gleich  270®, 
also  geht  die  Gleichung  cos  <J  sin  ^  =  sin ;?  sin  J.  über  in: 

cos  «J  sin  *  =  —  sin  z. 

Man  hat  also  für  diesen  Fall  nur  die  Zeichen  der  Divisoren 
sin;?  und  tang^r  zu  ändern  und  erhält  daher: 

g  __  m  ,    .  . c b h^  f  Kreis  Nord\ 

sin  z  sin  ^      tang  z  sin  ^      sin  ^  \  Stern  Ost  / 

Für  die  Lage  des  Instruments,  bei  welcher  der  Bjreis  auf  der 
Südseite  ist,  sei  die  Erhöhung  des  Kreisendes  der  Axe  b\  Dann 
ist  die  Erhöhung  des  Nordendes  jetzt  — V  (wo  h  von  — V  nur 
wegen  der  Ungleichheit  der  Zapfen  verschieden  ist),  und  da  jetzt 
der  Winkel,  den  die  Gesichtslinie  des  Fernrohrs  mit  dem  nach 
Norden  gerichteten  Ende  der  Axe  macht,  90®  —  c  ist,  während  k 
dasselbe  bleibt,  so  hat  man  nur  — V  und  — c  statt  h  und  c  zu 
setzen  und  erhält  daher: 

e^T+M-—^ - *_  /Kreis  Süd  1 

sin  je  sin  f>      tang  0  sin  ^      sin  f  \  Stern  West/ 

und: 

^__  ^  .    ..  .  c  .  b'  k     /Kreis  Snd\ 

sm  z  sm  ^      tang  zsia^      sm  ^  V  Stern  Ost  ) 

Kennt  man  nun  6  und  a,  so  erhält  man  durch  die  Formel 

tang  f)  cos  (9  —-  a)  =  tang  d 

die  Polhöhe  f>,  wenn  die  Declination  des  Sterns  bekannt  ist,  oder 
die  Declination,  wenn  die  Polhöhe  bekannt  ist.  Sind  0  und  9' 
die  Zeiten,  zu  denen  der  Stern  im  östlichen  und  westlichen  Theile 
des  ersten  Verticals  ^ar,  so  ist  i  (6'  —  9)  der  Stundenwinkel  des 
Sterns  in  dem  Augenblicke,  wo  derselbe  im  ersten  Verticale  war, 
und  man  erhält: 

tang  ^  cos  -J  (ö'  —  B)  =  tang  cJ, 

sodafs  man  dann  also  die  Rectascension  des  Sterns  nicht  zu  kennen 
braucht,  um  ^  oder  d  zu  linden.  Hat  man  nun  das  Instrument 
zwischen  der  Beobachtung  des  Sterns  im  Osten  und  im  Westen 
umgelegt,  also  das  eine  Mal  bei  Ejreis  Nord,  das  andere  Mal  bei 
Kreis  Süd  beobachtet,  so  wird 

Brünnow,  sphärische  Astronomie.    4.  Aufl.  33 
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sodafs  man. also,  um  aus  solchen  Beobachtungen  ^  oder  ^  zu  finden, 
weder  den  Stand  der  Uhr  noch  die  Fehler  k  und  c  des  Instruments 
zu  kennen  braucht.  Die  Gröfse  b  —  6'  ist  übrigens  frei  von  der 
Ungleichheit  der  Zapfen,  die  man  also  ebenfalls  nicht  zu  kennen 
braucht,  wie  man  aus  No.  3  dieses  Abschnitts  sieht. 

27.     Man   kann    diese  Näherangsformeln    auch   wieder   direct 

auf  geometrischem  Wege  ableiten. 

Es  sei  SPN  der  Meridian  und  es  zeige  das  Nordende  der  Axe 

nach  einem  Punkte  des- 
selben, der  um  h  über 
dem  Horizonte  liegt,  so 
ist  das  Zenith  des  Instru- 
mentes in  Z'y  wenn  ZZ^ 
=  h,  Ist  dann  GH  der 
Parallelkreis  des  Sterns, 
so  beobachtet  man  den- 
selben wegen  der  Nei- 
^  gung  des  Instruments  in 
G'  statt  in  G;  man  mufs 
also    auf   der   Westseite 

den  zu  Gö'  gehörigen  Stundenwinkel  zur  Beobachtungszeit  addiren, 

auf  der  Ostseite  von  derselben   abziehen.     Man  hat  aber  für  den 

kleinen  auf  ZTF  senkrechten  Bogen  G^J 


und  auch 


Q'J  =  ft  cos  0 

GJ^GG' cos  JGF 

=  dt  cos  d .  cos  JGP, 


In  dem  Dreiecke  ZGP  hat  man  aber ,  da  der  Winkel  an  Z 
gleich  900  igt: 

cos  ^  cos  ZGP  =  sin  f>  sin  e, 

mithin   erhält  man  die  Correction   der  Durchgangszeit  wegen  der 
Neigung  der  Axe: 

sm  ^  lang  z 

Ist  femer  k  das  Azimut  des  Nordendes  der  Axe,  vom  Nord- 
punkte nach  Osten  gerechnet,  so  beschreibt  die  Gesichtslinie  auf 
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der  Westseite  des  Me- 
ridians statt  des  ersten 
Verticals  ZTFdenVer- 
tical  ZW\  Man  hat 
daher  von  der  beob- 
achteten Durchgangs- 
zeit  den  dem  Bogen 
G  ö'  entsprechenden 
Stundenwinkel  abzu- 
ziehen. Es  ist  aber 
jetzt: 
GJ=^  ksm$ 

^dtcosdcosZG'P 
und  da  man  wieder  coscJcosZÖ'P=  sin?>sin^  hat,  so  erhält  man 
für  die  Correction  der  Durchgangszeit  wegen  des  Azimuts: 


dt  =  — 


k 


sin^ 


Ist-  endlich    c   der  Collimationsfehler   des  Instruments,    d.  h. 
macht   die  Gesichtslinie   mit   dem  Kreisende    der  Axe,    das   nach 


Norden  gerichtet  sein  soll,  den  Winkel  90^  -f-  c,  so  beschreibt  die- 
selbe auf  der  Westseite  statt  des  gröfsten  Kreises  ZW  den  paral- 
lelen Kreis  ZTF',  und  man  mufs  daher  zu  der  Beobachtungszeit 
den  dem  Bogen  GG^  entsprechenden  Stundenwinkel  hinzulegen. 

Es  ist  aber  in  diesem  Falle 

G'J=^c 

='  GG'cobJGP, 

33* 
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woraus  wie  vorher  för  die  'Correction  der  Beobachtungszeit  wegen 
des  Collimationsfehlers  folgt: 

dt  =  -h 


sin  z  sin  ^ 

28.  Die  eben  gegebenen  Formeln  gelten  nur  far  eine  sehr 
nahe  richtige  Aufstellung  des  Instruments,  wenn  also  &,  c  und  k 
kleine  Gröfsen  sind,  deren  Quadrate  man  vernachlässigen  kann. 
Häufig  wendet  man  aber  die  Methode  der  Bestimmung  der  Polhöhe 
durch  Beobachtungen  im  ersten  Verticale  auf  Reisen  an,  wo  man 
das  Instrument  oft  nicht  in  einer  so  grofsen  Nähe  am  ersten  Ver- 
ticale aufstellen  kann,  dafs  die  angeführte  Bedingung  erfüllt  ist. 
Dann  kann  man  also  die  eben  gegebenen  Näherungsformeln  nicht 
anwenden.    Es  war  nun  vorher  die  strenge  Gleichung  gefunden: 

sin  c  =  —  sin  <J  sin  n  -h  cos  d  cos  n  cos  (t  —  w) , 
oder,  wenn  man  die  Werthe  für  sin  «,  cos  n  cos  m  und  cos  n  sin  u 
substituirt: 

sin  e  =  —  sin  6  sin  <J  sin  j?  —  sin  6  cos  d  cos  ^  cos  ^  —  cos  b  cos  &  sin  ^  cos  ^ 
H-  cos  b  cos  h  sin  ^  cos  <J  cos  *  -h  cos  b  sin  k  cos  d  sin  t. 

Hätte  man  genau  im  ersten  Verticale  beobachtet,  so  wäre: 
sin  d  i=  cos  jp  sin  f>,        cos  ^  cos  ^  =  cos  z  cos  j? 
und 

cos  ^sint  ^  sin  z. 

Da  nun  aber  angenommen  wird,  dafs  das  Instrument  in  einiger 
Entfernung  vom  ersten  Verticale  steht,  so  führe  man  die  Hülfs- 
winkel  ein: 

sin  d  =  cos  z'  sin  j?' 
cos  ^cost  =  cos  e'  cos  ^' 
cos  ^  sin  ^  =  sin  z'. 

Dadurch  geht  die  Formel  für  sin  c  über  in: 

sin  c  =  —  sin  b  cos  z'  cos  (j?  —  ^')  -h  cos  b  cos  k  cos  z'  sin  (^  —  ^') 
■+■  cos  b  sin  k  sin  z', 

und  man  erhält: 

,  ,.  sin  c  sec  z'  ,  tang  3      tang  k  tang  «* 

tang  («?  —  c? )  = 7 ; 7 rr  -i ^ h ^. 

cos  0  cos  k  cos  (f»  —  f> )        cos  ä         cos  (f»  —  f>  ) 

Aus  dieser  Formel  sieht  man,  dafs  man  am  vortheilhaftesten 
Sterne  beobachtet,  welche  dem  Zenith  so  nahe  als  möglich  vorbei- 
gehen, weil  man  selbst  dann,  wenn  man  k  nur  annähernd  kennt, 
eine  ziemlich  genaue  Polhöhe  finden  wird.  Beobachtet  man  nun 
aber  in  verschiedenen  Lagen  des  Instruments  im  Osten  und  im 
Westen,  so  kann  man  die  Beobachtungen  noch  so  mit  einander 
combiniren,  dafs  die  Fehler  des  Instruments  einander  ganz  aufheben. 


J 
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bis  auf  den  Fehler  der  Neigung.  Die  obige  Formel  gilt  nämlich 
für  Stern  West  und  Kreis  Nord.  Für  die  übrigen  Fälle  erhält 
man  die  Formeln  wie  vorher,  indem  man  für  Stern  Ost  z  nega- 
tiv setzt: 

.  ,v sincsecg'      •      tang6      tangA;tangg^  rKrei8Nord\ 

"6v9^    9)         cos6co8Äcos(f?--5p')      COS  fc       COS  ($p— jp')  \  Stem  Ost  / 

.  ,. sin  c  sec  % tang5' tangÄ;tangg'/  Kreis  Süd  \ 

^^  cos  6  cos  Ä  cos  (f> — 9?')      cosÄ;       cos  (f?—^')  \Stem  West/ 

.  ,. sin  c  sec  tt tangd'     tangfetangjg'/  Kreis  Süd  \ 

cos  &  COSÄ  cos  ($p — f>')       COSÄ       cos(f» — f>')  \  Stern  Ost  / ' 

Legt  man  also  das  .Instrument  zwischen  den  Beobachtungen 
des  Sterns  im  Osten  und  im  Westen  um  und  berechnet  tp  —  f>'  aus 
jeder  einzelnen  Beobachtung,  so  ist  das  Mittel  frei  von  allen 
Fehlem  des  Instruments,  bis  auf  den  Fehler  der  Neigung.  Kann 
man  nicht  denselben  Stern  im  Osten  und  Westen  beobachten,  so 
beobachtet  man  einen  Stern  im  Osten  und  einen  andern  bei  ver- 
änderter Lage  des  Instruments  im  Westen  und  verbindet  dann  die 
Resultate  mit  einander.  Wählt  man  zwei  solche  Sterne  aus,  deren 
Zenithdistanzen  im  ersten  Verticale  nahe  gleich  sind,  so  hebt  sich 
der  gröfste  Theil  der  von  der  Aufstellung  des  Instruments  herrüh- 
renden Fehler  auf  und  die  Genauigkeit  der  Polhöhenbestimmung 
hängt  dann  noch  allein  von  der  Genauigkeit  ab,  mit  welcher  <p 
bestimmt  ist.    Es  war  aber 

,       tang^ 

also  erhält  man,  wenn  man  die  Formel,  logarithmisch  geschrieben, 
differenzirt: 

^9  ==   .    c/^  ä$'\- \ sin 2 cp' tang tat, 
^       sin2<J  ^  r        & 

Auch  hieraus  sieht  man  wieder,  dafs  es  am  vortheilhaftesten 

ist,    solche  Sterne  zu  beobachten,    welche  nahe   am  Zenith  durch 

den  ersten  Yertical  gehen.    Da  nämlich: 

tang  z 
tang  t  =  — 2 — , 
cos  9? 

so  wird  der  Coefficient  von  ät  auch  sin  ^'  tang  z'  geschrieben  werden 

können,  also  für  Zenithsteme  sehr  klein  werden,  und  weil  dann  für 

solche  Sterne  ^  nahe  gleich  ^  ist,  so  wird  ein  Fehler  in  der  Decli- 

nation  wenigstens  nicht  vergröfsert. 

Hat  man  an  mehreren  Fäden  beobachtet,  so  ist  es  nicht  einmal 

nöthig,  die  Beobachtungen  an  den  Seitenfäden  auf  den  Mittelfaden 

zu  reduciren,  was  bei  diesem  Instrumente  eine  etwas  weitläuftige 
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« 

KechBung  giebt,  sondern  man  kann  aus  der  Verbindung  von  je  zwei 
Beobachtungen  an  demselben  Faden  im  Osten  und  im  "Westen  eine 
Polhöhe  ableiten*)  und  nachher  das  Mittel  nehmen. 

Schreibt  man  die  Formel  für  tang  (f?  —  9>0  so  um : 
Bin  {0  —  «»')  =  — ^ — i-  sec  z  -*-    ^^  c^s  {^  —  ^')  —  tang  &  tang  ^^ 

^        ^  COSOCOSÄ  COSÄ 

löst  man  dann  sin  (9»  —  j?')  auf,  substituirt  für  sin  9?'  und  cos  /  die 
Werthe 

sin  d  sec  li  und  cos  d  cos  t  sec  z' 

und  setzt  den  Factor  von  tang  fe, 

cos  (^  —  9?')» 
gleich  Eins,  so  erhält  man: 

sine 


sin  (^  —  <T)  =  cos  <y  sin  9> .  2  sin  -J  *^  + 


cos  6  cos  X; 


,  tang  h         t      j.       1    '     t 
H ^cosz  —  tang  Ä  sin;?. 

COSÄ 

Sind  t,  €  und  Ä  kleine  Gröfsen,  so  erhält  man  hieraus  für  die 
Bestimmung  der  Polhöhe  durch  Zenithsteme  die  folgenden  bequemen 
Formeln,  indem  man  noch  c  -h  f  statt  c  setzt: 

^  —  (T  =  sin  $p  cos  <T .  2  sin  i  *^  ±  ^-h  &  -h  c  —  ksinz  [Kreis  Nord,  Stern  West] 

+  6  -h  c  4-  Ä  sin  «  [Kreis  Nord,  Stern  Ost] 

—  b'— c  — Je  sin  z  [Kreis  Süd,  Stern  West] 

—  b'—  c-hksbiz  [Kreis  Süd,  Stern  Ost]. 

An  dem  im  ersten  Verticale  aufgestellten  Passageninstrumente 
auf  der  Berliner  Sternwarte  wurde  am  10.  September  1846  der 
Stern  /^Draconis  beobachtet. 

Kreis  Nord,  Stern  Ost. 

I        II        III  IV  V        VI         vn 

19°^98.0,  171»  10^488.0,  5n»248.0,  ln»16«.5,  16^55^68.3 

Kreis  Süd,  Stern  West. 
1=>58.0,  54^598.7,  50^478.8,  17h  45«» 288.0,  37^388.0. 

Die  Neigung  des  Instruments  war: 

bei  Kreis  Nord  =  H-  4".  64 
bei  Kreis  Süd    =  —  3  .  49. 
Ferner  war: 


*)  Hat  man  nämlich  an  einem  Seitenfaden,  dessen  Distanz  f  ist,  beob- 
achtet, so  ist  es  dasselbe,  als  wenn  man  an  einem  Instrumente  beobachtet 
hätte,  dessen  Collimationsfehler  c  4-  ^  ist. 
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a  «  17»»  26«68» .  59 

d  =  52«  25'  27".  77 

^i=        —   54«.  52, 

und  die  Fädendistanzen  sind  im  Bogen: 

I  12'  31".  16 

n  6   43  .  78 

IZT  3   25  .  17 

V  3   23  . 14 

FI  6   34  .  21 

Vn  12   22  .32. 

Um  nun  ^  —  d  zu  berechnen,  muTs  man  schon  einen  genäherten 
Werth  von  ^  kennen.    Nimmt  man 

9>  =  520  30'  16", 

so  wird: 

log  sin  ^cosd^  9.684686, 
und  man  erhält.* 

Kreis  Nord. 

m        IV  V  VI         vn 

t  8°»44».ll  17m58.11  22«a298.11  26^368.61  32"»46«.81 

log  2  sin  i*»        2.17552  2.75807      2.99648      3.14264     3.32351 

sin9>cos<J2sini«^    1    12.48  4   37.18     7    59.92     11    11.94    16   59.07 

^  —  S  4   37.65  4   37.18  4   36.78      4   37.73      4   36.75, 

also  im  Mittel: 

?>—  <J  =  4'  37".  22  +  4".  64  4- c  +  Ä sin«. 

Ebenso  findet  man  aus  den  Beobachtungen  bei  Kreis  Süd  im 
Mittel: 

^  —  <J  =  4'  53".  53  +  3".  49  —  c  — Äsin«, 

mithin,  wenn  man  die  Resultate  in  beiden  Lagen  verbindet: 

^  —  <j  =  4'  49".  44 

9>  =  52°  30'  17".  21 
c-f-Ä;sin*i=  +  7".  58. 

Diese  Methode  ist  die  vorzüglichste,  um  die  Zenithdistanz  ^  —  d 
eines  dem  Zenith  nahen  Sterns  mit  grofser  Schärfe  zu  bestimmen 
und  kann  daher  mit  Vortheil  angewandt  werden,  um  die  Aen- 
derungen  der  Zenithdistanz  eines  Sterns  durch  Aberration,  Nutation 
und  Parallaxe  und  mithin  die  Constanten  dieser  Correctionen  selbst 
zu  bestimmen.  Dieselbe  ist  auch  von  Struve  zu  diesem  Zwecke 
mit  dem  gröfsten  Erfolge  angewandt.  Da  die  Neigung  des  In- 
struments einen  so  grofsen  Einflufs  auf  das  Resultat  hat,  indem 
ein  Fehler  derselben  vollständig  im  Resultate  bleibt,  so  mufs  das 
zu  solchen  Beobachtungen  angewandte  Instrument  so  gebaut  sein, 
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dafs  die  Nivellirong  sich  mit  der  gröfsten  Schärfe  machen  läfst. 
Das  nach  Strnye's  Angaben  zuerst  för  die  Pnlkowaer  Sternwarte 
gebaute  Instrument  ist  so  eingerichtet,  dafs  das  Niveau  stets  auf 
der  Axe  des  Instruments  selbst  während  der  Umlegung,  die  sich 
mit  grofser  Leichtigkeit  ausführen  läfst,  verbleibt,  sodafs  jede  etwaige 
Veränderung  des  Niveau's  durch  das  Aufsetzen  verhütet  ist  und  man 
wohl  annehmen  kann,  dafs  sich  das  Niveau  während  der  kurzen 
Zwischenzeit  der  Beobachtungen  nicht  ändert.  Beobachtet  man  das 
Niveau  in  jeder  Lage  vollständig  durch  Umkehren  desselben,  so 
erhält  man  b  und  V;  indessen  ist  es  nur  nöthig,  dasselbe  mit  dem 
Instrumente  umzulegen,  wodurch  man  sogleich  b  —  b^  erhält,  was 
allein  für  das  Resultat  benutzt  wird,  wie  man  aus  dem  obigen 
Beispiel  sieht. 

Eine  Schwierigkeit  bei  diesen  Beobachtungen  ist  die  Schätzung 
des  Bruchtheils  der  Secunde,  zu  welchem  der  Stern  am  Faden  ist, 
wegen  der  schiefen  Bewegung  des  Sterns  gegen  den  Faden.  Der 
Gebrauch  des  Chronograph  wird  daher  für  diese  Beobachtungen 
sehr  zu  empfehlen  sein,  da  es  immer  leicht  ist,  den  Augenblick 
aufzufassen,  wenn  der  Stern  durch  den  Faden  halbirt  wird. 

Für  die  Bestimmung  der  Parallaxe  oder  der  Constanten  der 
Aberration  und  Nutation  nach  dieser  Methode  mufs  man  Sterne 
wählen,  die  dem  Pole  der  Ecliptic  nahe  sind,  weil  für  solche 
der  Einflufs  dieser  Correctionen  auf  die  Declination  möglichst 
grofs  wird. 

29.  Die  Formeln,  durch  welche  man  die  Reduction  von  einem 
Seitenfaden  auf  den  Hittelfaden  erhält,  findet  man  auf  dieselbe  Weise 
wie  beim  Passageninstrument.  Hat  man  nämlich  an  einem  Seiten- 
faden beobachtet,  dessen  Distanz  vom  Mittelfaden  f  ist,  so  ist  es 
dasselbe,  als  wenn  man  an  einem  Instrumente  beobachtet  hat,  dessen 
CoUimationsfehler  c  -h  f  ist    Man  hat  daher  die  Gleichung: 

sin  (c  4-/^  =  —  sin  <J  sin  n  -*-  cos  <J  cos  n  cos  (f  —  »), 

wo  f  der  Stunden winkel  des  Sterns  in  dem  Augenblicke  ist,  in 
welchem  man  denselben  am  Seitenfaden  beobachtet  hat.  Zieht  man 
davon  die  Gleichung  ab: 

sin  c  =  —  sin  (^  sin  n  -f-  cos  d  cos  n  cos  (t  —  iii), 
so  erhält  man: 

2  sin  i/'cos  [if-h  c]  =  2  cos  d  cos  n  sin  i  (*  —  t')  sin  [i  (t  -h  t')  —  m]. 

Da  nun  f  immer  nur  wenige  Minuten  beträgt,  so  kann  man 
für  die  linke  Seite  der  Gleichung  f  setzen,  und  findet  dann: 
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*  cos<Tsin-J(*4-0  cosMcosOT  —  cos^cosi(^4-0co8nsmw' 

oder,  wenn  man  for  cos  n  cos  m  und  cos  n  sin  m  die  in  der  vorigen 
Nmmner  gefundenen  Ausdrücke  durch  b  und  k  setzt: 

^ f 

cos  «y  sin$p  sin^  (^  4- 1')  [1  —  b  cotang  ^ — Je  cotang  i  (*  -h  t')  cosec  ^]  ' 

Man  mufs  also  bei  der  Reduction  von  einem  Seitenfaden  auf 
den  Mittelfaden  nicht  die  eigentliche  Fädendistanz  f  anwenden, 
sondern  die  Gröfse: 

f  _^f. 

1  —  b  cotang  9>  —  fc  cotang  -J  If+t')  cosec  9?         ' 
nnd  es  ist  dann: 

r 


2sini(*  — 0  = 


cos  d  sin  9?  sin  -J-  (^  -h  t') ' 
Um  nun  diese  Gleichung  auflösen  zu  können,   müfste  man  t' 
schon  kennen.    Es  ist  aber 

sin  i  (*  + 1')  =  sin  [*  —  i  («  —  «')]• 
Nimmt  man  dann  für  ^{t—V)  die  halbe  Zwischenzeit,  welche 
zwischen  dem  Durchgange  durch  den  Seitenfaden  und  den  Mittel- 
faden verflossen  ist,  so  ist  die  rechte  Seite  der  Gleichung  bekannt 
und  man  kann  daraus  t — t'  berechnen.  Weicht  der  gefundene 
Werth  von  dem  angenommenen  Werthe  zu  sehr  ab,  so  mufs  man 
die  Rechnung  mit  dem  neuen  "Werthe  wiederholen.  Vorher  mufs 
man  aber  die  reducirte  Fädendistanz  f  berechnen.  Dabei  kann 
man  nun  in  der  Regel  das  Glied  b  cotang  9?  fortlassen,  weil  b 
immer  nur  wenige  Secunden  betragen  wird.  Ist  der  Stern  nicht 
sehr  nahe  am  Zenith  beobachtet  und  k  eine  kleine  Gröfse,  so  kann 
man  auch  die  Correction  wegen  k  vernachlässigen  und  hat  dann 
blos  die  eigentliche  Fädendistanz  f  anzuwenden.  Nahe  am  Zenith 
kann  aber  das  Glied,  welches  k  enthält,  wenn  dies  nicht  sehr  klein 
ist,  merklich  werden.    Es  ist  nämlich 

tang  *  cos  f>  =  tang  z^ 

und  da  f  klein  ist,  so  wird  auch  sehr  nahe 

tang  t'  cos  ip  =  tang  z' 
sein,  also  auch 

tang i  (<  -h  t')  cos  9?  =  tang  i  («  4-  z'). 
Statt  des  Factors  von  k  kann  man  daher  auch  schreiben: 

cotang  ip  cotang  -J-  (ä  -4-  «')> 
woraus  man  sieht,  dafs  die  Correction  sehr  nahe  am  Zenith  bedeu- 
tend werden  kann. 

Statt  der  indirecten  Auflösung  der  Gleichung 


522 

f 

*  cos  «J  sin  ^  sin  -j  (*4- 1 ) 

kann   man    auch  die  Auflösung  durch  eine  Reihe  anwenden.     Die 
Gleichung  kann  man  nämlich  auch  so  schreiben: 

f 

cos  ^  '  —  cos  t  =  r— : , 

COS  o  Sin  <p 
woraus  man  nach  Formel  (19)  in  No.  11  der  Einleitung  erhält: 

r 


t'^t- 


—  \  cotang  t     T-^ :— : 

'  °     Leos  6  sm  ^  sm  * J 


cos  S  sin  ^  sin  t 

-  *  r T-^ ^1  '(1  +  ^  <^otang  t^). 

*  Leos  «y  sin  ^  smf  J 

Ist  nun  das  Instrument  nahe  richtig  aufgestellt,  so  ist 

cos  ^sin^  =  sin«, 

mithin 

*'  =  «--r-A i  cotang  *  [t-^^ — 1' 

smÄsinfp  LsinÄSinfpJ 

—  i  [1  +  3  cotang  t^"]  f-r-A — 1 '—.... 

Da  in  dieser  Formel  auch  eine  gerade  Potenz  von  f  vorkommt, 

so  sieht  man,  dafs  Fäden,  welche  gleich  weit  zu  beiden  Seiten  vom 

Mittelfaden  abstehen,  hier  nicht  denselben  Werth  für  V  —  t  geben. 

Für  ein  negatives  f  wird  nämlich 

f  r      f*       n  2 


sm ;?  sm  9? 


■J  cotang  t    -:—-—. — 
^  °    Lsm «  sm  f>J 

-h  i  [14-3  cotang<2]    -r-^, —     —  . . . . 
*  ^     -^    sm  jf  sm  f>  J 


,  Um  nun  diese  Reihen  bequemer  berechnen  zu  können,  kann 
man  sich  eine  Tafel  anlegen,  aus  welcher  man  mit  dem  Argumente  ^ 
die  Gröfse  sin  ^  sin  z^  und  ebenso  ^  cotang  t  und  ^  (1  -+-  3  cotang  f^) 
findet. ' 

Man  kann  aber  diese  Reihenentwickelung  nur  dann  anwen- 
den, wenn  der  Stern  nicht  nahe  am  Zenith  ist,  weil  im  anderen 
Falle  auch  noch  einige  der  folgenden  Glieder  mitgenommen  werden 
müfsten. 

Ist  die  Zenithdistanz  klein,  so  bedient  man  sich  mit  Yortheil 
der  folgenden  Methode  zur  Berechnung  von  t'.    Es  war 

/' 

cos  * '  =  cos  t  H z—, —  . 

cos  ö  sin  ^ 

Zieht   man   den  Ausdruck  auf  beiden  Seiten  von  1   ab  und 

addirt  auch  1,  so  erhält  man  durch  die  Division  der  entstehenden 

Gleichungen : 
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^^*^     *~  2  cos i*»  cos  d sin f>  4-^  ' 


Da  nun  ferner 


tang  d 
cos  <  =  r^ 
tangf9 


ist,  so  wird 


und 


mithin  wird 


1  —  cos  *  =  2  sin  i  r  = 4^ — 

cos  <r  sm  ^ 

1  +  cos  «  =  2  cos  it«  =  ?i£^^ ; 

*         cos  (f  Sin  ^ 


Sin  (f>  +  ^)  +  r 


nnd  for  ein  negatives  f 

tangi«     -sin(^  +  (y)-r' 
Die  Fädendistanzen  selbst  bestimmt  man,    indem   man   einen 
dem  Zenithe  nahe  stehenden  Stern  an  den  einzelnen  Fäden  beob- 
achtet.    Berechnet   man   dann    aus    den  Beobachtungen  an  jedem 
Faden  die  Gröfse 

sin  $?  cos  ^ .  2  sin  ^  ^^, 
so  geben  die  Unterschiede  dieser  Gröfsen  die  Fädendistanzen,  weil 
für  Zenithalsteme 

9?  —  (J  =  sin  $p  cos  <J .  2  sin  ^  *'  dt  /*4-  c  4-  &  H-  Ä  sin  «. 

So  hätte  man  z.  B.  in  dem  Beispiel  der  vorigen  Nummer  aus 
den  Beobachtungen  bei  Kreis  Nord  die  Fädendistanzen  erhalten: 

IZT=    3' 24".  70 

F=    3  22  .74 

71=    6  34  .76 

Vn^  12  21  .89. 

Den  2ten  October  1838  wurde  der  Stern  a  Bootis  an  dem 
im  ersten  Verticale  aufgestellten  Passageninstrumente  in  Berlin 
beobachtet. 

Kreis  Süd,  Stern  West. 

I      n     lu         IV  V       VI        vn 

«Bootis    44«. 7     8«. 3     50«. 2     19»»2'«32«.2     13«. 8     558.4     1"»19«.2. 

Die  Fädendistanzen  waren  in  Zeit: 

1=51«.  639 

21=25  .814 

111=12  .610 
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F=13«.305 
71=26  .523 
721=52  .397; 
ferner  war: 

2\e  =  4-  47» .  5,  a  =  14^8»  16» .  5,  <J  =  +  20<>  1'  39",  ^  =  52^  30'  16". 
Die  Gröfsen  h  und  &  waren  so  klein,   dafs  man  die  reducirte 
Fädendistaliz  f*  nicht  zu  berechnen  braucht.    Damit  erhält  man  nun 

^  =  4>»55»3».2  =  73<>45'48".0,    log  cos  «J sm  ^  sin  f>  =  9.85244 
und 

log  cotang  ^  f  =  9 .  14552. 

um  nun  das  zweite  Glied  der  Reihe  zu  berechnen,  muTs  man 

— — :— :  in  Theile  des  Radius  verwandeln,  also  mit  15  mul- 

sin  ^  cos  a  sin  r 

tipliciren  und  mit  206265  dividiren.     Darauf  hat  man  das  Quadrat 

zu  nehmen,  und  um  das  Glied  dann  in  Zeitsecunden  zu  verwandeln, 

hat  man  wieder  mit  206265  zu  multipliciren  und  mit  15  zu  dividiren. 

Der  Factor  von 

r t r 

L  sin  ^  cos  (^  sin  ^  J 
wird  daher: 

wovon  der  Logarithmus  5  .  00718  ist.  Ebenso  wird  der  Coefficient 
des  dritten  Gliedes,  wenn  man  dasselbe  in  Zeitsecunden  erhal- 
ten will: 


i[2öi65]''^^+^*^**"«*''' 


Dies  Glied  hat  aber  in  diesem  Falle  keinen  Einflufs  mehr.  Be- 
rechnet man  z.  B.  die  Reduction  für  den  Faden  J,  so  ist  hier  f 
negativ,  und  man  erhält: 

- ^-j-r-^  =  -  72«.  533 

srn^  cos  asm  r 

+  ö7^^  •  i  cotang t  r — j-Zt-t— 1  *  =  +  0.053, 
206265  °    Leos  <T  sin  *smf)j 

also  wird  die  Reduction  auf  den  Mittelfaden  für 

I=  — im  128. 48, 

Ebenso  erhält  man: 

11=— 368.25 

in=  — 17  .71 

7=-M8  .69 

71= -1-37  .24 

7ir=+73  .54. 
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Es  werden  also  die  Beobachtungen  der  einzelnen  Fäden  auf 
den  Mittelfaden  reducirt: 

19»»  2m  32».  22 
32  .05 
32  .49 
32  .20 
32  .49 
32  .64 
32  .74 


im  Mittel  19»» 2« 32». 40. 

Um   nan  auch  ein  Beispiel  für  die  andere  Art  der  Reduction 
zu  haben,  nehme  man  folgende  Beobachtung  von  a  Persei: 

Kreis  Süd,  Stern  West. 

I  u         m  lY  y 

a  Persei     4°>26«.0     2^388.0      1«43«.0     5»»0°»498.2      59°»52«.0 

VI  vn 

58°»  55«.  2       57°»  2».  0. 
Berechnet  man  zuerst: 

**^^**   ~sin(sP  +  e»' 

indem  man 

d  =  49«  16'  26".  7 

und 

5^  =  520  30'  16".  0 

nimmt,  so  erhält  man: 

«  =  260  58' 58".  88. 

Ninmit  man  nun  den  ersten  Faden,   so  ist  f  negativ,  man  hat 
also  die  Formel  zu  berechnen: 

sin  (9>  4- <y)  — /" 
Da  nun 

/^=  51».  639  =  12' 54".  585, 
oder  in  Theilen  des  Radius  gleich  0.0037553  ist,  so  erhält  man 

«'=270  53'    6".  72, 
also 

t'—t=   0054'    7".  84 
=    0»»    3»»» 36«.  52. 

Ebenso  erhält  man  für  die  übrigen  Fäden: 

11=  1»»»49«.05 
ni  53  .  48 


i 
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7  66» .  85 

VI      1«53  .85 

VU      3   46  .  77. 

Bei  diesem  Sterne  ist  die  Reihenentwicklung  indessen  noch  mit 
mehr  Bequemlichkeit  anzuwenden,  da  bei  Faden  III  und  Y  das 
dritte  Glied  gar  keinen  Einflufs  mehr  hat  und  auch  bei  dem  ersten 
und  siebenten  Faden  der  Werth  desselben  nur  0^ .  12  ist. 

30.  Es  ist  nun  noch  zu  zeigen,  auf  welche  Weise  man  die 
Fehler  des  Instruments  durch  die  Beobachtungen  bestimmt. 

Die  Neigung  h  der  Axe  wird  immer  durch  unmittelbare  Nivel- 
lirung  gefunden.  Den  CoUimationsfehler  kann  man,  wie  man  in 
No.  28  gesehen  hat,  bestinunen,  wenn  man  dem  Zenithe  nahe 
stehende  Sterne  in  verschiedenen  Lagen  des  Instruments  im  Osten 
und  Westen  beobachtet.  Man  erhält  denselben  auch,  wenn  man 
eine  östliche  und  westliche  Beobachtung  desselben  Sterns  in  ein 
und  derselben  Lage  des  Instruments  mit  einander  verbindet.  Es 
ist  nämlich  für  Kreis  Nord: 

Q=  T-hM  —  - — —. : — [Stem  Ost] 

sin  zsvD.^      sm  ^ 

e '  =  T'  -h  A*  +  ^-^. ^  [Stern  West], 

sm  z  sm  f>      sm  f> 

wo  angenommen  ist,  dafs  die  Correction  wegen  der  Neigung  schon 
angebracht  ist.    Es  ist  also: 

c=sm^sin;?[i(e'-e)-i(r-T)], 
wo  i  (6'  —  9)  aus  der  Gleichung 

oder  schärfer,  wenn  man  ^  (9'  —  ©)  =  ^  setzt,  aus  der  Gleichung 

.     **^^*^   -sin(s.+  - 


gefunden  wird.  Damit  der  Coefficient  sin  z  recht  klein  wird,  also 
Fehler  in  der  Beobachtung  der  Zeiten  T  und  T'  keinen  grofsen 
Einflufs  auf  den  Werth  von  c  erlangen,  mufs  man  zur  Bestimmung 
von  c  solche  Sterne  nehmen,  welche  so  nahe  als  möglich  beim 
Zenith  durch  den  ersten  Vertical  gehen. 

Addirt   man    die   beiden    Gleichungen   für  9   und  9',    so    er- 
hält man: 

Ä  =  sm^[i(r-hT)  +  A*-i(9  4-9')], 
oder,  da  i  (9  +  9')  =  «  ist: 

Ä  =  sin  9?  [i  (T-h  T)  -HA*  —  a]. 
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Für  die  Bestimmung  von  k  wird  man  Sterae  zu  wählen  haben, 
welche  weit  vom  Zenith  durch  den  ersten  Vertical  gehen,  weil  man 
far  diese  die  Durchgänge  durch  die  Fäden  genauer  beobachten 
kann.  Im  Jahre  1838  wurde  an  dem  Passageninstrumente  der 
Berliner  Sternwarte  beobachtet: 

Kreis   Süd. 

Juni  25  a  Bootis  West  19*»    3«»    1« .  44 
26  a  Bootis  Ost        9    12     54  .  49, 

wo  die  angesetzten  Zeiten  schon  die  Mittel  aus  den  Beobachtungen 
an  sieben  Fäden  sind.  Juni  25  war  6  = -1-6".  42,  Juni  26  da- 
gegen -h  7 " .  98.    Corrigirt  man  also  die  Zeiten  wegen  der  Neigung 

durch  Hinzufugung    des  Gliedes  -\ : — ,  so  hat  man  zur  Beob- 

achtung  im  Westen  — 0^.26  und  zur  Beobachtung  im  Osten  0^.32 
hinzuzulegen,  sodafs  man  erhält: 

T=  19h    drn  18.18 

r=    9  12  54  .  81. 

Es  ist  also 

i(!r+r)  =  14^7«»  588.00, 
und  da 

A*  =  -h  20s.  27  und  a  =  14^  S^  IG^.  48 

war,  so  erhält  man: 

]c  =  4-1».  42. 

Anm.  Ueber  das  Passageninstrument  im  ersten  Verticale  vergleiche 
man:  Encke,  Bemerkungen  über  das  Durchgangsinstrument  von  Ost  nach 
West.    Berliner  astronomisches  Jahrbuch  für  1843  pag.  300  u.  folgende. 


VI.  Höheninstrumeote. 

31.  Die  Höheninstrumente  sind  entweder  ganze  Kreise  (Ver- 
ticalkreise),  Quadranten  oder  Sextanten.  Die  Verticalkreise  sind 
an  einer  horizontalen  Axe  befestigt,  die  auf  einer  verticalen  Säule 
ruht.  Durch  ein  auf  die  horizontale  Axe  aufgesetztes  Niveau  kann 
die  verticale  Stellung  der  Säule  geprüft  und  mittelst  der  drei  Fufs- 
schrauben  des  Instruments  berichtigt  werden.  Die  Berichtigung  ist 
vollkommen,  wenn  die  Blase  des  Niveau's  bei  der  Umdrehung  der 
Säule  um  die  Axe  in  allen  Lagen  dieselbe  Stellung  beibehält.    Durch 


528 

das  Umlegen  des  Niveauos  auf  der  horizontalen  Axe  findet  man 
dann  die  Neigung  dieser  Axe,  die  durch  zu  dem  Zwecke  ange- 
brachte Correctionsschrauben  berichtigt  werden  kann,  sodafs  der 
Kreis  vertical  steht. 

Die  horizontale  Axe  trägt  einen  getheilten  Kreis,  der  sich  zu- 
gleich mit  dem  Femrohr  bewegt,  während  der  in  derselben  Ebene 
liegende  Nonienkreis  fest  mit  der  Säule  verbunden  ist.  Dieser  Kreis 
trägt  ein  Niveau  wie  der  Kreis  des  Höhen-  und  Azimutalinstruments. 
Geschieht  die  Ablesung  durch  Mikroskope,  so  ist  der  Mikroskopen- 
träger fest  mit  der  Säule  verbunden  und  trägt  das  Niveau.  Die 
doppelten  Zenithdistanzen  eines  Sterns  werden  dann  durch  die 
Beobachtung  des  Sterns  in  zwei  um  180®  verschiedenen  Lagen  der 
horizontalen  Axe,  ganz  wie  beim  Höhen-  und  Azimutalinstrument, 
bestimmt,  überhaupt  gilt  alles  dort  in  Bezug  auf  die  Höhenbeob- 
achtungen Gesagte  auch  für  den  Yerticalkreis. 

Da  bei  diesen  Instrumenten  das  Femrohr  an  einem  Ende  der 
Axe  befestigt  ist,  so  wird  dadurch  eine  Aenderang  des  CoUimations- 
fehlers  erzeugt,  die  denselben  mit  der  Zenithdistanz  veränderlich 
macht,  sodafs  man  ihn  von  der  Form  c-^  acosz  annehmen  kann. 
Bei  einem  gröfseren  Instrumente  der  Art  wird  man  den  Collima- 
tionsfehler  in  der  horizontalen  Lage  des  Femrohrs  wie  beim  Meri- 
diankreise durch  zwei  einander  gegenüberstehende  CoUimatoren 
bestinmien  können,  in  der  verticalen  Stellung  dagegen  durch  die 
Beobachtung  der  reflectirten  Bilder  der  Fäden  im  Quecksilber- 
horizonte, wie  in  No.  22  gezeigt  war.  Der  Unterschied  beider 
ergiebt  die  Gröfse  a,  die  indessen  nur  inmier  wenige  Secunden 
ist  und  daher  auf  die  Messung  der  Zenithdistanzen  keinen  Ein- 
flufs  hat. 

Anm.  Der  Quadrant  dient  ebenfalls  zur  Beobachtung  der  Hohen  der 
Gestirne  und  besteht  aus  einem  Gradbogen,  welcher  gleich  dem  vierten  Theile 
eines  Kreises  ist  und  um  dessen  Mittelpunkt  sich  ein  an  einer  Alhidade  be- 
festigtes Fernrohr  bewegt.  Ist  ein  solcher  Quadrant  an  einer  senkrechten 
Wand  in  der  Ebene  des  Meridians  befestigt,  so  heifst  derselbe  Mauerquadrant. 
Bei  den  tragbaren  Quadranten,  welche  zu  Höhenmessungen  in  allen  Azimuten 
dienen,  ist  dagegen  der  Gradbogen  an  einer  verticalen  Siule  befestigt,  welche 
auf  drei  FuTsschrauben  ruht  und  sich  um  ihre  Axe  bewegen  läfst.  Diese 
Instrumente  sind  jetzt  gänzlich  aufser  Gebrauch  gekommen,  indem  die  Mauer- 
quadranten durch  die  Meridiankreise,  die  tragbaren  Quadranten  aber  durch 
die  Verticalkreise  und  die  Höhen-  und  Azimutalinstrumente  verdrangt  sind. 

32.  Das  wichtigste  Höheninstrument  ist  der  Spiegelsextant, 
welcher  nach  seinem  Erfinder  auch  der  Hadley'sche  Sextant  genannt 
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wird.*)  Dieses  Instrument  dient  übrigens  nicht  allein  zu  Höhen- 
beobachtungen, sondern  allgemein  zur  Messung  des  Winkels  zwischen 
zwei  Objecten  in  jeder  Richtung  gegen  den  Horizont,  und  da  das- 
selbe keine  feste  Aufstellung  erfordert,  sondern  die  Beobachtungen 
mit  demselben  angestellt  werden  können,  indem  man  das  Instrument 
in  der  Hand  hält,  so  wird  es  besonders  zu  Beobachtungen  auf  der 
See  nützlich,  theils  zur  Bestinmiung  der  Zeit  und  Polhöhe  durch 
die  Beobachtung  von  Sonnen-  oder  Stemhöhen,  theils  zur  Bestim- 
mung der  geographischen  Länge  durch  Beobachtung  von  Mond- 
distanzen. 

Der  Spiegelsextant  besteht  im  Allgemeinen  aus  einem  Kreis- 
sector,  gleich  dem  sechsten  Theile  eines  Kreises,  um  dessen  Mittel- 
punkt sich  eine  Alhidade  bewegt,  welche  einen  auf  der  Ebene  des 
Sextanten  senkrechten  mpA  durch  den  Mittelpunkt  desselben  gehen- 
den Spiegel  trägt.  Ein  anderer  kleiner  Spiegel  steht  vor  dem 
Objective  des  Femrohrs  des  Sextanten,  ebenfalls  auf  der  Ebene 
desselben  senkrecht  und  zwar  parallel  der  Linie,  welche  den 
Mittelpunkt  des  Kreisbogens  mit  dem  Nullpunkte  der  Theilung 
verbindet.  Beide  Spiegel  stehen  einander  parallel,  wenn  man  die 
Alhidade  auf  den  Nullpunkt  der  Theilung  stellt.  Von  dem  kleinen 
Spiegel  ist  nur  die  untere  Hälfte  belegt,  sodafs  durch  den  oberen, 
freien  Theil  desselben  Lichtstrahlen  unmittelbar  von  einem  Objecto 
in  das  Femrohr  gelangen  können.  Dreht  man  nun  die  Alhidade 
mit  ihrem  Spiegel  so  lange,  bis  ein  Lichtstrahl  von  einem  zweiten 
Objecte  von"  dem  grofsen  Spiegel  nach  dem  kleinen  und  von  da  in 
das  Femrohr  reflectirt  wird,  so  sieht  man  im  Femrohre  die  Bilder 
beider  Gegenstände.  Bringt  man  dieselben  dann  durch  eine  kleine 
Bewegung  der  Alhidade  zur  vollständigen  Deckung,  so  ist  der 
Winkel,  welchen  die  beiden  Spiegel  mit  einander  bilden,  d.  h.  also 
der  Winkel,  um  welchen  man  die  Alhidade  vom  Anfangspunkte, 
wo  beide  Spiegel  einander  parallel  waren,  gedreht  hat,  die  Hälfte 
desjenigen  Winkels,  um  welchen  die  beiden  Objecte  von  einander 
entfernt  sind. 

Zuvörderst  ist  klar,  dafs,  wenn  beide  Spiegel  einander  parallel 
sind,  auch  der  directe  und  der  zweimal  reflectirte  Lichtstrahl  ein- 
ander parallel  sind.     Verfolgt   man   nämlich    den  Weg  der  beiden 


*)  Eigentlich  ist  Newton  der  Erfinder  dieses  Instruments,  da  man  nach 
Hadley^s  Tode  unter  dessen  Papieren  eine  Beschreibung  desselben  von  NeT\'- 
ton's  eigner  Hand  gefanden  hat.  Hadley  hat  indessen  die  Erfindung  zuerst 
bekannt  gemacht. 

BrÜDnow,  sphärische  Astronomie.    4.  Aufl.  34 
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Lichtstrahlen  in  umgekehrter  Richtung,  indem  man  dieselben  vom 
Auge  des  Beobachters  ausgehend  denkt,  so  wird  zuerst  der  Weg 
der  beiden  Lichtstrahlen  derselbe  sein.  Der  eine  Strahl  geht  dann 
durch  den  oberen  Theil  des  kleinen  Spiegels  nach  dem  Objecte  Ä, 
Ist  a  der  Winkel,  unter  welchem  beide  Lichtstrahlen  den  kleinen 
Spiegel  treffen,  so  wird  der  andere  Lichtstrahl  unter  dem  Winkel  a 
reflectirt,  und  da  der  grofse  Spiegel  dem  kleinen  parallel  ist,  so 
fällt  er  auch  auf  diesen  unter  dem  Winkel  a  und  wird  wieder  unter 
dem  Winkel  a  reflectirt.  Diese  Richtung  wird  also  ebenfalls  das 
Objecto  treffen,  wenn  dasselbe  unendlich  weit  entfernt  ist,  sodafs 
die  Entfernung  der  beiden  Spiegel  von  einander  gegen  die  Entfer- 
nung desselben  verschwindet. 

Ist  aber  der  grofse  Spiegel  unter  ,dem  Winkel  r  gegen  den 
kleinen  Spiegel  geneigt,  so  trifft  der  den  kleinen  Spiegel  unter  dem 
Winkel  a  verlassende  Strahl  jetzt  den  grofsen  Spiegel  unter  einem 
andern  Winkel  ß.  Man  hat  aber  in  dem  Dreiecke,  welches  die 
Richtungen  der  beiden  Spiegel  und  die  Richtung  des  reflectirten 
Strahls  bilden: 

lSO^—a-hr-^ß=  1800 
oder: 

r^a-ß. 

Der  Lichtstrahl  verläfst  dann  den  grofsen  Spiegel  unter  dem 
Winkel  /5,  und  diese  Richtung  wird  die  Richtung  des  vom  Auge 
ausgehenden  Lichtstrahls  unter  einem  Winkel  <J  schneiden,  welcher 
gleich  dem  Winkel  zwischen  den  beiden  Objecten  ist,  die  man  im 
Fernrohre  beobachtet.  In  dem  Dreiecke,  welches  der  directe  Licht- 
strahl, der  einmal  reflectirte  und  der  zweimal  reflectirte  mit  ein- 
ander bilden,  hat  man  aber: 

1800— 2a -f-^ 4- 2;?=  1800, 
also: 

d=2a  —  2ß 
oder 

d  =  2r- 

Der  Winkel  zwischen  den  beiden  zur  Deckung  gebrachten  Ob- 
jecten ist  daher  gleich  dem  doppelten  Winkel,  welchen  die  beiden 
Spiegel  mit  einander  bilden  oder  den  die  Richtung  der  Alhidade 
auf  der  Theilung  angiebt.  Zur  gröfseren  Bequemlichkeit  ist  nun 
die  Theilung  auf  dem  Gradbogen  des  Sextanten  schon  mit  2  mul- 
tiplicirt,  indem  jeder  halbe  Grad  für  einen  ganzen  genommen  ist 
und  z.  B.  bei  dem  Striche,  welcher  dem  zehnten  Grade  entspricht, 
schon  die  Zahl  20  hingeschrieben  ist.    Beobachtet  man   daher  die 
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Distanz  zweier  Objecte,  so  ist  dieselbe  unmittelbar  gleich  dem  auf 
dem  Sextanten  abgelesenen  Winkel. 

Bei  Höhenbeobachtungen  vermittelst  des  Sextanten  bedient  man 
sich  eines  künstlichen  Horizonts,  gewöhnlich  eines  Quecksilber- 
horizonts und  mifst  die  Distanz  des  in  dem  Quecksilberhorizonte 
reflectirten  Bildes  von  dem  Objecte,  also  die  doppelte  Höhe  des- 
selben. Auf  der  See  beobachtet  man  dagegen  unmittelbar  die 
Höhen  der  Gestirne,  indem  man  dieselben  mit  dem  Meereshorizonte 
zur  Berührung  bringt. 

In  dem  Falle  nimmt  man  aber  die  Höhe  zu  grofs,  da  der 
Meereshorizont  wegen  der  Höhe  des  Auges  über  der  Oberfläche 
des  Meeres  nicht  mehr  ein  gröfster  Kreis,  sondern  ein  kleiner  Kreis 
ist,  dessen  Zenithdistanz  gröfser  als  90^  ist.  Man  erhält  diesen 
kleinen  Kreis  durch  den  Durchschnitt  des  Kegels,  den  die  vom 
Auge  an  die  Oberfläche  des  Meeres  gezogenen  Tangenten  bilden, 
während  der  wahre  Horizont  durch  den  Durchschnitt  einer  durch 
das  Auge  gelegten  waagerechten  Ebene  mit  der  Himmelskugel  ge- 
geben ist.  Nennt  man  die  Zenithdistanz  des  Meereshorizonts  90*^  -H  c, 
so  sieht  man,  dafs  c  der  Winkel  am  Mittelpunkte  der  Erde  ist, 
welchen  die  beiden  Radien  nach  dem  Ort  des  Beobachters  und 
nach  dem  Punkte,  wo  die  Tangente  die  Oberfläche  der  Erde  be- 
rührt, mit  einander  bilden.  Es  ist  daher,  wenn  a  den  Radius  der 
Erdkugel,  h  die  Höhe  des  Auges  über  der  Oberfläche  des  Meeres 
bezeichnet: 

a 

cos  C  =  — T  , 

mithin:  2  sin  4- c^  =  — — r- , 

a  4-  Ä 


t  a 


.,2  h 
oder  auch 


4-Ä 

Danach  kann  man  den  Winkel  c,  welcher  die  Kimmtiefe  genannt 
wird,  far  jede  Höhe  des  Auges  berechnen  und  dann  denselben  von 
der  vom  Meereshorizonte  gemessenen  Höhe  abziehen. 

33.  Es  ist  nun  zu  untersuchen,  welchen  EinfluTs  Fehler  des 
Spiegelsextanten  auf  die  Beobachtungen  mit  demselben  haben,  und 
wie  man  dieselben  bestimmen  kann.  Der  Sextant  kann  nun  zuerst 
Fehler  haben,  die  von  der  Stellung  der  Spiegel  und  des  Femrohrs 
abhängen.  Denkt  man  sich  das  Auge  0  in  dem  Mittelpunkte  einer 
Kugel,  so  wird  die  Ebene  des  Sextanten  diese  Kugel  in  einem 
gröfsten  Kreise  BACFig,  22  schneiden,  welcher  zugleich  die  Ebene 

34  ♦ 


n 
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darstellt,  in  welcher  die  beiden  beobachteten  Objecto  liegen.  OÄ  sei 
die  Gesichtslinie  nach  dem  Objecte  Ä,  Trifft  diese  den  kleinen 
Spiegel,  so  wird  dieselbe  von  diesem  nach  dem  grofsen  Spiegel 
reflectirt  und  wenn  p  der  Punkt  ist,  in  welchem  das  Loth  auf  dem 
kleinen  Spiegel  den  gröfsten  Kreis  trifft,  so  wird  der  Lichtstrahl 
nach  der  Reflexion  den  gröfsten  Kreis  in  dem  Punkte  B  treffen, 
sodafs 

Bp  =  pÄ 

ist.  Bezeichnet  femer  P  den  Punkt,  in  welchem  das  Loth  auf 
dem  grofsen  Spiegel  die  Kugel  trifft,  so  wird  der  Lichtstrahl  nach 
der  zweiten  Reflexion  die  Kugel  in  dem  Punkte  C  treffen,  sodafs 

PC  =  FB 

ist,  und  in  dieser  Richtung  wird  das  zweite  beobachtete  Object 
liegen.  Der  Winkel  zwischen  den  beiden  Objecten  ist  dann  J.C, 
der  Winkel  zwischen  den  beiden  Spiegeln  j?P,  und  man  sieht  leicht, 
dafs  äC  gleich  2p  P  ist. 

Dies  ist  der  Fall,  wenn  die  Gesichtslinie  des  Femrohrs  der 
Ebene  des  Sextanten  parallel  ist  und  beide  Spiegel  auf  dieser  Ebene 
senkrecht  stehen.  Es  soll  nun  aber  angenommen  werden,  dafs  die 
Gesichtslinie  des  Fernrohrs  gegen  die  Ebene  des  Sextanten  um  den 
Winkel  i  geneigt  ist.  Ist  dann  wieder  BÄC  der  gröfste  Kreis,  in 
welchem  die  Ebene  des  Sextanten  die  Kugel  schneidet,  so  wird 
jetzt  die  Gesichtslinie  des  Femrohrs  die  Kugel  nicht  mehr  in  dem 
Punkte  Ä  treffen,  sondern  in  dem  Punkte  J.',  welcher  um  den 
Bogen  i  eines  gröfsten  Kreises  senkrecht  über  Ä  liegt.  Femer  wird 
der  Strahl  nach  der  Reflexion  von  dem  kleinen  und  dem  grofsen 
Spiegel  die  Kugel  in  den  Punkten  JB'  und  C  treffen,  welche  um 
denselben  Bogen  ^  des  gröfsten  Kreises  senkrecht  unter  B  und  über  C 
liegen.  Bezeichnet  man  dann  den  Pol  des  gröfsten  Kreises  ABC 
mit  Q,  so  ist  QÄG  der  auf  dem  Sextanten  abgelesene  Winkel,  da- 
gegen der  Bogen  Ä'C  der  wahre  Winkel  zwischen  den  beiden  beob- 
achteten Objecten,  und  wenn  man  den  ersteren  a,  den  letzteren  «' 
nennt,  so  hat  man  in  dem  sphärischen  Dreiecke  Ä'QC: 

cos  a!  =  sin  ^  •+■  cos  «^  cos  a 
=  cos  a  +  2»^  sin  i  a', 

also  nach  Formel  (19)  der  Einleitung: 
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OL  ^=  a  —  »^  tang  \a. 

Hat  also  das  Fernrohr  eine  Neigung  gegen  die  Ebene  des 
Sextanten,  so  mifst  man  alle  Winkel  mit  demselben  zu  grofs.  Die 
Gröfse  des  Fehlers  kann  man  nun  einfach  bestimmen.  In  dem 
Femrohr  des  Sextanten  sind  nämlich  zwei  Fäden  angebracht, 
welche  der  Ebene  desselben  parallel  sind  und  deren  Mitte  die  Ge- 
sichtslinie des  Fernrohrs  bezeichnen  soll. 

Bringt  man  nun  die  Bilder  zweier  Objecte  an  einem  Faden  zur 
Berührung  und  neigt  dann  den  Sextanten  so,  dafs  die  Bilder  sich 
an  dem  andern  Faden  befinden,  so  müssen  sie  sich  auch  hier  noch 
berühren,  wenn  die  Gesichtslinie  des  Fernrohrs,  also  die  Richtung 
nach  der  Mitte  zwischen  den  beiden  Fäden  der  Ebene  des  Sextanten 
parallel  ist,  weil  man  in  dem  Falle  beide  Male  in  gleichen  Neigungs- 
winkeln gegen  die  Ebene  des  Sextanten  beobachtet  hat.  Berühren 
sich  dagegen  die  Bilder  das  zweite  Mal  nicht  mehr,  so  ist  dies  ein 
Zeichen,  dafs  die  Gesichtslinie  des  Fernrohrs  gegen  die  Ebene  des 
Sextanten  geneigt  ist.  Die  Winkel,  welche  man  auf  dem  Sextanten 
abliest,  wenn  man  die  Bilder  an  den  beiden  Fäden  zur  Berührung 
bringt,  seien  nun  s  und  s\  die  Neigung  des  Fernrohrs  sei  ^,  die 
Entfernung  der  beiden  Fäden  d  und  die  wahre  Entfernung  der 
beiden  Objecte  fe,  so  ist  das  eine  Mal: 

«  =  &+fy  — »J   tangi«, 

und  das  andere  Mal: 

«'  =  2»-+-(|-  +  iytangi*'; 

also,  wenn  man 

tang  ^  5'  =  tang  \  s 
nimmt: 

8^  ^—  8 

i  =  -2-j-cotang-j5. 

Wie  man  leicht  sieht,  gehört  der  kleinere  Winkel  immer  zu 
demjenigen  F^den,  welcher  am  wenigsten  von  der  Ebene  des  Sex- 
tanten abweicht,  oder  die  Richtung,  welche  der  Ebene  des  Sextanten 

parallel  ist,  liegt  um  den  Winkel  —  —  ^  von  diesem  Faden  ent- 

fernt.  Man  mufs  dann  in  dieser  Entfernung  einen  dritten  Faden 
einziehen  und  alle  Berührungen  an  diesem  beobachten,  oder,  wenn 
man  die  Berührungen  in  der  Mitte  der  ursprünglichen  Fäden  beob- 
achtet, von  allen»  gemessenen  Winkeln  die  Gröfse  i^iamg^s  ab- 
ziehen. 
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Die  Ebene  des  kleinen  Spiegels  soll  nun  parallel  der  Ebene 
des  grofsen  Spiegels  sein,  wenn  die  Alhidade  nach  dem  Nullpnnkte 
gerichtet  ist,  und  zugleich  sollen  beide  Spiegel  auf  der  Ebene  des 
Sextanten  senkrecht  stehen.  Den  Parallelismus  der  beiden  Spiegel 
kann  man  leicht  prüfen  und  den  Fehler,  wenn  ein  solcher  vor- 
handen ist,  corrigiren.  Der  kleine  Spiegel  hat  nämlich  zweierlei 
Correctionsschrauben.  Die  eine  Schraube  befindet  sich  auf  der  Rück- 
seite des  Spiegels  und  dreht  denselben  um  eine  auf  der  Ebene  des 
Sextanten  senkrechte  Axe,  die  zweite  Schraube  dient  dagegen  dazu, 
die  Ebene  des  Spiegels  senkrecht  gegen  die  Ebene  des  Sextanten 
zu  stellen.  Man  bringe  nun,  indem  man  die  Alhidade  nahe  auf  den 
Nullpunkt  richtet,  das  direct  gesehene  und  das  zweimal  reflectirte 
Bild  eines  unendlich  weit  entfernten  Objects  zur  Deckung.  Ist  dies 
möglich,  so  stehen  die  beiden  Spiegel  einander  parallel  und  der 
Punkt,  welchen  die  Alhidade  angiebt,  ist  dann  der  eigentliche  Null- 
punkt, von  welchem  aus  alle  Winkel  gemessen  werden  müssen. 
Kann  man  aber  keine  Deckung  hervorbringen,  sondern  gehen  die 
beiden  Bilder  vor  einander  vorbei,  so  ist  dies  ein  Zeichen,  dafs  die 
Ebene  des  kleinen  Spiegels  der  des  grofsen  nicht  parallel  ist.  Bringt 
man  dann  die  beiden  Bilder  senkrecht  unter  einander,  sodafs  ihre 
Distanz  ein  Minimum  ist,  so  sind  die  Durchschnitte  beider  Spiegel 
mit  der  Ebene  des  Sextanten  parallel  und  durch  die  zweite  der 
vorher  erwähnten  Schrauben  kann  man  dann  den  kleinen  Spiegel 
so  weit  bewegen,  bis  die  Bilder  einander  decken,  also  die  beiden 
Spiegel  einander  parallel  sind.  Der  Punkt,  welchen  dann  die 
Alhidade  angiebt,  ist  dann  wieder  der  eigentliche  Nullpunkt.  Zeigt 
die  Alhidade  auf  den  Winkel  c,  so  nennt  man  c  den  Collimations- 
fehler  des  Sextanten,  welchen  man  von  allen  beobachteten  Winkeln 
abziehen  mufs.  Will  man  denselben  fortschaffen,  sodafs  die  Alhidade 
wirklich  auf  Null  zeigt,  wenn  die  Bilder  desselben  unendlich  weit 
entfernten  Gegenstandes  einander  decken,  so  mufs  man  die  Alhidade 
genau  auf  Null  stellen  und  die  beiden  Bilder  durch  die  Schraube 
auf  der  Rückseite  des  kleinen  Spiegels  zur  Deckung  bringen.  Ge- 
wöhnlich läfst  man  aber  diesen  Fehler  unverbessert  und  zieht  den- 
selben von  allen  beobachteten  Winkeln  ab.  In  der  Regel  bedient 
man  sich  der  Sonne  zur  Bestimmung  dieses  Fehlers,  indem  man 
das  reflectirte  Bild  zuerst  den  einen  und  nachher  den  anderen  Rand 
des  direct  gesehenen   Bildes   berühren   läfst.    Hat   man  das  erste 

Mal  a,  das  andere  Mal  b  abgelesen,  so  ist  ^'T     gleich  dem  Colli- 
mationsfehler  c  und  — - —  oder    "T   ,  je  nachdem  a  kleiner  oder 


.1 


A 
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grösser  als  b  ist,  der  Durchmesser  der  Sonne.  Die  eine  der  beiden 
Ablesungen  wird  dann  immer  auf  den  Excedens  der  Theilung  fallen, 
d.  h.  auf  das  Stück  der  Theilung  vor  dem  Nullpunkte,  also  Winkel 
im  vierten  Quadranten  geben.  Man  kann  aber  auch  die  Winkel  auf 
dem  Excedens  vom  Nullpunkte  ab  zählen  und  dieselben  negativ 
nehmen. 

Bei  den  Beobachtungen  der  Sonne  wendet  man  immer  farbige 
Blendgläser  zur  Schonung  des  Auges  an.  Sind  die  beiden  Flächen 
dieser  Gläser  nicht  parallel,  so  erhält  man  die  Bestimmung  des 
GoUimationsfehlers  durch  die  Sonne  fehlerhaft.  Macht  man  nachher 
Sonnenbeobachtungen,  so  ist  dieser  Fehler  unschädlich,  wenn  man 
nur  dabei  dieselben  Blendgläser  anwendet,  welche  man  bei  der 
Bestimmung  des  GoUimationsfehlers  benutzt  hat.  Stellt  man  da- 
gegen andere  Beobachtungen  z.  B.  Beobachtungen  von  Monddistanzen 
an,  so  mufs  man  immer  den  Collimationsfehler  durch  einen  Stern 
oder  durch  ein  irdisches  Object  bestimmen. 

Wenn  man  nun  aber  ein  irdisches  Object  beobachtet,  dessen 
Entfernung  nicht  als  unendlich  grofs  gegen  die  Entfernung  der  bei- 
den Spiegel  angenonmien  werden  kann,  so  mufs  man  an  den  so 
gefundenen  Collimationsfehler  c  noch  eine  Correction  anbringen,  um 
daraus  den  wahren  Collimationsfehler  co  zu  erhalten,  welchen  man 
durch  ein  unendlich  weit  entferntes  Object  gefanden  hätte.  Ist 
nämlich  A  die  Entfernung  des  Objects  von  dem  kleinen  Spiegel, 
f  die  Entfernung  beider  Spiegel,  ß  der  Winkel,  welchen  die  Ge- 
sichtslinie des  Fernrohrs  mit  dem  Lothe  auf  dem  kleinen  Spiegel 
macht,  so  erhält  man  den  Winkel  c,  welchen  der  directe  und  der 
zweimal  reflectirte  Strahl  am  Objecto  mit  einander  bilden,  nachdem 
man  das  directe  Bild  und  das  Spiegelbild  zur  Coincidenz  gebracht 
hat,  durch  die  Gleichung: 

also: 

f  P 

—  sin  2  /?  —  *  -h 

wo  die  rechte  Seite  der  Gleichung  mit  206265  multiplicirt  werden 
mufs,  wenn  man  c  in  Secunden  haben  will.  Hätten  nun  die  Spiegel 
parallel  gestanden,  so  hätte  der  vom  grofsen  Spiegel  reflectirte  Strahl 
ein  um  den  Winkel  c  von  dem  beobachteten  entferntes  Object  ge- 
troffen und  man  hätte  den  wahren  Collimationsfehler  Cq  erhalten, 
wenn  man  dies  Object  mit  dem  vorigen  hätte  coincidiren  lassen. 
Wäre  also  ci  der  Winkel  gewesen,  welchen  man  auf  dem  Kreise 


c  =  -~8m2ß  —  i^sia4:ß, 
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Co  =  Ci  4-  -f  sii^  2  /5  —  i  f^  sin  4  /9. 


abgelesen  hätte,  wenn  das  reflectirte  Bild  auf  das  Object  fallt,  so 
würde  sein: 

fl 

A  -"  - '"       "  A' 

Den  Winkel  /?,  der  auch  vorher  schon  gebraucht  wurde,  kann 
man  leicht  bestimmen,  wenn  man  den  Sextanten  auf  einem  Stative 
befestigt  und  durch  Einstellung  auf  ein  irdisches  Object  den  Colli- 
mationsfehler  c\  bestimmt.  Sieht  man  dann  durch  ein  mit  einem 
Fadenkreuze  versehenes  Fernrohr  in  den  grofsen  Spiegel,  bringt  das 
Kreuz  mit  dem  einmal  reflectirten  Bilde  des  Objects  zur  Deckung 
und  mifst  dann  mit  dem  Sextanten  den  Winkel  s  zwischen  dem 
Objecte  und  dem  Fadenkreuze  des  Femrohrs,  so  hat  man: 


Da  aber  auch: 


so  erhält  man: 


f 

8  —  Cq  =  2 ß  —  -j-  sm2 ß. 


Co  =  Ci  +  ^8in2/J, 


2/9  =  5  — d. 

Ist  der  kleine  Spiegel  gegen  die  Fläche  des  Sextanten  um  den 

Winkel  i  geneigt,    so    wird    das  Loth  auf  demselben  die  um  das 

Auge  des  Beobachters  beschriebene  Kugel  in  dem  Punkte  p'  treffen, 

welcher  um  den  Bogen  i  eines  gröfsten  Kreises  senkrecht  über  p 

Fig.  23. 
Jf'     ^-- — ^r= — =:r ' -— .^r 


liegt.  Fig.  23.  Dann  trifft  die  Richtung  des  Strahls  nach  der 
Reflexion  vom  kleinen  Spiegel  die  Kugel  in  dem  Punkte  B'  und 
nach  der  Reflexion  vom  grofsen  Spiegel  in  dem  Punkte  C\  Dann 
ist  wieder  Ä C  der  auf  dem  Sextanten  abgelesene  Winkel  a^  AO  da- 
gegen der  p^rirklich  gemessene  Winkel,  gleich  a.  Man  hat  dann,  wie 
man  leicht  sieht: 

J55'  =  t7(7'  =  2cos^.i, 
wo  ß  wieder  der  Winkel  zwischen  der  Gesichtslinie  des  Femrohrs 
und  dem  Lothe  auf  dem  kleinen  Spiegel,  also  gleich  Ap  ist.  Ferner 

hat  man: 

cos  a!  =  cos  a  cos  OC 

=  cos  a  —  2  cos  ß^  »*  cos  a, 

oder  nach  Formel  (19)  der  Einleitung: 

2  cos  ß^  »2 


a'  =  a  + 


tanga 
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Wäre  der  groTse  Spiegel  gegen  die  Ebene  des  Sextanten  umi 
geneigt  und  hätte  man  den  kleinen  Spiegel  demselben  parallel  und 
das  Femrohr  senkrecht  auf  beide  gestellt,  so  wurden  jetzt  i?'  P',  Ä' 
und  ebenso  B^  und  C  in  einem  kleinen  Kreise  liegen,  der  um  den 
Bogen  i  von  dem  gröfsten  Kreise  absteht,  in  welchem  die  Ebene  des 
Sextanten  die  Kugel  schneidet.  Dann  wäre  der  Winkel  p*  P  zwischen 
den  beiden  Spiegeln  oder  ^a'  ebenso  wie  vorher,  wo  das  Fernrohr 
um  den  Winkel  i  geneigt  angenommen  wurde: 

i  a'  =  i  a  —  i^  tang  \  a, 

also 

a'  =  o  —  2 1*  tang  J  a. 

um  diesen  Fehler  wegzuschaffen,  bedient  man  sich  gewöhnlich 
zweier  rechtwinklig  gebogenen  Metallplatten,  welche  in  gleicher  Höhe 
Dioptern  haben.  In  der  einen  Platte  ist  nämlich  in  der  senkrecht 
stehenden  Fläche  ein  kleines  Loch  angebracht,  die  senkrechte  Fläche 
der  andern  Platte  ist  dagegen  durchbrochen  und  ein  feiner  Silber- 
faden horizontal  so  eingezogen,  dafs  derselbe  genau  die  Mitte  der 
Oeffnung  schneidet,  wenn  beide  Dioptern  auf  eine  Ebene  aufgesetzt 
werden.  Man  legt  nun  den  Sextanten  horizontal,  stellt  die  erstere 
Diopter  vor  den  grofsen  Spiegel  und  dreht  diesen  vermittelst  der 
Alhidade  so  lange,  bis  man  durch  die  Oeffnung  das  Bild  der  Platte 
in  dem  Spiegel  sieht.  Darauf  setzt  man  die  andere  Diopter  eben- 
falls vor  den  Spiegel,  sodafs  man  auch  den  Faden  durch  die  Oeff- 
nung sehen  kann.  Geht  dann  der  Faden  genau  durch  die  Mitte 
des  Bildes,  welches  der  Spiegel  von  der  Oeffnung  macht,  so  steht 
der  grofse  Spiegel  senkrecht,  weil  dann  die  Oeffnung,  ihr  Spiegel- 
bild und  der  Faden  in  einer  geraden  Linie  liegen  und  diese  (wegen 
der  gleichen  Höhe  des  Fadens  und  der  Oeffnung)  der  Ebene  des 
Sextanten  parallel  ist.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  mufs  man  die 
Stifte,  auf  denen  der  grofse  Spiegel  ruht,  so  lange  ändern,  bis  man 
die  Verticalität  erreicht  hat. 

Es  ist  auch  möglich,  dafs  die  beiden  Flächen  der  Spiegel, 
welche  einander  parallel  sein  sollen,  einen  kleinen  Winkel  mit  ein- 
ander bilden,  sodafs  die  Spiegel 
prismatisch  sind.  Es  sei  nun  AB 
der  auf  die  Vorderfläche  MN  des 
grofsen  Spiegels  auffallende  Strahl 
(Fig.  24),  so  wird  derselbe  nach 
0  gebrochen.  Trifft  der  Strahl  dann 
die  hintere  Fläche  unter  dem  Winkel  a, 
so  wird  er  unter  demselben  Winkel 
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reflectirt  und  an  der  Vorderseite  des  Spiegels  nach  der  Richtung 
DE  gebrochen.  Sind  dann  beide  Flächen  des  Spiegels  einander 
parallel,  so  ist  der  Winkel  ÄBF  gleich  GDE;  sind  dagegen  die 
Flächen  beider  Spiegel  gegen  einander  geneigt,  so  ist  dies  nicht  mehr 
der  Fall.  Es  sei  nun  Winkel  MNP==  d;  ferner  seien  die  Einfalls- 
winkel ÄBF  und  ODE  gleich  a  und  b  und  die  Brechungswinkel 
ai  und  &i,  so  ist 

ai  -+-  a  =  90«  H-  <y 

also 

&i  =  tti  —  2d. 

Ist  aber  -—  das  Brechungsverhältnifs  für  den  Uebergang  von 
m 

Luft  in  Glas,  so  ist  auch 

n    .  .    ,         n    . 

sm  a,  =  —  8in  a,    sm  Oi  =  —  sin  o: 

es  ist  also 

sin  a  —  sin ft  =  —  [sin a^  —  sin  «j  cos  2^  4-  cos  a^  sin  2 d'] 

oder 

,        w„.   cosai      o^l/^^  \     \         T 

a  —  h^  — 2d -  =  2d  1^— rseca^— tanga^ 

n  cosa  '  n^  ® 


=  2^1/        ,       seca^+l. 

a  ist  nun  der  Winkel,  welchen  die  Richtung  vom  Auge  nach  dem 
zweiten  Object  mit  dem  Lothe  auf  dem  grofsen  Spiegel  macht. 
Nennt  man  dann  ß  den  constanten  Winkel,  welchen  die  Richtung 
der  Gesichtslinie  des  Femrohrs  mit  dem  Lothe  auf  dem  kleinen 
Spiegel  macht,  y  den  Winkel,  welchen  die  beiden  Objecto  mit  ein- 
ander bilden,  so  ist 

und  man  hat: 


a-&  =  2^|/— ^^^sec(^^J 


2 
-hl. 


Die  an  den  Winkel  y  anzubringende  Correction  ist  nun  der 
Unterschied  des  Werthes  für  ^^  =  0  von  dem  obigen  Werthe,  indem, 
wenn  die  Flächen  beider  Spiegel  nicht  parallel  sind,  auch  der  Null- 
punkt fehlerhaft  ist.    Es  ist  daher  diese  Correction  x: 


X 


= 2  ,y2:^...(to)vr_ ,  ,1/!^  .„*,.+.. 


1 


i 
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und  diese  Correction  ist  zu  addiren,  wenn  die  dickere  Seite  des 
Spiegels  dem  einfallenden  Strahle  zugekehrt  ist,  weil  dann  der 
reflectirte  Strahl  einen  kleineren  Winkel  mit  dem  Lothe  auf  dem 
Spiegel  macht  als  der  einfallende,  also  auf  dem  Sextanten  ein  zu 
kleiner  Winkel  abgelesen  wird.  Dagegen  ist  die  Correction  zu  sub- 
trahiren,  wenn  die  dünnere  Seite  des  Spiegels  dem  einfallenden 
Strahle  zugewandt  ist. 

Die  Formel  für  x  kann  man  noch  etwas  einfacher  so  schreiben : 


X 


-^'^{-n^f'-^-iH^r-^-iY^^ä^} 


n 


oder,  da  —  sehr  nahe  gleich  i  ist: 


a;  =  3 ^ |sec^^]/l -4  sin  f  ^±^y.  -  sec  1"  Vi - 

Um  nun  d  zu  bestimmen,  messe  man,  nachdem  man,  wie  vorher 
gezeigt  war,  den  Nullpunkt  bestimmt  hat,  den  Abstand  zweier  schart 
begrenzten,  über  100 o  von  einander  entfernten  Objecte,  z.  B.  den 
Abstand  zweier  Fixsterne.  Dann  nehme  man  den  grofsen  Spiegel 
aus  seiner  Fassung  heraus,  setze  ihn  umgekehrt  ein  und  messe, 
nachdem  man  den  Nullpunkt  wieder  bestimmt  hat,  denselben  Winkel. 
Ist  dann  A  die  wahre  Entfernung  beider  Sterne,  so  erhält  man  das 
zweite  Mal 

A  —  a:  =  «', 

wenn  man  das  erste  Mal 
abgelesen  hat,  also  wird: 


5'  -  5" 


'    ,^i±l\,-i^(i±r\ 


Da  die  vom  grossen  Spiegel  kommenden  Strahlen  den  kleinen 
Spiegel  immer  unter  demselben  Winkel  treffen,  so  ist  der  Fehler, 
welcher  von  der  prismatischen  Gestalt  des  kleinen  Spiegels  her- 
rührt, für  alle  Stellungen  des  grofsen  Spiegels,  also  auch  für  die 
dem  kleinen  Spiegel  parallele,  dieselbe,  sodafs  also  dieser  Fehler 
auf  den  Unterschied  zweier  Stellungen  des  grofsen  Spiegels  oder  auf 
die  gemessenen  Winkelabstände  keinen  Einflufs  hat. 

Aufserdem  kann  der  Sextant  noch  eine  Excentricität  haben, 
indem  der  Mittelpunkt  der  Drehung  der  Alhidade  nicht  mit  dem 
der  Theilung  zusammenfällt.  Dieser  Fehler  mufs  durch  die  Messung 
bekannter  Winkel   zwischen  zwei  Objecten  bestinmit  werden.    Ist 
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nämlich   a  dieser  Winkel  und  s  die  anf  dem  Sextanten  gemachte 
Ablesung,  so  ist  nach  No.  6  dieses  Abschnitts: 


a--Ä  =  — smi(Ä—  0)206265, 

T 


oder 


a  —  5  =    —  cos  4^  0 .  sin  i  Ä sin  ^  0 .  cos  ^  *    206265. 

Durch  die  Messung  zweier  Winkel  wird  man  daher  —  cos  ^  0 

T 

und  —sin 4^0  und  daraus  —  und    0   bestimmen   können.      Wenn 

diese  Werthe  gefunden  sind,  mufs  man  zu  jeder  am  Sextanten  ge- 
machten Ablesung  hinzulegen: 

+  ~  sin  i  (5  —  0)  206265. 

Da  der  Fehler  der  Excentricität  bei  einem  vollen  Kreise  durch 
die  Ablesung  zweier  diametral  gegenüber  stehenden  Nonien  voll- 
ständig eliminirt  wird,  so  sind  die  in  neuerer  Zeit  in  Gebrauch 
gekommenen  Reflectionskreise  den  Sextanten  vorzuziehen.  Besonders 
bequem  sind  die  von  Pistor  &  Martins  erfundenen  Reflectionskreise, 
bei  denen  der  kleine  Spiegel  durch  ein  Prisma  ersetzt  ist.  Diese 
haben  überdies  den  Vortheil,  dafs  man  damit  alle  Winkel  von 
0^  bis  180^  messen  kann.  Sonst  gilt  alles  vom  Spiegelsextanten 
Gesagte  auch  für  diese  Instrumente. 

Anm.    Vergl.  Encke,  über  den  Spiegelsextanten.     Berliner  astronom. 
Jahrbuch  für  1830. 


VIL   Instrumente,   welche  zur  Messung  des  relativen 
Ortes  nahe  stehender   Gestirne  dienen.      (Mikrometer 

und  Heliometer.) 

34.  Fadenmikrometer  an  einem  parallactisch  auf- 
gestellten Fernrohre. 

Um  die  Rectascensions-  und  Declinationsunterschiede  nahe 
stehender  Gestirne  zu  messen,  hat  man  in  parallactisch  aufgestau- 
ten Fernröhren  (Aequatorealen)  ein  Fadenmikrometer,  welches  aus 
einem  Systeme  mehrerer  paralleler  Fäden,  durchschnitten  von  einem 


J 
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oder  mehreren  verticalen  besteht.  Dies  System  von  Fäden  kann  um 
die  Axe  des  Femrohrs  gedreht  werden,  sodafs  man  die  parallelen 
Fäden  der  Richtung  der  täglichen  Bewegung  parallel  stellen  kann, 
indem  man  einen  dem  Aequator  nahe  stehenden  Stern  längs  dem 
einen  Faden  durchgehen  läfst  und  das  Fadenkreuz  so  lange  dreht, 
bis  der  Stern  denselben  bei  seinem  Durchgange  durch  das  Feld 
nicht  mehr  verläfst.  Dann  stellt  der  verticale  Faden  einen  Stunden- 
kreis vor.  Läfst  man  also  einen  bekannten  und  einen  unbekannten 
Stern  durch  das  Feld  des  Femrohrs  gehen  und  beobachtet  die  Zeiten 
der  Durchgänge  durch  den  verticalen  Faden,  so  ist  der  Unterschied 
dieser  Zeiten  unmittelbar  gleich  dem  Rectascensionsunterschiede 
beider  Sterne.  Um  nun  auch  Declinationsunterschiede  messen  zu 
können,  hat  man  noch  einen  beweglichen,  ebenfalls  der  Richtung 
der  täglichen  Bewegung  parallelen  Faden,  welchen  man  vermittelst 
einer  Schraube  senkrecht  gegen  den  verticalen  Faden  verstellen 
kann.  An  dem  Instmmente  kann  man  nun  die  Anzahl  der  ganzen 
Schraubenumgänge,  um  welche  man  den  Faden  fortbewegt  hat  und 
die  Hunderttheile  derselben  an  dem  eingetheilten  Kopfe  der  Schraube 
ablesen.  Kennt  man  also  den  Werth  einer  Schraubenumdrehung  in 
Secunden  und  ist  die  Schraube  regelmäfsig  oder  sind  die  Unregel- 
mäfsigkeiten  derselben  nach  No.  9  dieses  Abschnitts  bestimmt,  so 
kann  man  immer  finden,  um  wie  viel  man  den  Faden  in  einem 
gewissen  Sinne  verrückt  hat.  Läfst  man  dann  ein  Gestirn  auf 
einem  der  parallelen  Fäden  durch  das  Feld  des  Fernrohrs  laufen, 
schraubt  den  beweglichen  Faden,  bis  derselbe  das  andere  Gestirn 
deckt  und  liest  dann  die  Stellung  der  Schraube  ab,  so  erhält  man 
den  Declinationsunterschied  beider  Gestirne,  wenn  man  nun  auch 
die  Stellung  der  Schraube  abliest,  nachdem  man  den  beweglichen 
Faden  zur  Coincidenz  mit  dem  Faden  gebracht  hat,  auf  welchem 
der  erstere  Stern  lief,  und  den  Unterschied  beider  Ablesungen 
nimmt.  Hat  das  eine  Gestirn  eine  eigene  Bewegung,  so  hat  man 
darauf  zu  sehen,  dafs  man  far  die  Zeit  des  Rectascensionsunter- 
schiedes  die  Zeit  des  Durchgangs  dieses  Gestirns  durch  den  Vertical- 
faden  und  ebenso  far  die  Zeit  des  Declinationsunterschiedes  die  Zeit 
der  Einstellung  dieses  Gestirns  nimmt. 

Die  Coincidenz  der  Fäden  beobachtet  man  am  Besten  so,  dafs 
man  den  beweglichen  Faden  dem  festen  Faden  äufserst  nahe  bringt 
und  nachher  auf  der  andern  Seite  in  dieselbe  Entfernung.  Liest 
man  dann  die  Schraube  f&r  beide  Stellungen  ab,  so  ist  das  Mittel 
der  Ablesungen  die  Coincidenz  der  Fäden.  Macht  man  diese  Be- 
stimmung  nicht   blos   in  der  Mitte  des  Feldes,  sondem  auch  auf 


542 

jeder  Seite  desselben  in  der  Nähe  des  Randes,  so  kann  man  da- 
durch untersuchen,  ob  die  beiden  Fäden  einander  genau  parallel 
sind,  da  in  dem  Falle  die  Goincidenz  für  beide  Seiten  des  Feldes 
dieselbe  sein  mufs. 

Um  nun  den  Werth  einer  Schraubenumdrehung  in  Secunden  zu 
finden,  verfährt  man  wie  bei  der  Bestimmung  der  Fädendistanzen 
im  Mittagsrohre,  indem  man  den^Mher  verticalen  Faden  der  Rich- 
tung der  täglichen  Bewegung  parallel  stellt  und  die  Durchgangs- 
zeiten  eines  dem  Pole  nahen  Sterns  durch  die  parallelen  Fäden, 
welche  dann  Stundenkreise  vorstellen,  beobachtet.  Dann  erhält  man 
dadurch  die  Distanzen  der  Fäden  in  Bogensecunden ,  und  da  man 
dieselben  auch  in  Schraubenumdrehungen  bestimmen  kann,  wenn 
man  den  beweglichen  Faden  nach  und  nach  zur  Goincidenz  mit  den 
einzelnen  Fäden  bringt,  so  erhält  man  dadurch  den  Werth  einer 
Schraubenumdrehung  in  Bogensecunden.  Diese  Art  der  Bestimmung 
wird  besonders  genau,  wenn  man  sich  eines  Chronograph  zur  Beob- 
achtung der  Durchgangszeiten  bedienen  kann. 

Eine  andere  Methode  der  Bestimmung  des  Werthes  einer  Schrau- 
benumdrehung ist  die  durch  Messung  der  Höhe  eines  Schrauben- 
gangs und  der  Brennweite  des  Fernrohrs,  da,  wenn  man  erstere 
mit  m,  die  Brennweite  mit  f  bezeichnet,  der  Werth  r  einer  Schrau- 
benumdrehung gefunden  wird  durch: 

r  =  y-  206265. 

Auch  kann  man  wieder  nach  Gaufs's  Methode  die  Abstände  der 
Fäden  durch  ein  Winkeünstrument  messen,  und  dann  diese  Ab- 
stände in  Umdrehungen  der  Schraube  finden;  endlich  kann  man 
auch  einen  anderweitig  bekannten  Winkel,  z.  B.  den  Abstand  zweier 
genau  bestimmten  Sterne  mittelst  der  Schraube  messen;  in  beiden 
Fällen  ist  aber  der  Genauigkeit  der  Bestimmung  eine  Grenze  ge- 
setzt durch  die  bei  dem  Winkelinstrumente  zu  erreichende  Genauig- 
keit, oder  durch  die  Genauigkeit  der  früheren  Bestimmung  des  Ab- 
stand es  der  Sterne. 

Da  die  Brennweite  des  Femrohrs  sich  mit  der  Temperatur 
ändert,  ebenso  auch  die  Höhe  der  Schraubengänge,  so  ist  auch  der 
Werth  einer  Schraubenumdrehung  von  der  Temperatur  abhängig. 
Jede  Bestimmung  gilt  daher  nur  für  die  Temperatur,  bei  welcher 
dieselbe  gemacht  ist,  und  wenn  man  Bestimmungen  für  verschiedene 
Temperaturen  hat,  so  kann  man  allgemein  annehmen: 


i 
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wo  man  dann  aus  den  verschiedenen  Werthen  die  wahrscheinlich- 
sten Werthe  von  a  und  h  durch  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
bestimmen  kann. 

Gewöhnlich  ist  ein  solches  Mikrometer  so  eingerichtet,  dafs 
man  damit  auch  Distanzen  und  Positionswinkel,  d.  h.  den  Winkel, 
welchen  die  Verbindungslinie  beider  Sterne  mit  der  Richtung  des 
Declinationskreises  macht,  bestimmen  kann,  indem  man  an  einem 
am  Oculare  befindlichen,  getheilten  Kreise  (dem  Positionskreise) 
ablesen  kann,  um  wieviel  man  das  Fadenkreuz  gegen  die  Richtung 
der  täglichen  Bewegung  dreht.  Die  Distanzen  mifst  man  dann,  in- 
dem man  einen  der  parallelen  Fäden,  am  Besten  den  Mittelfaden 
auf  das  eine  Gestirn,  den  beweglichen  Faden  auf  das  andere  Ge- 
stirn stellt,  nachdem  man  vorher  den  früher  verticalen  Faden  in 
die  Verbindungslinie  gebracht  hat.  Bestimmt  man  nachher  die 
Coincidenz  des  beweglichen  Fadens  mit  dem  Mittelfaden,  so  ist 
der  Unterschied  beider  Angaben  der  Schraube  die  Distanz  der  Ge- 
stirne, oder  wenn  man  das  zweite  Mal  den  Mittelfaden  auf  den  zweiten 
Stern,  den  beweglichen  Faden  dagegen  auf  den  ersten  Stern 
bringt,  so  ist  der  Unterschied  beider  Ablesungen  der  Schraube  gleich 
der  doppelten  Distanz  der  beiden  Gestirne.  Liest  man  ferner  den 
Positionskreis  ab,  sowohl  wenn  der  eine  Faden  beide  Gestirne 
schneidet,  als  auch  wenn  dieser  Faden  der  täglichen  Bewegung 
parallel  gestellt  ist,  so  ist  der  Unterschied  beider  Ablesungen  der 
Positionswinkel,  aber  vom  Parallel  ab  gezählt.  Gewöhnlich  nimmt 
man  aber  den  nördlichen  Theil  des  Declinationskreises  als  Anfangs- 
punkt der  Positionswinkel  und  zählt  dieselben  durch  Osten,  Süden, 
Westen  von  0^  bis  360^  herum.  Nimmt  man  diese  Zählungsart 
an,  so  mufs  man  zu  dem  auf  die  vorher  erwähnte  Weise  gefun- 
denen Nullpunkte  der  Positionswinkel  90®  hinzulegen. 

Um  den  Durchnittspunkt  der  Fäden  in  die  Mitte  des  Posi- 
tionskreises zu  bringen,  richtet  man  das  Fernrohr  auf  ein  entferntes 
Öbject  und  dreht  den  Positionskreis  um  180®.  Bleibt  die  Stellung 
des  Objects  gegen  die  parallelen  Fäden  dieselbe,  so  ist  die  Bedin- 
gung erfüllt,  wo  nicht,  so  kann  man  das  ganze  System  der  festen 
Fäden  gegen  den  beweglichen  Faden  durch  eine  zweite  Schraube, 
die  der  Mikrometerschraube  gegenüber  steht,  so  lange  verschieben, 
bis  dies  erreicht  ist.  Durch  die  Bewegung  dieser  zweiten  Schraube 
wird  natürlich  die  Coincidenz  der  Fäden  geändert,  und  man  mufs 
daher  immer  darauf  sehen,  dafs  die  Schraube  während  einer  Beob- 
achtungsreihe,  während  welcher  man  die  Coincidenz  als  beständig 
Annimmt,  nicht  berührt  wird. 
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Um  nun  aus  solchen  Beobachtungen  von  Positionen  und  Distan- 
zen den  Rectascensions-  und  Declinationsunterschied  beider  Gestirne 
zu  erhalten,  muTs  man  die  Relationen  zwischen  denselben  und  den 
Distanzen  und  Positionswinkeln  kennen.  Da  aber  in  dem  Dreiecke 
zwischen  den  beiden  Sternen  und  dem  Pole  des  Aequators  die 
Seiten  gleich  A,  900  —  ^  und  900 — ^  und  die  denselben  gegen- 
überstehenden Winkel  gleich  a!  —  a,  180^ — p^  \mi  ^  sind,  wo 
p  und  p'  die  Positionswinkel  und  A  die  Distanz  bezeichnen,  so  er- 
hält man  nach  den  Gaufsischen  Formeln: 

sin  -J-  A  sin  J  {p'  -f-  p)  ==  sin  i(a!  —  a)  cos  -J  (e^  +  <J) 
sin  -J  A  cos  i  ip'  -+-  p)  =  cos  ^  (a'  —  a)  sin  ^  (d'  —  <?) 
cos  -J  A  sin  -J  (jp'  —  i>)  =  sin  -J  («'  —  a)  sin  -J-  (^  H-  ä) 
cos  -J  A  cos  i  Cp'  ^  JP)  ==  cos  i  (a'  —  a)  cos  i  (<J'  —  d). 

Sind  a!  —  a  und  d'  —  «J  kleine  Gröfsen,  sodafs  man  den  Sinus 
mit  dem  Bogen  vertauschen  und  den  Cosinus  gleich  Eins  setzen 
kann,  so  ist  auch  A  eine  kleine  Gröfse,  und  da  man  dann  auch 
p  gleich  p'  nehmen  kann,  so  erhält  man: 

cos  i  («J*  4-  ^)  [«'  —  a]  =  A  sin  p 

d'  —  d  =  Acosp. 

Solche  Messungen   von  Positionen  und  Distanzen   lassen  sich 
am  Bequemsten  machen,  wenn  das  Femrohr  mit  einem  Uhrwerke 
versehen  ist,  durch  welches  es  so  um  die  Stundenaxe  gedreht  wird, 
dafs  es  der  Bewegung  des  Sterns  folgt.    Hat   man   aber  kein  sol- 
ches Uhrwerk  oder  kein  vollkommenes,    so   kann    man  sich  eines 
solchen  Mikrometers  in  Verbindung  mit  dem  Chronograph  mit  Vor- 
theil  zur  Bestimmung  nahe  stehendet  fester  Objecto,  z.  B.  der  Doppel- 
sterne, auch  ohne  Benutzung  der  Schraube  bedienen.  '  Man  bringt 
zu  dem  Ende  den  beweglichen  Faden  in  Mne  beliebige  Entfernung 
von  dem  Mittelfaden  und  aufserdem  beide  dtü*ch  Drehung  des  Posi- 
tionskreises in  eine  beliebige  Lage  gegen  den  Parallel.    Beobachtet 
man  dann  den  Durchgang  des  Sterns  Ä  durch  den  ersten  der  beiden 
Fäden,  den  Begleiter  am  zweiten  Faden  und  nennt  die  Zwischen- 
zeit t;  beobachtet  man  femer  den  Begleiter  am  ersten  Fade»,  den 
Stern  Ä  am  zweiten  Faden  und  nennt  die  Zwischenzeit  ^,    so  ist, 
wenn  A  die  Entfernung  beider  Sterne,  p  der  Positionswinkel  des 
Begleiters,  i  dagegen  die  durch  den  Positionskreis  g^ebene  Neigung 
der  Fäden  gegen  den  Parallel  von  der  westlichen  §eite  durch  Norden 
hindurch  gerechnet  ist: 

3.    1  /j.      *t\        .-cosCiJ  — ») 
a  =  cos  ^ .  i  (*  —  O  =  A — ^~— 1 — -. 


smt 
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Die  Gröfse  a  ist  nämlich  das  Stück  des  Parallels  des  Haupt- 
Sterns  zwischen  dem  Hauptsterne  und  einem  durch  den  Begleiter 
gehenden  und  gegen  den  Parallelkreis  um  den  Winkel  i  geneigten 
gröfsten  Kreise.  Betrachtet  man  alle  hier  vorkommenden  Bögen 
als  gerade  Linien,  so  hat  man  ein  Dreieck,  in  welchem  zwei 
der  Seiten  gleich  A  und  a  und  die  gegenüberstehenden  Win- 
kel i  und  90^ -hp  —  i  sind.  Hat  man  dann  in  zwei  verschie- 
denen Lagen  der  Fäden  beobachtet,  so  findet  man  aus  beiden 
Werthen  von  a  sowohl  A  als  auch  p^  oder  wenn  man  in  mehr 
als  zwei  Lagen  beobachtet  hat,  so  giebt  jedes  a  eine  Gleichung 
von  der  Form: 

sm»  sm»  *^  sm»       206265 

und  aus  mehren  solchen  Gleichungen   kann   man  die  wahrschein- 
lichsten Werthe  von  da  und  dp  bestimmen. 

An  dem  Fernrohre  der  Sternwarte  zu  Ann  Arbor  wurden  z.  B. 
die  folgenden  Beobachtungen  von  e  Hydrae  gemacht,  wo  jede  Be- 
stimmung von  a  ein  Mittel  aus  10  Durchgängen  ist: 


die  Glei- 


Nimmt 

i  —  990  24' 
a  — —  1".062 
man  i?  =  207<>. 

50«  24' 
--4".239 
A  — 3".5, 

1410  40' 
4- 2".  382. 
so   erhält   man 

chungen: 

0  =  — 0".011 
0  =  +  0".  070 
0  —  —  0".  044 

—  0.306  d^ 
— 1.191  dA 
4-  0.668  dA 

—  0.590  dp' 

—  0.315  dp' 

—  0.089  dl)', 

wo  p'=^p  ist.   Daraus  erhält  man  dA=-H0".056,  di?=-h00.208 

und  die  bei  a  übrig  bleibenden  Fehler  werden  — 0".  040,  —  0".  004 

und  -H  0".  024. 

35.    Aufser  diesem  Fadenmikrometer   hat  man  noch  andere, 

die  indessen  hier  nur  kurz  erwähnt  werden  sollen,  da  dieselben  fast 

gar  nicht  mehr  im  Gebrauche  sind. 

pjg  25  Das  erste  ist  das  Mikrometer, 

dessen  Fäden  Winkel  von  450  nut 

einander  bilden,  Fig.  25.  Stelltman 

den  einen  Faden  DE  der  Richtung 

der  täglichen  Bewegung  parallel,  so 

kann  man  aus  der  Zeit  <'  —  <,  welche 

ein  Stern  braucht,  um  von  J.  nachB 

zu  gelangen,  dessen  Abstand  vom 

Mittelpunkte  finden,  indem: 

MC^^^  Ibcoad. 

Brfinnow,  sphärische  Astronomien    4.  A.afl»  35 


546 


Fig.  26. 


Da  man  ebenso  für  einen  zweiten  Stern  hflt: 

so  erhält   man  hieran»  den  Declinationsunterschied  beider  Sterne. 
Das  arithmetische  Mittel  der  Zeiten  t  nnd  t'  ist  die  Zeit,  zn  wel- 

r'-f-T 
eher  dar  Stern  in  dem  Stundenkreise  CM  war;   ebenso  ist  — ^ — 

die  Zeit,  wann  der  zweite  Stern  in  diesem  Stundenkreise  war.    Der 
Unterschied  beider  Mittel  ist  gleich  dem  Rectascensionsunterschiede 

beider  Sterne. 

Ein  zweites  Mikrometer  ist  das  Bradley'sche 
Netz,  bei  welchem  die  Fäden  einen  Rhombus 
bilden,  dessen  kleinere  Diagonale  die  Hälfte  der 
gröfseren  ist,  Fig.  26.  Die  kleinere  Diagonale 
wird  der  täglichen  Bewegung  parallel  gestellt. 
Läfst  man  nun  einen  Stern  durch  die  Fäden 
laufen,  so  wird  die  Zwischenzeit  der  Beobach- 
tungen im  Bogen  des  gröfsten  Kreises  ausge- 
drückt, gleich  MD  sein,  sodafs: 
MD  =  15  (f'  —  t)  cos  d. 
Für  einen  zweiten  Stern  erhält  man: 
Jlf'2)=15(t^— t)cos^'. 
und  daraus  den  Decli^ationsunterschied.  Den 
RectascensionsunterschiiBd  findet  man  ganz  auf 
dieselbe  Weise  wie  bei  dem  früherenMikrometer. 
Diese  Mikrometer  erfordern  eine  genaue  Untersuchung,  ob  die 
Fäden  einander  unter  den  richtigen  Winkeln  schneiden.  Auch  haben 
sie  das  Unbequeme,  dafs  sie  des  Nachts  erleuchtet  werden  müssen, 
also  zur  Beobachtung  sehr  schwacher  Objecto  nicht  angewandt 
werden  können.  Sie  sind  daher  mit  Recht  ganz  durch  die  Ejreis- 
mikrometer  verdrängt,  die  sich  einmal  mit  grofser  Genauigkeit  aus- 
führen lassen,  dann  aber  auch  den  Vortheil  gewähren,  dafs  man 
sie  immer  ohne  Beleuchtung  anwendet. 

36.  Das  Kreismikrometer  besteht  in  einem  genau  kreis- 
förmig abgedrehten  Metallringe,  der  in  einer  im  Brennpunkte  des 
Femrohrs  angebrachten  Glasplatte  befestigt  ist,  und  daher  im  Ge- 
sichtsfelde des  Fernrohrs  freischwebend  erscheint.  An  diesem  Ringe 
werden  die  Ein-  und  Austritte  der  Sterne  beobachtet.  Dann  ist  das 
arithmetische  Mittel  der  Zeiten  des  Ein-  und  Austritts  die  Zeit,  zu 
welcher  der  Stern  in  dem  durch  den  Mittelpunkt  des  Kreises  gehen- 


^  j 
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den  Stundenkreise  war.  Man  erhält  daher  den  Bectascensionsunter- 
schied  zweier. Sterne  grade  so,  wie  bei  den  vorher  betrachteten 
Mikrometern.  Kennt  man  nun  auch  den  Halbmesser  des  Kreises, 
so  kann  man  auch,  da  die  Gröfse  der  Sehnen  bekannt  ist,  die  Ab- 
stände Tom  Mittelpunkte  und  dadurch  die  Declinationsunterschiede 
erhalten. 

Es  s^n  t  und  f  die  Zeiten  des  Ein-  und  Austritts  des  Sterns, 
dessen  Declination  <J,  und  r  und  t^  dasselbe  für  einen  andern  Stern, 
dessen  Declination  <^,  so  ist  al^: 

a'- a  «  i  (t'+ t)  ~  i  (l'4- 0. 

Bezeichnen  dann  fi  und  fi*  die  halben  Sehnen,  welche  die  Sterne 
beschreiben,  so  ist: 


und 


ß  =  -^  (f  —  t)  cos  d 


IX  =  —  (t'  —  t)  cos  <y'. 


Setzt  man  ferner: 


P- 
sin  cp  =  -  - 

.    ;     Ai'  . 

sin®  =  — » 
.  ^        r 

WO   r   den   Halbmesser    des   Kreises    bedeutet,    so    erhält    man, 
wenn  man  mit  J)  die  Declination  des  Centrums  des  Kreises  be- 

zeiehnei: 

<J  —  D  =  r  cos  ^ 

^'—  D  =  r  cos  ^' 

also: 

(J'— <J  =  r  [cos  f>' it  cos  9p], 

je  nachdem  die  Sterne  zu  verschiedenen  Seiten  oder  auf  derselben 
Seite  des  Mittelpunkts  durch  das  Feld  gegangen  sind. 

Am  Uten  April  1848  wurde  auf  der  Sternwarte  zu  Bilk  an 
dem  Ringmikrometer  des  sechsfüfsigen  Refractors,  dessen  Halb- 
messer gleich  18'  46".  25  ist,  die  Flora 

(^'  =  240  5'.  4) 

und  ein  Stern,  dessen  scheinbarer  Ort 

a=  910  12' 59". Ol 
^^=24     19  .01 

war,  mit  einander  verglichen.    Es  war: 

35* 
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r=  11«»  16»  35». 0  Steimeit  t  «  11^  17"»  53«. 0 
t'=^         17    25  .5  r^         19    46  .5 

r'— T«50».5,  ^  — 1=,  1»53«.5. 

Man  hat  mithin: 

logCr'  — t)  1.70329  \og(t'-t)  2.05500 

log  PL  2.53878  logitt  2.89070 

eos^p'  9.97850  cosf?  9.85941 

(>'— D  ir51".9  d  —  D  13' 34". 8. 

Da  nun  beide  Gestirne   auf  derselben  Seite  des  Mittelpunkt!^ 

durchgegangen  warefi  un^  zwar  beide  nördlich  von  demselben,  so 

erh&lt  man: 

«f  ^  e^  ==t  +  4' 17'M. 

Für  die  Zeiten,  wo  die  Gestirne  in  dem  Stundenkreise  des 
Hittelpunkts  waren,  findet  man: 

^(r'-f-r)  =  111»  17«  0«.25  iit'-ht)  =  11»»  18«»  49».  75. 

Es  war  also  um: 

Uh  17m  0«.  25 
a!^a^--    1"»49«.60         ^— <>=  4-4' ITM 
=  —  27'  22".  50. 

Ist  der  äufsere  Rand  eines  solchen  Ringes  ebenso  genau  kreis- 
förmig abgedreht  wie  der  innere  Rand,  so  kann  man  die  Ein-  und 
Austritte  an  beiden  Rändern  beobachten.  Man  hat  dann  aber  nicht 
nöthig,  die  Beobachtungen  an  jedem  einzelnen  Rande  mit  dem  dazu 
gehörigen  Halbmesser  zu  reduciren,  sondern  kann  etwas  kürzer  nach 
den  folgenden  Formeln  rechnen. 

Ist  ß  die  Sehne,  r  der  Halbmesser  des  äuTseren  Ringes,  und 
bezeichnen  ß'  und  r'  dasselbe  für  den  inneren  Ring,  so  ist: 

15 
—  cos  ^  (t'  —  t)  =  ß^ram^ 

15 


also: 
und 
wenn  man 


2 
setztt    Daraus  erhält  man: 


2   cos  d  (t'i  —  ti)  =  ^'  =  r'  sin  f>\ 


/£  +  a'=  (a  +  &)sin^4-(a  — d)sin^' 
/t  — '  itt'  =  (a  4-  6)  sin  ^  —  (a  —  6)  sin  ^', 


r-hr'  ,  r  —  r'      , 

-  =  a  und  — ;r—  =  o 


j 
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— ö —  =  a  cos  ^  Q  ^  sin  ^  ^  ^  +  6  sin  ^  ^      cos  ^  ^. 

Durch  Subtraction  und  Addition  der  beiden  Gleichungen 

<J  —  2>  =  r  cos  5? 

d — D  =  r'cos^' 

erhält  man  ferner: 

(a  —  ^)  cos  ^'  —  («  -h  d)  cos  ^  ;=  0, 
oder 


ft  =  a. 


cos      ^  '^  cos     '■  ■  '* 


and 


or  —  2^  =  a  COS  ■= — ^^-  COS  ^  Q  ^  ---  6  sin      ^      sin  ■    ^    ■ , 


also,  wenn  man  den  Werth  von  &  in  die  Ausdrucke  für 


% 


und  (J  — D. 


substitnirt: 


» .  • .  '    • 


.   9*^9 
,  sin  ^  ^ 

— - —  =  a. y 


A*  — At  2 

2  ^-t-^' 

COS         ^ 


und: 


cos 


(^)'- (s^)'-^  c^y-^  (^) 


9-\-  9         9  —  9 
cos    ■  ^   ■   cos  '^    ^ 

■ 

cos  «?  cos  G>' 

=  « .  ^ — >• 

f  4-  99       9  —  9 
cos  '^   ^   ■  cos  ^   ^  ^ 
•2  2 

Setzt  man  nun  also: 

^!^^  =^  Sinai  und*  ^^^  =  sin B,  (^) 

2a  2a  7  v  / 
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80  erhält  man 


,       V^cos  <p  cos  <p* 
cos  A  = ' — n^ 


und 


_.       V^cos  p  cos  ©' 
cos  B  = ^-T — p-> 

cos^^:-^ 


also 


(j  —  D  =  a  cos  -4  cos  Ä  {B) 

Die  Berechnung  des  Abstandes  der  Sehne  des  Sterns  von  der 
Mitte  des  Einges  ist  somit  auf  die  einfache  Berechnung  der  For- 
meln {A)  und  (B)  zurückgeführt. 

Am  24sten  Juni  1850  wurde  der  von  Dr.  Petersen  entdeckte 
Comet  an  einem  Ringmikrometer  des  sechsfüfsigen  Fernrohrs  der 
Bilker  Sternwarte  mit  einem  Sterne  verglichen,  dessen  scheinbarer 

Ort  war: 

a  =  223»  22'  41 ".  30  ^  =  59»  T  12".  19. 

während  die  Declination  des  Cometen  gleich  59^  20'.  0  angenommen 
wurde.  Der  Halbmesser  des  äufseren  Ringes  ist  gleich  11' 21".  09, 
der  des  inneren  Ringes  gleich  9'  26".  29,  also  ist 

a«  10' 23".  69. 
Die  Beobachtungen  waren  nun  die  folgenden: 

Eintritt*)  Austritt  Eintritt  Austritt 

•C.  nordlich  von  der  Mitte  ^  südlich 

IS^  15°»  54«  20«   17»  21«  48«         18«"  55«  .3      13« .  0     21™  20«  .5     37« .  5. 

Damit  erhält  man: 

t'  —  T  Aeufserer  Rand  1™  54«  t' —  t       2«»  42« .  2 

Innerer  Band  11  2      7.5 

log  d.  Summe  2 .  24304  2  .  46195 

log  d.  Piff.  1 .  72428  1 .  54033 

cosA  9.92623  9.65138 

cos  Jg  9 .  99418  9  .  99749 

9.92041  9.64887 

^'—2)  =  4- 8' 39".  26  ^  —  2>  —  —  4' 37". 88, 
also: 

«r  —  ^  = -I- 13' 17".  14. 

Für  den  Rectascensionsunterschied  «rhält  man  dagegen: 

a'  —  a  =  —  8»  25«  .82  «=  —  51'  27".30. 


*)  Von  den  hinter  einander  stehenden  Secunden  gehört  beim  Eintritt 
die  erstere  zum  äuTserea,  die  zweite  zum  inneren  Rande  und  umgekehrt 
beim  Austritt. 
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37.  Um  zu  sehen,  unter  welchen  Umständen  die  Beobach- 
tungen mit  diesem  Mikrometer  am  Yortheilhaftesten  anzustellen 
sind,  differenzirt  man  die  Formeln: 

r  sin  vp  =  A?  **  sin  ^'  ==  fi\  r  cos  ^'  :p  r  cos  ^  =  ^'  —  d. 

Dann  erhält  man: 

sin  ^dr -hr  cos  ^  d^  ==  d/i 

sin  ^'dr  +  r  cos  ^'^^'3=  dß' 

[cos  ^'  =p  cos  5?]  dr  —  r  sin  ^'d^p'  ±  r  sin  ^d^  =  d  (^' —  d) 

oder,  wenn  man  in  der  letzteren  Gleichung  d^  und  d^*  mit  Hülfe 
der  beiden  ersteren  Gleichungen  eliminirt: 

[cos  f>  ^  cos  ^T  dr  —  sin  ^'  cos  ^pei^t^'  ±  sin  f>  cos  ^'djtt 

=  cos  fp  cos  5p 'd  (d'  —  d) ; 

dß  und  dfj!  sind  die  Fehler  der  beobachteten  halben  Zwischenzeit. 
Nun  sind  die  Beobachtungen  nicht  an  allen  Punkten  des  Mikro- 
meters gleich  scharf,  indem  die  Sterne  nahe  bei  der  Mitte  schneller 
aus-  und  eintreten,  also  dort  die  Beobachtung  sicherer  ist  als  nahe 
am  Bande.  Man  wird  es  indessen  knmer  so  einrichten  können,  dafs 
die  Beobachtungen  an  ähnlichen  Stellen  in  Bezug  auf  den  Mittel- 
punkt angestellt  werden  und  es  wird  daher  erlaubt  sein,  dfi  =  dß^  zu 
setzen,  sodafs  man  dann  die  Gleichung  erhält: 

[cos ^ ip  cos  ^']  dr  —  sin [^'  •jf^'\dß  =  cos ^ cos  <p^d  {d'  —  d). 

"Will  man  also  bei  gegebenem  r  die  Declinationsdifferenz  zweier 
Sterne  finden,  so  muTs  man  die  Beobachtung  so  einrichten,  dafs 
cos  ^  cos  f»'  so  nahe  als  möglich  gleich  1,  also  sin  9  und  sin  ^'  sehr 
klein  sind.  Man  mufs  daher  die  Sterne  so  weit  als  möglich  vom 
Mittelpunkte  durch  das  Feld  gehen  lassen.  Sind  überdies  beide 
Sterne  auf  einem  Parallel,  wo  also  das  obere  Zeichen  gilt  und 
^  SÄ  ^'  ist,  so  hat  ein  Fehler  in  der  Bestimmung  von  r  gar  keinen 
Einflufs  auf  die  Bestimmung  des  Declinationsunterschiedes.  Für  die 
Bestimmung  des  Rectascensionsunterschiedes  ist  es  klar,  dafs  man 
die  Sterne  so  nahe  als  möglich  durch  die  Mitte  des  Feldes  gehen 
lassen  mufs,  weil  dort  die  Ein-  und  Austritte  am  schnellsten  er- 
folgen, also  sich  auch  am  schärfsten  beobachten  lassen. 

38.  Häufig  ändert  das  Gestirn,  dessen  Ort  man  durch  das 
Ereismikrometer  bestimmen  will,  seine  Rectascension  und  Decli- 
nation  so  schnell,  dafs  die  Voraussetzung,  dafs  dasselbe  in  einer 
Secunde  Sternzeit  15"  im  Bogen  zurücklegt,  und  dafs  die  auf  sei- 
nem Wege  errichtete  Senkrechte  einen  Declinationskreis  vorstellt, 
merklich  von  der  Wahrheit  abweicht.    In  diesem  Falle  mufs  man 
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an  den  ohne  Rücksicht  anf  die  eigene  Bewegung  hergeleiteten  Ort 
noch  eine  Correction  anbringen,  ^ennt  man  d  den  Abstand  des 
Gestirns  vom  Mittelpunkte  des  £inges,  so  war: 

<P«=H  — (15*008^)», 

wo  t=^i(t^  —  <"),  gleich  der  halben  Zwischenzeit  zwischen  dem 
Ein*  und  Austritte,  ist     Nennt  man   nun  A«   die  Zunahme   der 

Rectascension  des  Gestirns  in  einer  Zeitsecunde,  also  4^  diese  Zu- 

15 

nähme  in  Zeitsecunden  ausgedrückt,  so  ist  /  um  -—  zu  grofs  beob- 

achtet  und  die  an  t  anzubringende  Correction  ist  daher: 

1 


Es  ist  aber 


10 


,,  15"*C08^,, 

Aa  = ^ A^ 


also: 

A<l=15. 
oder  da  i5tcosd  =  ^l  ist: 


d 


Ad  =  A(^-i))  =  ^  . 


^a 
15 


(Ä) 


Femer  ist  die  Tangente  des  Winkels  «,  welchen  der  wahre 
"Weg  des  Gestirns  mit  dem  Parallele  macht: 

A(^ 

wo  A<^  die  Aenderung  der  Declination   in   einer  Zeitsecunde  be* 
deutet. 

Es  wird  also  das  Stück  des  Weges  des  Gestirns  zwischen  dem 
Stundenkreise  und  dem  auf  den  Weg  des  Sterns  vom  Mittelpunkte 
gefällten  Perpendikel,  wenn  man  dasselbe  x  nennt: 

,^  d^d 

X  =  atangn  =  -rrz r-^r 1. 

(15  — Aa)cos^' 

Da  man  nun  zu  der  ohne  Rücksicht  auf  die  e%ene  Bewegung 
berechneten   Durchgangszeit   durch   den   Stundenkreis   die    Gröfse 


X 


cos^ 


oder 


+ 


d.^^ 


15  cos  d^  •—  A«  cos  d^ 
zu  addiren  hat,  so  erhält  man  für  diese  Correction,  wenn  man  das 
Product  von  A«  und  A<^  vernachlässigt: 
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m  - 


In  dem  vorher  gegebenen  Beispiele  betrag  die  Aenderung  des 
Ortes  des  Cometen  in  24  Stunden  in  Rectascension  —  1^  15'  und 
in  Declinatipn  —  1^  17',  es  war  also: 

logAa=*  8.71551  n 
und 

log  A^  =  8.72694  n; 
femer  ixr&r  * 

log  d  «=  2.71538,        log  A  «=  2.52468. 
Damit  erhält  man: 

A  (^-  D)  =  -  0".  75  und  A  (^-^)  =  -  '^"- 1^* 

Den  EinfluTs  der  Bewegung  in  Rectascension  auf  die  Declination 
kann  man  noch  bequemer   so  in  Rechnung  bringen^  dafs  man  die 

Sehne   mit  —  multiplicirt,  wo  A'a  die  Bewegung  in  Rect- 

ascension  in  Zeit  in  einer  Stunde  ist,  und  mit  dieser  verbesserten 
Sehne  den  Abstand  vom  Mittelpunkte  berechnet.    Es  ist  aber: 

3600— A'q M.^'a 

^^      3600      ■"        3600  ' 

wo  M  gleich  dem  Modulus  der  Briggischen  Logarithmen,  also  gleich 
0.4343  ist.  Da  nun  diese  Zahl  sehr  nahe  48  mal  15  mal  60  durch 
100000  ist,  so  erhält  man: 

MA'g^A'a.48.15 
3600  ""60.100000  * 

Man  hat  also  von  dem  constanten  Logarithmus  —  — —  nur  so 

viel  Einheiten  der  5ten  Decimale  abzuziehen,  als  die  488tündige 
Bewegung  in  Rectascension  in  Bogenminuten  beträgt. 

In  dem  vorher  gebrauchten  Beispiele  ist  die  48  stündige  Aen* 
derung  der  Rectascension  =  —  2^  30'  =  —  150',    Der  constante 

Logarithmus  —  ^^5 — war:    7.48667.     Man   mufs   daher  jetzt   für 

denselben  7.48817  nehmen  und  erhält  dann; 

2.24304 

1.72428 

cos^  9.92563 

cos B  9.99415 

^'— i)  =  8'38".50. 

39.  Bisher  ist  vorausgesetzt  worden,  dafs  man  die  Wege, 
welche  die  Sterne  während  ihres  Durchgangs  durch  das  Feld  des 
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Kreismikrometers  beschreiben,  als  geradlinig  betrachten  kann.  Sind 
aber  die  Sterne  dem  Pole  so  nahe,  daTs  diese  Voraussetzung 
unrichtig  ist,  so  muTs  man  an  den  nach  den  bisherigen  Formeln 
berechneten  Declinationsonterschied  noch  eine  Correction  anbringen. 
Die  Rectascension  bedarf  dagegen  keiner  Correction,  da  das  arith- 
metische Mittel  aus  den  Zeiten  des  Ein-  und  Austritts  auch  in  die- 
sem Falle  die  Zeit  des  Durchgangs  durch  den  Stundenkreis  des 
Mittelpunkts  giebt. 

In  dem  sphärischen  Dreiecke  zwischen  dem  Pole  des  Aequators, 
dem  Mittelpunkte  des  Mikrometers  und  dem  Punkte  des  Ein-  oder 
Austritts  hat  man,  wenn  r  die  halbe  Zwischenzeit  zwischen  beiden 
Momenten  bedeutet : 

cos  r  =s=  sin  D  sin  ^  4-  cos  D  cos  d  cos  15  r, 
oder 

sin i r^  =  sin i (ß—'Df  -f-  cos D cos  <J sin  ( -^  t |  » 

also? 

(^— jD)»  =  r'  —  cos  ^  (15  t)'  —  [cos  D  —  cos  d'\  cos  d  (15  t)* 
=  r«  —  cos  d^  (15  t)^  —  (<J— D)  sin  d  cos  d  (15  t)^ 

Zieht  man  auf  beiden  Seiten  die  Quadratwurzel  aus,  so  erhält  man, 
wenn  man  nur  die  erste  Potenz  von  d  —  D  mitnimmt: 

•       T^       r  a'          AS /IC  \9Ti      (^— D)sin<ycos^(15T)^ 
^  —  D  =  [r*  —  cos  d^  (15  T)2p  —  -^ ^^ Y- . 

2[r3  — cos^»(15t)«]* 

Das  erste  Glied  ist  der  in  der  Voraussetzung  der  geradlinigen 
Bewegung  berechnete  Declinationsunterschied,  welcher  mit  ä  be- 
zeichnet werden  möge,  das  zweite  Glied  ist  dagegen  die  gesuchte 
Correction.    Es  ist  also 

d  —  D^ard  —  ^sin^  cos  d  (15  r)', 

wo  das  zweite  Glied  noch  mit  206265  dividirt  werden  mufs,  wenn 
man  die  Correction  in  Secunden  haben  will.  Für  den  zweiten  Stern 
hat  man  nun  ebenso 

«j' -  D  =  d' _  ^  sin  ^' cos  ^' (1 5  t')S 
mithin 

^'— (J  =  d'— d-f-i [tang  d cos  ^^  (15 r)3  —  tang ^  cos  d'^  (15 t')'], 
wofar  man  ohne  merklichen  Fehler  setzen  kann: 

(J'  —  <^  =  cZ'—  (?  + 1  tang i  (^  +  ^0  [coÄ  ^2  (15  r)»  —  cos  ^^  (15  r')'] , 
oder  da 

cos  d^  153  r'^^f'^-^  d^ 
und 
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Man  hat  also  zu  dem  in  der  Yoraassetzung  der  geradlinigen 
Bewegung  berechneten  DeClinationsnnterschiede  die  Correction  hin- 
zuzufügen: 

Den  SOsten  Mai  1850  wurde  der  Comet  von  Petersen,  als 
seine  Declination  74^  9^  war,  mit  einem  Sterne,  dessen  Declination 
73^52^.  5  war,  verglichen.  Die  Rechnung  nach  den  gewöhnlichen 
Formeln  ergab: 

d«»  — 8'56".7,  d'=-4-7'3e".9. 

Damit  erhält  man  dann: 

log(d'+d)=  1.90200« 

log(d'  —  i?)  =  2.99721 

Compl  log  206265  ==  4 .  68557 

Compl  log  2  =  9 .  69897 

tang  i  (^'  +  (?)«=  0.54286 

9.82661« 
Correct.  =  — 0".67. 

Es  war  mithin  der  corrigirte  Declinatiohsunterschied : 

-+- 16'  32".93. 

40.  Um  das  Ereismikrometer  anwenden  zu  können,  ist  immer 
die  Kenntnifs  des  Halbmessers  erforderlich.  Zur  Bestimmung  des- 
selben kann  man  sich  verschiedener  Methoden  bedienen. 

Beobachtet  man  zwei  Sterne,  deren  Declination  bekannt  ist, 
so  hat  man: 

ß-h  fi'  =  r  [sin  ^  +  sin  ^^  =  2r  sin  -J^  (9?  +  ^')  cos  J  (f?  —  ^') 
fi  —  pi'  =  r  [sin  ^  —  sin  ^']  =  2r  cos  i  (^  4-  ^')  sin  -J  (^  —  ^') 

Femer  ist 

cos  ^  -4-  cos  f>'       2  cos  -J  (y»  +  f ')  cos  i  (^  —  f»')' 

also  auch 

5;^  =  tangi(f>-HipO,f7^  =  tangi(5.-->'). 
Setzt  man  daher 

^rz^=tang^  und  |^^-^  ==  tang  JB, 
so  wird: 


r  = 


2  cos^  cosB 


55« 

2coail8ia£ 


sin  (-4+5) 

8m(-4— J5) 

Die  vorher  in  No.  36  gegebeae  IHfferentialgleichimg  zeigte  dafs 
man  die  Sterne  zn  beiden  Seiten  des  Mittelpunkts  möglichst  nahe 
am  Rande  mofs  durchgehen  lassen,  weil  dann  der  CoefScient  von 
dr  ein  Maximum  und  nahe  gleich  2,  der  Gpefficient  von  di»,  da* 
gegen  nahe  Null  wird. 

Man  muTs  also  zu  dieser  Bestimmung  des  Halbmessers  zwei 
Sterne  auswählen^  deren  Declinationsunterschied  nur  etwas  kleiner 
als  der  Durchmesser  des  Binges  ist. 

Der  Halbmesser  des  inneren  Randes  des  zuerst  in  No.  86  er- 
wähnten Mikrometers  wurde  durch  die  Plejadensteme  Asterope  und 
Merope  bestimmt,  deren  Declinationen 

und 

<J'==230  28'6".85 

waren  und  die  halben  Zwischenzeiten  beobachtet*): 

188.5  und  568.2. 

Damit  erhält  man: 

log  Ott  4- A*')  =  2.71038. 
log  Qt—jtt  0  =  2. 41490 

cosX=  9.98825 

cosJ5  =  9.99698 


9.98518 
r=l8'46".5. 

Man  kann  den  Halbmesser  des  Feldes  auch  aus  den  Durch- 
gängen zweier  Sterne,  welche  dem  Pole  nahe  stehen,  bestimmen, 
da  die  langsame  Bewegung  solcher  Sterne  den  Einflufs  der  Beob- 
achtungsfehler vermindert.  In  diesem  Falle  kann  man  aber  die 
eben  gegebenen  Formeln  nicht  anwenden,  weil  man  den  Weg  sol- 


*)  Die  Plejadensteme  eignen  sich  besonders  zu  diesen  Bestimmungen, 
weil  man  unter  denselben  immer  für  jedes  Mikrometer  passende  finden  wird. 
Die  Oerter  derselben  sind  auf  das  Genaueste  von  Bessel  bestimmt.  Astron. 
Nachr.  No.  430  und  Bessel,  astron.  Untersuchungen,  Band  I. 
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eher  Sterne  nicht  mehr  als  geradlinig  betrachten  darf.  In  dem 
Dreiecke  zwischen  dem  Pole,  dem  Mittelpunkte  des  Kreises  und 
dem  Punkte  des  Ein-  oder  Austritts  hat  man.  aber,  wenn  man  die 
halbe  Zwischenzeit  zwischen  beiden  Momenten,  in  Bogen  verwan* 
delt,  für  den  einen  Stern  mit  r,  für  den  andern  Stern  mit  r'  be- 
zeichnet: 

cos  r  =  sin  <J  sin  D  4-  cos  d  cos  D  cos  r 
cos  r  =  sincJ^'  sinD  -\r  cos  ^'  cosD  cos  t'. 

Setzt  man  xmter  dem  Gosinuszeiehen 

^      -*-  —^ —  statt  d  und  -^ ^ —  statt  d' 

und  zieht  beide  Gleichungen  von  einander  ab,  so  erhält  man: 

tang  D  Ä  cotang  — 5 —  sm  — 5—  sm  — ^ 


d-^d*       r— t'        T-t-r' 
-+-tang 

Setzt  man  also 


-h  tang  — ^ —  cos  — 5 —  cos 


cotang  — j7 —  sm  — = —  ==  a  cos  ^ 
tang  — 5 —  cos  — -z —  =  a  sm  -d., 


{Ä) 


so  erhält  man  D  aus  der  Gleichung: 

tangD^asinF^^-l-^l.  (B) 

Nachdem  man  auf  diese  Weise  D  gefunden  hat,  kann  man  r 
aus  einer  der  beiden  folgenden  Gleichungen  berechnen: 

sinir»  =  sini(^  —  D)2  -t-  cos  dcos Dsin  J  t', 
oder 

sinir«  =  sini  ((J'  —  D)»  -f-  cos  d'  cosDsin  J  r'». 

Setzt  man  hier 

.  sin  i  T       >^ r ^ 

*"«  ä'  =  Bin  j  (^-■D)^""' '  *"'  ■^' 
oder  (0) 

so  erhält  man: 

sin  i  r'  =  sin  ^  {d — D)*  sec  y^ 
=  sini(^'— 2>)»secy'S 


oder  auch 


cosy        cosy' 
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Die  Formeln  (Ä)y  (jB),  (C)  und  (D)  enthalten  also  die  Auf- 
lösung dieser  Aufgabe. 

Wenn  man  den  Halbmesser  des  Ringes  nach  dieser  oder  der 
vorigen  Methode  durch  zwei  Sterne  bestimmt,  so  mufs  man  für  den 
Declinationsunterschied  beider  Sterne  immer  den  scheinbaren,  durch 
die  Refraction  veränderten,  anwenden.  Nach  No.  16  dieses  Ab- 
schnitts sind  aber  die  scheinbaren  Declinationen,  wenn  die  Sterne 
nicht  nahe  am  Horizonte  stehen: 

d-{-5T'cot&ng(N-h^) 
und 

<J'-t-57"cotang(IV-+-^'), 
wo 

tang  N  =  cotang  ^  cos  ^, 

und   t  das   arithmetische  Mittel  aus    den  Stundenwinkeln   beider 
Sterne  ist. 

Man  erhält  also  for  den  Unterschied  der  scheinbaren  Decli- 
nationen : 

57"  sin  (^^—^) 

wofür  man  sich  auch  erlauben  kann  zu  schreiben: 

,  57"  sin  (<?'—<?) 

Den  so  verbesserten  Declinationsunterschied  hat  man  also  im- 
mer für  die  Berechnung  des  Halbmessers  anzuwenden. 

Diese  Bestimmung  hängt  von  der  Kenntnifs  des  peclinations- 
unterschiedes  der  Sterne  ab.  Da  man  deshalb  solche  Sterne  aus- 
zuwählen hat,  deren  Oerter  sehr  genau  bekannt  sind,  und  die  immer 
zu  der  helleren  Classe  gehören  werden,  während  es  bei  Kreis- 
mikrometerbeobachtungen, wo  man  meist  schwache  Objecto  beob- 
achtet, wünschenswerth  ist,  auch  zur  Bestimmung  des  Feldes 
schwache  Sterne  anzuwenden,  da  es  möglich  ist,  dals  man  die  Ein- 
und  Austritte  heller  Objecto  etwas  anders  schätzt*),  so  hat  Peters 
in  Clinton  eine  andere  Methode  vorgeschlagen,  die  den  Halbmesser 
aus  der  Durchgangszeit  eines  nahe  durch  die  Mitte  des  Feldes  ge- 
henden Sterns  giebt  in  Verbindung  mit  einem  andern  nahe  am 
Rande  durchgehenden  Stern,  dessen  Declinationsunterschied  von 
dem  ersten  Stern  nur  genähert  bekannt  zu  sein  braucht. 


*)  Beobachtet  man  am  äuTsem  sowohl  als  am  innem  Rande  des  Rkiges, 
so. ist  ein  daraus  entstehefider  Fehler  weniger  zu  befarchten. 
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Die  Gleichung  ß^rsin^  giebt  nämlich : 

r  =  /£-i-2rsin(450— i^)». 

Geht  nun  der  Stern  nahe  durch  die  Mitte  des  Feldes,  so  ist 
das  zweite  Glied  oder  :die  an  it«  anzubringende  Correction  sehr 
klein.  Zur  Bestimmung  dieser  Correction  beobachtet  man  nun 
noch  einen  zweiten  Stern  in  der  Nähe  des  Randes.  Dann  hat  man 
nach  den  vorher  gefundenen  Gleichungen,  wenn  man  setzt 

Es  wird  daher: 

r  ==  ;£  -i-  2r  sin  [450-  i  (ul  +  J5)3S 

oder  wegen  der  Kleinheit  des  letzten  Gliedes, 

r  =  ;,  [1  +  2  sin  (45«—  i  (^-4-5))]« 
=  A£[2  — 8in(A-f-B)]. 

Da  man  überall  leicht  zu  diesem  Zwecke  passende  Sterne  finden 
kann,  so  wird  es  am  Zweckmäfsigsten  sein,  Sterne  in  der  Nähe 
des  Meridians  und  in  ziemlicher  Höhe  auszuwählen,  sodafs  die 
Refraction  keinen  Einfluls  auf  die  Beobachtungen  hat.  Diese  Methode 
zur  Bestimmung  des  Halbmessers  wird  besonders  zweckmäfsig  sein, 
wenn  man  sich  eines  Chronographs  bedient. 

Zur  Bestimmung  des  Durchmessers  des  Ringes  kann  man  auch 
die  von  Gaufs  vorgeschlagene  Methode  anwenden,  indem  man  in 
das  Objectiv  des  mit  dem  Kreismikrometer  versehenen  Femrohrs 
mit  einem  andern  an  einem  Winkelinstrumente  befindlichen  hinein- 
sieht und  den  Durchmesser  des  Ringes  unmittelbar  miTst. 

Hat  man  Sonnenflecken  durch  das  Kreismikrometer  beobachtet, 
so  thut  man  gut,  den  Halbmesser  des  Ringes  auch  durch  Sonnen- 
beobachtungen zu  bestimmen,  weil  man  in  der  Regel  die  Antritte 
der  Sonnenränder  an  den  Ring  etwas  anders  beobachtet  als  die 
Antritte  von  Sternen.  Dazu  giebt  nun  die  Beobachtung  der  äufseren 
und  inneren  Berührungen  der  Sonnenränder  mit  dem  Kreise  ein 
sehr  einfaches  Mittel.  Berührt  nämlich  der  erste  Rand  der  Sonne 
den  Ring,  so  ist  die  Entfernung  des  Mittelpunkts  der  Sonne  vom 
Mittelpunkte  des  Ringes  gleich  B  -t-  r,  wenn  B  der  Halbmesser  der 
Sonne,  r  der  des  Ringes  ist.  Denkt  man  sich  dann  den  Weg  der 
Sonne  als  geradlinig,  so  hat  man  ein  rechtwinkliges  Dreieck,  dessen 
Hypothenuse  ü  4-  r,  dessen  eine  Cathete  der  Unterschied  der  Decli- 
nation  des  Mittelpunkts  der  Sonne  von  der  Declination  des  Mittel- 
punkts des  Ringes  und  dessen  andere  Cathete  die  halbe  Zwischen- 
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zeit  der  änfseren  Berührungen  im  Bogen  und  multiplicirt  mit  dem 
Cosinus  der  Declination  ist.  Man  hat  also,  wenn  t  diese  halbe 
Zwischenzeit  bedeutet,  die  folgende  Gleichung: 

(BH-r)»  =  (<^-D)»  +  (15 1  CDS  dy. 

Für  die  inneren  Berührungen  erhält  man  eine  ähnliche  Glei- 
chung, in  welcher  nur  die  halbe  Zwischenzeit  f  der  inneren  Be- 
rührungen statt  t  und  B  —  r  statt  B-hr  vorkommt,  nämlich: 

(B-r)»  =  ((>— D)>  4-  (15 1'  cos  d)K 

Wegen  der  eigenen  Bewegung  der  Sonne  müssen  übrigens  beide 
Zwischenzeiten  in  wahrer  Sonnenzeit  ausgedrückt  sein,  Eliminirt 
man  nun  ((>  —  D)2  aus  beiden  Gleichungen,  so  erhält  man: 

(B-hry  -  (Ä-r)»  =  (16  cos  dy  [«» -*'»], 
also 

_ii5co8^y[t-\-t'][t'-t''] 

''~  4B 

An  dem  einen  Ereismikrometer  des  Refractors  der  Bilker  Stern- 
warte wurde  die  Sonne  beobachtet,  als  die  Declination  4-  23^  14'  50" 
und  der  Halbmesser  15'  45".  07  war,  und  es  wurden  die  folgenden 
Ein-  und  Austrittzeiten  beobachtet: 

Aeufsere  Berohning:  Innere  Berdhrung: 

Emtritt  10»»  31*    8» .  2  Stemzeit  Kfi^  32°»  30» .  8 

Austritt        34»  47«  .5  33    25  .  3* 

Daraus  erhält  man  die  halben  Zwischenzeiten  in  Stemzeit 
1™  49» .  65  und  0™  27» .  25,  die  man  mit  0.99712  zu  multipliciren 
hat,  um  dieselben  in  wahrer  Zeit  auszudrücken,  da  die  Bewegung 
der  Sonne  in  Rectascension  in  einem  Tage  4"  8» .  7  betrug.  Es 
ist  also 

«  =  109«. 33  und  t'  =  27«.  17, 

womit  man  erhält: 

r  =  9' 23".  52. 

Anm.  Es  ist  klar,  dafs  man  für  den  Halbmesser  des  Rmges  nur  so 
lange  denselben  Werth  annehmen  darf,  als  man  die  Entfernung  des  Ringes 
vom  Objectiv  nicht  ändert.  Wenn  man  daher  den  Halbmesser  durch  eine 
der  vorher  gegebenen  Methoden  bestimmt  hat,  so  muTs  man  sich  genau  die 
Stelle  bezeichnen,  welche  die  das  Mikrometer  enthaltende  Ocularrohre  bei  der 
Beobachtung  eingenommen  hat,  und  dieselbe  dann  bei  späteren  Beobachtungen 
mit  diesem  Mikrometer  immer  wieder  genau  auf  diese  Marke  einstellen« 

Ueber  das  Ereismikrometer  vergleiche  man  übrigens  die  Aufsätze  von 
Bessel  in  ZacVs  monatlicher  Correspondenz,  Band  24  und  26» 
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41.  Das  Heliometer.  Ein  von  den  bisher  betrachteten 
Mikrometern  ganz  verschiedenes  ist  das  Heliometer.  Dies  besteht 
in  einem  Fernrohre,  dessen  Objectiv  in  zwei  Hälften  geschnitten 
ist,  von  denen  jede  vermittelst  einer  Schraube  parallel  mit  der 
Schneidungslinie  verschoben  werden  kann.  Die  ganze  Anzahl  von 
Schraubenwindungen,  um  welche  man  die  eine  Objectivhälfte  ver- 
schoben hat,  kann  man  an  den  Scalen  ablesen,  welche  auf  den  die 
Objectivhälften  tragenden  Schiebern  angebracht  sind,  die  Theile  der 
Umdrehungen  liest  man  dagegen  an  den  getheilten  Köpfen  der 
bewegenden  Schrauben  ab.  Kennt  man  also  den  Werth  einer 
Schraubenumdrehung  in  Secunden,  so  weifs  man  immer,  um  wel- 
chen Bogen  man  die  Mittelpunkte  der  beiden  Objectivhälften  gegen 
einander  verschoben  hat.  Bilden  nun  die  Objectivhälften  einen  ein- 
zigen Ejreis,  fallen  also  deren  Mittelpunkte  zusammen,  so  wird  man 
im  Femrohre  von  einem  Gegenstande,  auf  welchen  dasselbe  gerichtet 
ist,  nur  ein  einziges  Bild  sehen  in  der  Richtung  vom  Mittelpunkte 
des  Objectivs  nach  dem  Brennpunkte.  Verschiebt  man  aber  die  eine 
ObjectivhHIfte  um  eine  Anzahl  von  Schraubenrevolutionen,  so  wird 
das  erste  Bild  von  der  unbewegten  Objectivhälfte  unverändert  ge- 
blieben sein,  dagegen  wird  man  ein  zweites  Bild  des  Objects  sehen, 
welches  durch  die  fortbewegte  Objectivhälfte  gebildet  wird  und  in 
der  Richtung  vom  Mittelpunkte  (tieser  Objectivhälfte  nach  ihrem 
Brennpunkte  liegt.  Wenn  daher  ein  zweites  Object  in  der  Richtung 
vom  Mittelpunkte  des  beweg:ten  Objectivs  nach  dem  Brennpunkte 
des  festen  stände,  so  wurden  das  Bild  des  ersteren  Gegenstandes, 
von  der  festen  Objectivhälfte  gebildet,  und  das  durch  die  bewegte 
Objectivhälfte  erzeugte  Bild  des  zweiten  Gegenstandes  einander 
decken,  und  den  Winkel,  um  welche  beide  Gegenstände  wirklich 
entfernt  sind,  würde  man  durch  die  Anzahl  von  Schraubenum- 
drehungen erhalten,  um  welche  man  die  eine  Objectivhälfte  ver- 
schoben hat.  Hierauf  beruht  der  Gebrauch  des  Heliometers  zum 
Messen  von  Distanzen. 

Um  nun  die  Sehneidungslinie  der  beiden  Objectiv«  immer  in 
die  Richtung  der  Verbindungslinie  der  beiden  zu  messenden  Objecte 
bringen  zu  können,  sind  die  die  Objectivhälften  tragenden  Schieber 
so  eingerichtet,  dafs  man  dieselben  um  die  Axe  des  Fernrohrs  be- 
wegen kann.  Wenn  daher  das  Heliometer  auch  einen  Positions- 
kreis hat,  an  welchem  man  die  verschiedenen  Lagen,  in  die  mau 
die  Schnittlinie  bringt,  ablesen  kann,  so  kann  man  mit  einem  sol- 
chen Instrumente  auch  Positionswinkel  messen.  Dazu  ist  es  aber 
erforderlich,  dafs  das  Heliometer  parallactisch  aufgestellt  ist. 

Brunnow,  sphErische  Astronomie.    4.  Aufl.  gg 
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Das  Ocular  des  Heliometers  befindet  sich  nun  ebenso  wie  das 
Objectiv  auf  einem  bew^lichen  Schieber,  dessen  Stellung  man  an 
einer  Scale  ablesen  kann.  Ebenso  kann  das  Ocular  wie  das  Ob- 
jectiv um  seine  Axe  bewegt  und  die  Lage  desselben  an  einem  klei- 
nen Positionskreise,  welcher  in  demselben  Sinne  wie  der  Positions- 
kreis des  Objectivs  getheilt  ist,  abgelesen  werden.  Diese  Einrichtung 
dient  dazu,  um  den  Brennpunkt  des  Oculars  immer  auf  das  Bild  im 
Fernrohre  zu  stellen.  Bewegt  man  nämlich  die  eine  Objectivhälfte 
aus  der  Stellung,  in  welcher  ihr  Mittelpunkt  mit  dem  der  andern 
zusammenfällt,  so  rückt  ihr  Brennpunkt  von  der  Axe  des  Rohrs 
fort  und  der  Brennpunkt  des  Oculars  fällt  daher  nicht  mehr  mit 
dem  Bilde  zusanmien.  Um  dasselbe  also  deutlich  sehen  zu  können, 
mufs  das  Ocular  ebenso  weit  von  der  Axe  entfernt  werden  können, 
als  das  Bild  davon  absteht.  Man  mufs  also  das  Ocular  senkrecht 
gegen  die  Axe  verschieben  können  und,  damit  die  Verschiebung  im 
rechten  Sinne  erfolgt,  mufs  dasselbe  auch  sammt  seinem  Schieber 
um  die  Axe  des  Fernrohrs  gedreht  werden  können. 

Die  Richtung  der  Bewegung  der  Schieber  wird  nun  nicht  genau 
durch  den  Mittelpunkt  des  Positionskreises  gehen.  Die  Angabe  des 
beweglichen*)  Schiebers,  bei  welcher  die  Entfernung  des  optischen 
Mittelpunkts  des  Objectivs  von  dem  Mittelpunkte  der  Kreisumdrehung 
ein  Minimum  ist,  soll  der  Hauptpunkt  genannt  werden.  Dasselbe 
soll  unter  dem  Hauptpunkte  des  Oculars  verstanden  werden.  Diesen 
Hauptpunkt  kann  man  immer  dadurch  bestimmen,  dafs  man  die- 
jenige Stellung  sucht,  in  welcher  bei  diametralen  Stellungen  des 
Objectivs  das  Bild  irgend  eines  Gegenstandes  im  Fernrohre  sich 
nicht  im  Sinne  der  Richtung  der  Schieber  ändert.  Hat  man  den- 
selben gefunden,  so  kann  man  den  Index  des  Schiebers  des  Ob-, 
jectivs  auf  die  Mitte  der  Scale  richten.  Ebenso  kann  man  nun  auch 
den  Hauptpunkt  des  Oculars  finden  und  es  soll  angenommen  wer- 
den, dafs  die  für  den  Hauptpunkt  geltende  Ablesung  in  allen  drei 
Scalen,  den  beiden  der  Objectivschieber  und  der  des  Ocularschiebers, 
dieselbe  und  zwar  gleich  h  ist.  Man  mufs  dann  dem  Fadenkreuze 
des  Oculars  dasselbe  Minimum  der  Entfernung  vom  Mittelpunkte 
der  Kreisdrehung  geben.  Dies  bewirkt  man  dadurch,  dafs  man 
das  Fadenkreuz  auf  einen  sehr  weit  entfernten  Gegenstand  einstellt 
und  beide  Positionskreise  um  180^  dreht.  Steht  dann  das  Bild  an 
dem  nämlichen  Orte,  so  ist  diese  Bedingung  erfüllt;    hat  sich  das 


"*)  Es  wird  nämlich  im  Folgenden  immer  angenommen,  dafs  man  nur 
den  einen  Schieber  bewegt  und  den  anderen  unverrückt  stehen  läfst. 
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Bild  indessen  gegen  das  Fadenkreuz  verschoben,  so  mufs  man  die 
Stellung  desselben  durch  die  Correctionsschrauben  berichtigen. 

Die  Scale  des  einen  Objectivschiebers  zeige  nun,  wenn  das  von 
demselben  hervorgebrachte  Bild  auf  das  Fadenkreuz  gebracht  ist, 
s  an,  die  von  dem  Indexfehler  befreite  Ablesung  am  Positionskreise 
desObjectivs  seijp,  zu  gleicher  Zeit  stehe  der  Schieber  des  Oculars 
auf  <r,  der  Positionskreis  auf  tt.  Es  sei  femer  a  die  Entfernung 
des  Hauptpunktes  vom  Mittelpunkte  des  Positionskreises  und  es 
seien  t  und  d  die  berichtigten  Ablesungen  am  Stunden-  und  Decli- 
nationskreise  des  Instruments,  die  also  denjenigen  Punkt  des  Himmels 
bezeichnen,  nach  welchem  hin  die  Axe  des  Femrohrs  gerichtet  ist. 
Man  nehme  dann  wieder  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  an. 
Die  Coordinaten  f  und  y^  sollen  in  der  Ebene  des  Fadenkreuzes 
und  ihr  Anfangspunkt  soll  in  der  Axe  liegen,  und  zwar  soll  die 
positive  Axe  der  $  nach  0^,  die  positive  Axe  der  17  nach  90®  des 
Positionskreises  gerichtet,  also,  wenn  das  Femrohr  nach  dem  Zenith 
zeigt,  nach  Osten  gerichtet  sein. 

Endlich  soll  die  positive  Axe  der  C  senkrecht  auf  der  Ebene 

des  Fadenkreuzes  stehen  und  nach  dem  Objective  zu  gerichtet  sein. 

Setzt  man  nun 

8  —  h  =  e  und_<T —  h  =  e, 

nennt  l  die  Brennweite  des  Objectivs,  in  Einheiten  der  Scale  aus- 
gedrückt, und  nimmt  a  positiv,  wenn  der  Hauptpunkt  nach  der  Seite 
der  positiven  t^  und  der  Positionswinkel  im  ersten  oder  vierten 
Quadranten  liegt,  so  sind  die  Coordinaten  des  Punktes  $: 

c  cos  p  —  a  sinp,  e  sinp  —  acosp,  l 

und  die  des  Punktes  <t: 

e  cos  n  —  a  sin  ;r,  e  sin  tt  —  a  cos  r,  0. 

Die  relativen  Coordinaten  von  s  in  Bezug  auf  <r  werden  dann 
also  sein: 

f  =  e  cosp  —  e  cos  tt  —  a  [sin  j>  —  sin  tt] 

7j  =  e  sinp  —  e  sin  TT  -♦-  a  [cos  p  —  cos  tt]         (a) 

und  wenn  man  coelestische  Objecte  beobachtet,  deren  Entfernung 
vom  Brennpunkte  des  Femrohrs  in  Vergleich  mit  e  unendlich  ist, 
so  kann  man  diese  Ausdrücke  auch  für  die  Coordinaten  des  Punk- 
tes s  in  Bezug  auf  den  Durchschnittspunkt  des  Fadenkreuzes  an- 
nehmen. 

Diese  Coordinaten  mufs  man  nun  in  solche  verwandeln,  die 
sich  auf  die  Ebene  des  Aequators  und  den  Meridian  beziehen,  und 

36* 
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wo  die  positive  Axe  der  x  in  der  Ebene  des  Aequators  nach  0^, 
die  positive  Axe  der  y  nach  90^  der  Stunden winkel,  endlich  die 
positive  Axe  der  z  parallel  mit  der  Weltaxe  nach  dem  Nordpole 
zu  gerichtet  ist. 

Dazu  denkt  man  sich  zuerst  die  Axe  der  (  des  vorigen  Systems 
in  der  Ebene  der  ^C  nach  der  Axe  der  C  zu  um  den  Winkel  90^  —  ä 
gedreht;  dann  werden  die  neuen  Coordinaten  schon  in  der  Ebene 
des  Aequators  liegen  und  man  wird  haben: 

f '  =  ^sin<J4-  Ccos<J 

C'  =  Csinrf— f  cos<y. 

Soll  nun  noch  das  Femrohr  nach  dem  Stundenwinkel  t  ge- 
richtet sein,  so  hat  man  die  Axe  der  ?  in  der  Ebene  der  $'  iy'  um 
den  Winkel  270^  -h  t  vorwärts  zu  drehen,  um  dieselbe  in  die  positive 
Axe  der  y  zu  verwandeln  und  hat  dann  die  Gleichungen: 

rc  =  f '  cos  *  4-  iy '  sin  * 
y  =  f '  sin  *  —  yj'  cost 

=  c  . 

Durch  Elimination  von  f ',  r/  und  C'  aus  diesen  Gleichungen 
erhält  man: 

rc  =  C  cos  (J  cos  ^  +  f  sin  rJ  cos  ^  -f- 19  sin  *  V 

y  =  C  cos  <J  sin  *  -h  ^  sin  ^  sin  ^  —  t^  cos  t 
jS  =  Csin  rJ  —  ^ cos  ^, 

oder,  wenn  man  die  Werthe  von  f,  ly,  C  aus  den  Gleichungen  (a) 
substituirt: 

a5  =  2  cos  (J  cos  <  4-  \e  cosp  —  e  cos  n]  sin  rJ  cos  <  -f-  [e  sinj)  —  e  sin  w]  sin  * 

—  a  [sin  2)  —    sin  tt]  sin  <J  cos  ^  4-  a  [cosi?  —    cos  tt]  sin  t 
y  =  i  cos  <J  sin  ^  +  [c  cos^?  —  e  cos  tt]  sin  <J  sin  ^  —  \e  sin  j>  —  e  sin  w]  cos  t 

—  a  [sin  j9  —    sin  it]  sin  <J  sin  ^  —  a  [cosp  —  cos  ri]  cos  t 
JE!  =  Z  sin  ^          —  [e  cos^j  —  e  cos  tt]  cos  <^        -\-a  [sin  j>  —    sin  w]  cos  d. 

Hieraus  erhält  man  das  Quadrat  der  Entfernung  r  des  Punk- 
tes s  vom  Anfangspunkte  der  Coordinaten: 
f 3  =  ^2  _|_  [-g  co8i>  — -  e  cos  ;r]^  +  \e  ^mp  —  e  sin  tt]*  +  4a^  sin  ^^  (p  —  w)'. 

Die  Linie  vom  Anfangspunkte  der  Coordinaten  nach  dem  Punkte  s 
macht  dann  mit  den  drei  Coordinatenaxen  Winkel,  welche  durch  die 
Gleichungen  gegeben  sind: 

a?  _       t/  z 

cos  a  =  — ,    cos  /j  =  -^-  und  cos  y  =  —  . 

Bezeichnet  man  aber  mit  d^  und  t^  die  Declination  und  den 
Stunden  Winkel    des  beobachteten  Sterns  oder  desjenigen  Punktes, 
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in   welchem   die  Linie  vom  Fadenkreuze  nach  dem  Punkte  s  die 
scheinbare  Himmelskugel  trifft,  so  ist  auch: 

cos«  =  cos  <J' cos^',     cosy9  =  cos  <J' sin^',     cos;'  =  sin^'. 

Setzt  man  also 

y  =  D,  Y  =  ^  und  Y  =  ^> 

so  erhält  man,  wenn  man  auch  der  Kürze  wegen 

1  -f-  [D cos  p  —  A  cos  w]^  -^[Dsinp  —  A  sin  tt]^  -f-  4d^  sin  i(p  —  n)^  =  Ä 

setzt: 

-,        .,       cos  <Jcos*4- [Dcosp  —  A  cos  tt]  sin  <J  cos  < 
cos  o  cos  r  = 7=: 

'  [Dsinp  —  Asm)r]8mt 

■^ ri 

d  [sin  j?  —  sin  tt]  sin  <?  cos  ^  —  d  [cos  p  —  cos  tt]  8in< 

. ,   .    ^ ,       cos  ^  sin  ^  +  [D  cos  ü  —  A  cos  tt]  sin  d  sin  t 
cos  a'  sm  r  = ^= 

Yä 

[D  sin  j?  —  A  sin  ;r]  cos  f 

Yl  (&) 

d  [sin  jp  —  sin  tt]  sin  <?  sin  ^  4-  (^  [cos  j?  —  cos  ff]  cos^ 

VI 

.     - ,      sin  ^  —  [D  cos  ü  —  A  cos  tt]  cos  d 

sm  (T'  = ^-T= 

VA 

d  [sin  j>  —  sin  tt]  cos  d 

Vi        ■ 

Man  beobachtet  nun  immer  zwei  Objecte  mit  dem  Heliometer. 
Es  sei  also  zugleich  mit  dem  Bilde  des  ersteren  Sterns  ein  lild 
eines  andern  Sterns,  welches  durch  die  zweite  Objectivhälfte  her- 
vorgebracht ist,  auf  dem  Fadenkreuz,  so  wird  man  drei  ähnliche 
Gleichungen  haben,  in  denen 

<J,  t,  A,  TT,  d  und  p 
dieselben  Werthe  haben,  aber  D,  <?'  und  if  in  andere  Gröfsen  über- 
gehen, welche  für  diesen  Stern  gelten  und  durch  D',  d"  und  ff*  be- 
zeichnet werden  mögen.  Dann  hat  man  sechs  Gleichungen,  welche 
indessen  eigentlich,  wenn  man  die  Winkel  durch  die  Tangenten 
sucht,  nur  vieren  entsprechen  und  in  denen  auf  der  rechten  Seite 
Alles  durch  die  Ablesungen  an  dem  Instrumente  gegeben  ist,  näm- 
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lieh  d  und  t  durch  die  Ablesungen  an  dem  Declinations-  und  Stun- 
denkreise, D  und  A  durch  die  Ablesungen  an  den  Schiebern  des 
Objectivs  und  Oculars,  p  und  n  durch  die  beiden  Positionskreise. 
Man  wird  also  aus  diesen  Gleichungen  cJ',  if  und  <^',  /"  finden 
können.  Das  Instrument  giebt  freilich  die  Gröfsen  d^  t^  A  und  ^ 
nicht  mit  derselben  Genauigkeit  wie  die  übrigen  Gröfsen;  da  aber 
die  beiden  beobachteten  Sterne  immer  sehr  nahe  stehen,  also  Fehler 
in  diesen  Gröfsen  denselben  Einflufs  auf  beide  Sterne  haben,  so 
wird  man  die  Differenzen  <J"  —  d'  und  ^"  —  f  immer  mit  aller 
Schärfe  finden  können. 

Stehen  die  beobachteten  Sterne  dem  Pole  nahe,  so  mufs  man 
^",  d\  ^"  und  (  nach  den  strengen  Formeln  (h)  berechnen.  In  der 
Regel  wird  man  aber  mit  Näherungsformeln  ausreichen,  welche  un- 
mittelbar <J"  —  df  und  a"  —  a  geben.  Zuerst  wird  es  nun  erlaubt 
sein,  d  gleich  Null  zu  setzen.  Löst  man  dann  in  der  Gleichung 
für  sin  d^  den  Nenner  in  eine  unendliche  Reihe  auf,  so  erhält  man, 
wenn  man  nur  die  ersten  Glieder  mitninmit: 

sin  d  —  sin  <J'  =^  [D  cos  j>  —  A  cos  tt]  cos  <J  4-  -J  \I)  cosjp  —  A  cos  tt]'  sin  d 

-\-\\I) sinj?  —  A sin  n^ sin  <?, 

oder  nach  Formel  (20)  der  Einleitung,  wenn  man  nur  die  Quadrate 
der  in  Klammern  stehenden  Gröfsen  beibehält: 

^'  —  «y  =  —  [D  cos  2?  —  A  cos  tt]  —  ^  [D  sin jp  —  A  sin  tt]*  tang  d. 

Für  den  andern  Stern  hat  man  ebenso: 

<y"  —  <J  =  —  [D'  cos2>  —  A  cos  tt]  —  ^  [jy  sin  p  —  A  sin  ;r]'  tang  ^, 

also  wird 

<? "—  ^ '  =  [B—B']  cosi)  -h  i  tang  d  [(D+D')  sin^?  —  2  A  sin  tt]  [D— D']  sinj?,  (c) 

eine  Gleichung,  durch  welche  man  den  Declinationsunterschied  der 
beiden  Sterne  durch  die  an  dem  Instrumente  gemachten  Ablesungen 
findet. 

um  nun  auch  den  Rectascensionsunterschied  zu  erhalten,  mul- 
tiplicire  man  die  erste  der  Gleichungen  (&)  mit  sin^,  die  zweite 
mit  —  cos  t  und  addire  beide,  so  wird 

.,   .    ,.      .,v B  sinp  —  A sin  ?r 

cos  d'  sin  {Ji—v)=  == ' 

VI  -h  \B  cosi>  —  A  cos  ;r]  *  4-  \B  sin  j>  —  A  sin  tt]* 

Aehnlich  erhält  man: 

.„    .    u     vf^  D'sinp  — AsinTf 

cos  ü    sin(* — f  )  =  • 

Vi  4-  [B  cosi?  —  A  cos  ny  4-  [!>'  sinp — A  sinw]' 
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Vernachläfsigt  man  die  Quadrate  von  D,  D'  und  A,  und  führt 
die  Rectascensionen.  statt  der  Stundenwinkel  ein,  so  gehen  diese 
Gleichungen  in  die  folgenden  über: 

cos  d*  (a!  —  a)  =  D  sinp  —  A  sin  ^ 
cos  d"  (a"  —  a)  =  ly  sinp  —  A  sin  w , 

und  wenn  man  hierin  statt  d'  und  d"  setzt: 

und  den  Sinus  des  kleinen  Winkels  ^  —  <?"  mit  dem  Bogen  ver- 
tauscht, dagegen  den  Cosinus  gleich  Eins  setzt,  so  erhält  man 

(a'  —  a)  cos  i  (d'  +  d")  =  [D  &mp  —  A  sin  ;r]  [1  —  i  lang  ^  (<?"  —  d')] 
(a"  -  a)  cos  i  (d'  4-  d")  =  [D'  sinp  —  A  sin  tt]  [1  +  i  tang  cJ  (^"  —  d')l 

also 

(a"~  a')  cosi(^'4-^")  =  (D'— D)  sinp+itang  ^[<J"-<J']  [D'  +  D]8iiip 

—  tang  (JA  sin;:  [<?"  —  (?'], 

oder,  wenn  man  für  d"  —  ,j'  den  vorher  gefundenen  Werth 

(D  — DOcosi) 
schreibt: 

(«"  -  «')  cos  -J  (^'  +  (J")  =  (D'  -  D)  sinp 

—  -J  tang  <J  [(!>'  +  I>)  sini)  —  2  A  sin  tt]  [D'  —  D]  cos  i).  (d) 

Setzt  man  nun 

u=  -  i  tang  ^  [(D'  +  D)  sin^)  —  2  A  sin  tt],  (^) 

so  kann  man  auch  in  den  Gleichungen  (c)  und  (d)  statt  dieser 
kleinen  Gröfse  u  den  Sinus  schreiben,  während  man  in  den  ersten 
Gliedern  der  Gleichungen  den  Factor  cos  u  hinzufügt  und  erhält 
dann: 

r'  -  ^'  =  -  (D'  -  D)  cos  (p-hu) 

a"  -  a'  =  4-  (D'  -  D)  sin  (p-hu)  sec  i  (^'  +  d").         ^^ 

Bisher  ist  vorausgesetzt  worden,  dafs  die  Distanz  blos  einfach 
gemessen  ist  und  es  ist  dann  die  Ablesung  s  eigentlich  diejenige, 
für  welche  die  Bilder  der  beiden  Objectivhälften  zusammenfallen. 
Hat  man  aber  zwei  Objecto  a  und  2»,  so  erhält  man,  wenn  man 
die  Objectivhälften  auseinander  schraubt,  zwei  neue  Bilder  a'  und  h\ 
und  kann  dann  das  Bild  a  mit  dem  Bilde  V  zur  Deckung  bringen. 
Schraubt  man  nun  die  Objectivhälften  wieder  zurück  und  über  den 
Punkt  hinaus,  wo  die  Mittelpunkte  zusammenfallen,  so  kann  man 
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auch  das  Bild  h  mit  dem  Bilde  a'  zur  Deckung  bringen  und  wird 
dann  aus  den  Ablesungen  in  beiden  Stellungen  die  doppelte  Distanz 
erhalten. 

Hat  man  also  die  Beobachtungen  auf  diese  Weise  angestellt, 
so  mufs  man  ^  (D'  —  D  statt  D'  —  D  in  die  obigen  Formeln 
setzen.  Statt  des  Winkels  p  ~hu  giebt  jede  der  Messungen  j?'  -H  u' 
und  p"  H-  u'\  es  wird  also 

i)    — 2— ,  i>-i-i>  =  — ^^ — '^--r" 

und 

tt  =  —  ^  tang  <^    ( = I  sin  p  —  2  <  — ^ —  j  sm  tt 

S"  -  d'  =  —  i —  cos  (p  +  m) 

a"  -  a'  =  H-  J  "^  7^  sin  (j)  +  w)  sec  i  (^'  +  ^"). 

Will  man  <J"  —  <J'  und  «"  —  a'  gleich  in  Secunden  und  u  in 

2)' 7) 

Minuten  erhalten,  so  mufs  man —  mit  206265  und  den  Aus- 

2 

206265 
druck  für  u  mit  — — —  multipliciren.    Man  kann  nun  aber  immer 

60  ^ 

bewirken,  dafs  das  von  p  —  n  abhängige  Glied  zu  vernachlässigen 

ist,  weil 

u  =  0,    wenn  tr  =  — - —  und  tt  =  p 

ist.  Man  wird  dies  also  durch  die  Stellung  des  Oculars  inmier 
wenigstens  nahe  einzurichten  suchen,  zumal  da  dann  auch  die  Bilder 
im  Femrohre  am  Deutlichsten  erscheinen. 

Bisher  war  nun  angenommen  worden,  dafs  der  Ort  des  Ge- 
sichtsfeldes, wo  man  die  Sterne  zur  Coincidenz  bringt,  der  Durch- 
schnittspunkt des  Fadenkreuzes  ist.  Wenn  die  Sterne  aber  nicht 
gar  zu  nahe  beim  Pole  stehen,  so  genügt  es  vollkommen,  wenn 
man  die  Coincidenz  nach  dem  Augenmaafse  in  der  Mitte  des 
Feldes  beobachtet. 

42.  Hat  das  eine  Gestirn  eine  eigene  Bewegung  in  Rectascen- 
sion  und  Declination,  so  mufs  man  hierauf  natürlich  bei  der  Reduction 
der  Beobachtungen  Rücksicht  nehmen.  Berechnete  man  aus  jeder 
einzelnen  Distanz,  in  Verbindung  mit  dem  Positionswinkel,  den 
Rectascensions-  und  Declinationsunterschied,  so  brauchte  man  nur 
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das  Mittel  aus  allen  Bestimmungen  für  das  Mittel  der  Beobachtungs- 
zeiten gelten  zu  lassen,  da  man  die  Bewegung  in  Rectascension 
und  Declination  inmier  als  der  Zeit  proportional  betrachten  kann. 
Der  Kürze  wegen  wird  man  es  aber  meist  vorziehen,  den  Rectascen- 
sions-  und  Declinationsunterschied  blos  aus  dem  Mittel  der  gemes- 
senen Distanzen  und  Positionswinkel  zu  berechnen.  Da  diese  sich 
aber  nicht  immer  der  Zeit  proportional  ändern  werden,  so  kann 
man  das  Mittel  aus  den  beobachteten  Distanzen  und  Positions- 
winkeln nicht  unmittelbar  für  das  Mittel  der  Zeiten  gelten  lassen, 
sondern  mufs  erst  eine  Correction  an  dasselbe  anbringen,  ähnlich 
wie  bei  der  Reduction  gemessener  Zenithdistanzen  auf  das  Mittel 
der  Zeiten  in  No.  5  des  fünften  Abschnitts. 

Es  seien  ^,  ^,  (\  etc.  die  einzelnen  Beobachtungszeiten,  T  das 

Mittel  aus  allen,  und  es  sei 

I 

t  —  T=  T,t'  —  T  -  r,  i"  —  T=  t",  etc. 

Femer  seien  'p^  p\  p",  etc.  die  den  einzelnen  Zeiten  entsprechenden 
Positionswinkel,  P  der  zur  Zeit  T  gehörige,  ^a  und  A^  die  Bewe- 
gungen in  Rectascension  und  Declination  in  einer  Zeitsecunde,  wo 
also  T,  t',  etc.  ebenfalls  in  Zeitsecunden  ausgedrückt  sein  müssen. 
Dann  ist: 

Solcher  Gleichungen  wird  man  nun  so  viele  haben,  als  Posi- 
tionswinkel gemessen  sind,  und  aus  dem  Mittel  aller  erhält  man, 
wenn  n  die  Anzahl  der  Beobachtungen  ist: 

p_P+p'  -^p"  +  — 

n 


wo  man  für 


auch 


n  n 

nehmen  kann,    wenn  man  sich  der  schon  öfter  erwähnten  Tafeln 
bedienen  will. 

Ebenso  erhält  man  für  die  zu  dem  arithmetischen  Mittel  der 
Zeiten  gehörige  Distanz  i>,  wenn  c?,  d\  d'\  etc.  die  einzelnen  ge- 
messenen Distanzen  sind: 


D  = 
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i  -f-  d'  -f-  d"  + 


\  "  da'  dadcJ  '  a<J*  |    n 

Man  hat  nun  noch  die  einzelnen  DifFerentialquotienten  zu 
finden. 

Die  Differentialformeln  geben  aber  für  das  Dreieck,  in  dem  die 
Seiten  A,  90  —  d  und  90  —  <j'  und  die  gegenüberstehenden  "Winkel 
a — a',  y  und  1800  _  ^^  sind: 

dA  =  cosj>d<J+ cos  «Jsin^xla 
A<?1>'  =  —  sinj?<l<J4-co8  eJcospda 

und  man  erhält  daher: 


dP     coseJcosP     dP          sinP     dD             .  .    t> 

j    — T^ ?    -T^— —    Tk    »    ^     —  costfsinP, 

da            D             dd            D    ^    da 

dD            _ 

-Tx  —  COS  P 

d^P          2  cos  <J3  sin  P  cos  P     d^  P     2smPcosP 

da«""  D»  '   d^«  D» 

d»P  _2cos^sinP^       cos  <? 
dad«J""  D«  D^ 

d^D^costy^cosP»      d»2)     sinP»       d^D   ^       cos  (^sinPcosP 
da»"*  D  '    d^8"-    2)     '    da.dd"  B 

Daraus  findet  man  dann,  wenn  man  zugleich  setzt: 

Aöcos  {J  =  csin;' 
A<J  =  ccos7', 

T>_.P+P'  +  y"+  ..,       sin  (P  —  ;.)  cos  (P— ;-)    ,  Jr^ 
n  B^  ^     n 

^_d4-d^  +  d'^  +  ...        ,  sin(P-;^)g    ,  Jr» 
n  *  D  ^     n    ' 

oder,  wenn  Jf  den  Modulus  der  Briggischen  Logarithmen  bedeutet: 

.      ^       ,      d4-d'-4-d"4-  ...        .M^miP-yy    .  Sr^ 
logD  =  iog i ^_ZZ.e»_. 

Um    das    zweite  Glied    von  P  in  Bogenminuten,    das    zweite  | 

Glied  von  log  D  in  Einheiten    der   fanften  Decimale  zu  erhalten,  ^ 

mufs  man,  wenn  12  den  Werth  eines  Scalentheils  in  Secunden  be- 
deutet, D  in  Scalentheilen  ausgedruckt  ist  und  Aa  und  A^  jetzt  die 
Aenderungen  der  Rectascension  und  Declination  in  24  Stunden  in 
Bogenminuten  bezeichnen,  das  erste  Glied  multipliciren  mit 

60      206265 


864002      2J3 


I 
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und  das  andere  mit 


100000  .  60» 
86400» .  jB»  * 


Hat  man  aber  die  Tafeln  für  2  sin  ^t^  benutzt,    sodafs    man 
genommen  hat: 


und 

so  mufs  man  die  zweiten  Glieder   beider  fileichungen    multiplici- 
ren  mit 

60 . 206265» 
86400» . 15» . E» 
und 

100000 .  60» .  206265 
86400» .  B» .  15»    " 

43.  Es  ist  nun  noch  zu  zeigen ,  auf  welche  Weise  man  den 
Nullpunkt  des  Positionskreises  und  die  Gröfse  eines  Scalentheils 
bestimmen  kann. 

Der  Nullpunkt  des  Positionskreises  soll  da  stehen,  wo  die  Rich- 
tung der  Schieber  genau  der  Drehung  des  Femrohrs  um  die  Decli- 
nationsaxe  entspricht.  Hat  man  nun  die  beiden  Objectivhälften 
bedeutend  von  einander  entfernt,  so  drehe  man  die  Schieber  so, 
dafs  die  Nonien  des  Positionskreises  auf  0^  zeigen  und  bringe  das 
eine  Bild  eines  Objects  in  den  Durchschnittspunkt  des  Faden- 
kreuzes*). Kann  man  dann  durch  alleinige  Drehung  des  Fern- 
rohrs um  die  Declinationsaxe  auch  das  andere  Bild  genau  in  die 
Mitte  des  Fadenkreuzes  bringen,  so  sind  die  Schieber  dieser  Drehung 
des  Femrohrs  parallel,  also  ist  dann  d6r  GoUimationsfehler  des 
Positionskreises  gleich  Null.  Ist  dies  aber  nicht  der  Fall,  so  mufs 
man  das  Objectiv  ein  wenig  drehen,  bis  die  Bedingung,  durch  blofse 
Drehung  des  Fernrohrs  um  die  Declinationsaxe  beide  Bilder  durch 
die  Mitte  des  Fadenkreuzes  zu  führen,  erfüllt  ist.  Die  Zahl,  auf 
welche  dann  der  Nonius  des  Positionskreises  zeigt,  ist  der  wahre 


*)  Für  diesen  Zweck  ist  es  gut,  wenn  man  ein  Fadenkreuz  hat,  welches 
aus  doppelten,  etwas  von  einander  entfernten,  parallelen  Fäden  besteht,  so- 
dafs die  Mitte  des  Feldes  durch  ein  kleines  Quadrat  angegeben  wird. 
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Kulipunkt  und  der  Unterschied  von  dem  mit  Null  bezeichneten 
Punkte  der  Tbeilung  der  Collimationsfehler  des  Kreises. 

Dies  setzt  nun  voraus,  dafs  die  Schieber  sich  geradlinig  be- 
wegen. Wäre  dies  aber  nicht  der  Fall,  so  würde  man  bei  ver- 
schiedenen Abständen  der  zwei  Bilder  von  einander  und  bei  verschie- 
denen Stellungen  der  Schieber  an  ihren  Scalen  auch  verschiedene 
Collimationsfehler  finden. 

Dreht  man  das  Fadenkreuz  des  Fernrohrs  so  um  die  Axe  des- 
selben, dafs  ein  dem  Aequator  naher  Stern  den  einen  Faden  bei 
seinem  Durchgange  durch  das  Feld  nicht  verläfst,  so  ist  derselbe 
dem  Aequator  parallel.  Bewegt  man  dann  die  Schieber  der 
Objective  weit  aus  der  Stellung,  wo  die  Mittelpunkte  der  beiden 
Objectivhälften  zusammenfallen,  und  dreht  zugleich  das  Objectiv 
um  die  Axe  des  Femrohrs  so  lange,  bis  beide  Bilder  bei  dem 
Durchgange  durch  das  Feld  auf  dem  Faden  hingehen,  so  mufs  der 
Positionskreis  90®  oder  270®  zeigen.  Liest  man  aber  90®  —  c  oder 
270®  —  c  in  dieser  Stellung  ab,  so  ist  c  der  Collimationsfehler  des 
Kreises,  welchen  man  zu  allen  Ablesungen  an  demselben  zu 
addiren  hat. 

Die  Gröfse  eines  Scalentheils  des  Objectivschiebers  findet  man 
durch  die  Messung  eines  Gegenstandes  von  bekanntem  Durchmesser, 
etwa  der  Sonne  oder  des  Abstandes  zweier  genau  bestimmter  Sterne, 
wozu  sich  namentlich  die  Plejadensterne  eignen,  deren  Entfernungen 
von  Bessel  mit  sehr  grofser  Schärfe  gemessen  sind.  Man  kann  sich 
aber  auch  hier  wieder  der  von  Gaufs  vorgeschlagenen,  schon  früher 
erwähnten  Methode  bedienen.  Da  nämlich  die  Axen  der  beiden 
Objectivhälften,  wenn  sie  auch  um  eine  grofse  Anzahl  Scalentheile 
von  einander  abstehen,  doch  parallel  sind,  so  sieht  man,  wenn  man 
ein  für  unendlich  entfernte  Gegenstände  eingestelltes  Femrohr  auf 
das  Objectiv  eines  Heliometers  richtet,  das  doppelte  Bild,  welches 
ein  im  Brennpunkte  der  einen  Objectiyhälfte  ausgespannter  Faden 
giebt.  Stellt  man  also  die  eine  Objectivhälfte  in  die  Mitte  der  Scale, 
die  andere  Hälfte  aber  um  eine  grofse  Anzahl  von  Scalentheilen 
davon  entfernt,  und  läfst  dann  das  Fadenkreuz  durch  das  gegen  den 
hellen  Himmel  gerichtete  Ocular  erleuchten,  so  kann  man  mit  einem 
zweiten  Fernrohre,  welches  mit  einem  Winkel  messenden  Instrumente 
verbunden  ist,  den  scheinbaren  Abstand  jener  zwei  Bilder  messen. 
Indem  man  nun  mit  diesem  Winkelabstande  die  Zahl  der  Scalen- 
theile vergleicht,  um  welche  man  das  eine  Objectiv  aus  der  Stellung, 
in  welcher  die  Mittelpunkte  zusammenfielen,  fortgerückt  hat,  so  er- 
hält man  die  Gröfse  eines  Scalentheiles.    Hat  die  eine  Objectivhälfte 
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keine  Mikrometertheilung,  so  muTs  man  die  Beobachtung  zwei  Male 
bei  verschiedenen  Stellungen  der  mit  einem  eingetheilten  Schrauben- 
kopfe versehenen  Objectivhälfte  anstellen. 

Es  sei  für  die  erste  Messung  S  die  Ablesung  an  dem  Schieber 
mit  der  Mikrometerschraube,  äo  die  am  zweiten  Objectivschieber, 
s  die  am  Ocularschieber,  so  hat  man,  wenn  b  und  c  die  Winkel 
sind,  welche  die  von  den  Punkten  So  und  S  nach  dem  Brennpunkte 
gezogenen  Geraden  mit  der  Axe  des  Femrohrs  machen: 

(ä  —  &))  B  =  206265"  tang  b 
(ßf— 5)22  =  206265"  tangc, 

wo  B  die  Gröfse  eines  Scalentheils  bezeichnet.  Femer  sei  der  ge- 
messene Winkel   zwischen   den   beiden  Bildern    des  Fadenkreuzes 

gleich  a,  so  ist 

a  =  b-\-c. 

Eliminirt  man  nun  mit  Hülfe  dieser  Gleichung  die  Winkel 
b  und  c  aus  den  obigen  beiden,  so  erhält  man  die  quadratische 
Gleichung: 

(*-5o)(S-5)tanga2^g2gp4-(Ä-Ä))  25^265  =  *^^^' 
deren  Auflösung  giebt: 


206265  2  (ä  —  /So)  (fif  -  s)  tang  a 

Ist  nun  blos  eine  Objectivhälfte  mit  einem  eingetheilten  Schrau- 
benkopfe versehen,  so  mufs  man  eine  zweite  Beobachtung  machen. 
Bei  dieser  sei  S'  der  Stand  des  Schiebers  mit  getheiltem  Schrauben- 
kopfe, s'  der  des  Ocularschiebers,  der  gemessene  Winkel  a';  dann 
erhält  man  für  B  eine  ähnliche  Gleichung,  in  welcher  /S^,  $'  und  a'  an 
der  Stelle  von  S,  s  und  a  stehen.  Man  kann  nun  aber  die  Messung 
stets  so  einrichten,  dafs 

5'  — iSb  =  /Sb  —  iSf  und  «  —  &  =  &  —  «' 

ist,  und  wird  dann  statt  der  eben  gefnndenen  Gleichung  für  JB  die 
folgende  schreiben  können: 


206265  4(«  — iSo)(/Sf  — «)tangi(a+a') 

Haben  s  —  8q  und  S  —  s  gleiche  Zeichen,  so  wird  man,  wenn 
man  setzt: 

tang  i  (a  H-  a')  ^^-z ^-r-r^ r 

tang  a  -  4  —  ßf\_  ß       Y{8  —  So)  {S  —  s), 
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für  R  erhalten: 

B  ==  206265  ^'''  ^  "  ^^ 


=  206265 


tanga  Y  (s  —  So)  (S -- s) 


Y(8-^8o){8-8y 

Haben  aber  s  —  So  und  S  --  $  verschiedene  Zeichen ,    so  wird 
man,  wenn  man  setzt: 

far  B  erhalten: 

1  —  cos  /5 


B  =  206265 


=  206265 


8mßY(ß  —  So){S-'8) 
tangi^ 


Y{8-So)iS-8y 

Ist  5  =3  /S  und  s*  =  /S',   so  erhält  man  statt  der  quadratischen 
Gleichungen  für  B  in  beiden  Beobachtungen  die  folgenden: 


also: 


S  =  206265  2tangi(«  +  a')^ 

o  —  o 


oder  auch  die  Näherungsformel: 


B 


S-S 


t  • 


Diese  Vorschriften  sind  natürlich  auch  anwendbar,  wenn  man 
den  Werth  eines  Scalentheils  durch  die  Beobachtung  des  Sonnen- 
durchmessers oder  des  Abstandes  zweier  Fixsterne  bestimmt.  Dann 
wird  a  und  a'  gleich  dem  Durchmesser  der  Sonne,  oder  gleich  der 
Entfernung  der  beiden  Fixsterne. 

Hat  das  Heliometer  ein  Fadenkreuz,  so  kann  man  auch  den 
einen  Faden  der  täglichen  Bewegung  parallel  stellen  und,  nachdem 
man  die  eine  Objectivhälfte  bewegt  und  den  Positionskreis  so 
gestellt  hat,  dafs  die  beiden  Bilder  eines  Sterns  auf  dem  Faden 
laufen,  die  Durchgänge  derselben  durch  den  verticalen  Faden  beob- 
achten, und  daraus  den  Werth  eines  Scalentheils  finden. 
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Der  Werth  einer  SchraubeDumdrehung  ändert  sich  auch  hier 
mit  der  Temperatur  und  ist  daher  von  der  Form: 

Daher  gehören  die  für  jB  gefundenen  Werthe  zu  den  bestimm- 
ten Temperaturen,  bei  denen  dieselben  beobachtet  sind,  und  die 
Werthe  von  a  und  h  müssen  aus  den  bei  verschiedenen  Tempera- 
turen gefundenen  Werthen  bestimmt  werden. 

Anm.    Die  Theorie  des  Heliometers  findet  man  in: 

Hansen,  Methode  mit  dem  Fraunhofer*schen  Heliometer  Beobachtungen 
anzustellen, 
und  am  YoUständigsten  in: 

Bessel,  Theorie  eines  mit  einem  Heliometer  versehenen  Aequatoreals 
im  ersten  Bande  der  astronomischen  Untersuchungen  und  im  15ten 
Bande  der  Königsberger  Beobachtungen. 


Vin.    Verbesserung  der  Mikrometerbeobachtungen 

wegen  der  Refraction. 

44.  Die  Beobachtungen  an  den  verschiedenen  Mikrometern 
geben  immer  den  scheinbaren  Rectascensions-  und  Declinations- 
unterschied  der  Sterne,  theils  unmittelbar,  theils  lassen  sie  denselben 
durch  Rechnung  finden.  Wäre  nun  die  Wirkung  der  Refraction  auf 
beide  Sterne  dieselbe,  so  würde  dieser  beobachtete  Unterschied  der 
scheinbaren  Oerter  auch  unmittelbar  der  Unterschied  der  wahren 
Oerter  sein.  Wegen  der  ungleichförmigen  Wirkung  der  Refraction 
auf  Gestirne  in  verschiedenen  Höhen  bedürfen  aber  die  Mikrometer- 
beobachtungen noch  einer  Verbesserung.  Nur  in  dem  Falle,  wo 
die  beiden  Sterne  auf  demselben  Parallele  stehen,  wo  also  die 
Beobachtungen  an  demselben  Punkte  des  Mikrometers  geschehen, 
für  welchen-  die  Höhe,  also  auch  die  Strahlenbrechung  dieselbe 
bleibt,  wird  diese  Correction  gleich  Null  sein*). 

Die  gewöhnlichen  Refractionstafeln  z.  B.  in  den  Tabulis  Regio- 
montanis  geben  die  Refraction  für  den  Normalzustand  der  Atmosphäre 
(d.  h.  für  einen  bestimmten  Barometer-  und  Thermometerstand)  unter 

der  Form: 

a  tang  £1, 


*)  Diese  Bemerkung  gilt  natürlich  nicht  für  Mikrometer,  mit  denen  Po- 
sitionswinkel  und  Distanzen  gemessen  werden. 
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wo  z  die  scheinbare  Zenithdistanz  bedeutet,  a  dagegen  ein  mit  der 
Zenithdistanz  veränderlicher  Factor  ist,  der  für 

t  =  45«  gleich  57".  682 
ist  und  für  wachsende  Zenithdistanzen  abnimmt,  sodafs  er  z.  B.  für 

«  =  85«  nur  gleich  51".  310 

ist.  Da  nun  aber  in  dem  hier  vorliegenden  Falle  statt  der  schein- 
baren Zenithdistanz  die  wahre  gegeben  ist,  so  ist  es  bequemer,  die 
Refraction  von  der  wahren  Zenithdistanz  abhängig  zu  machen,  so* 
dafs,  wenn  man  letztere  mit  C  bezeichnet: 

C—z-hß  taug  C. 
Eine  Tafel,  die  die  Werthe  von  ß  für  alle  Zenithdistanzen  von  0® 
bis  85 0  giebt,  ist  von  Bessel  im  ersten  Bande  seiner  Untersuchungen 
veröffentlicht. 

Es  seien  nun  z  und  z'  die  scheinbaren  Zenithdistanzen  der 
beiden  Sterne  im  Augenblicke  der  Beobachtung,  dann  hat  man  in 
dem  Dreiecke  zwischen  dem  Zenith  und  den  scheinbaren  Oertem 
beider  Sterne,  wenn  man  die  den  Seiten  z  und  z'  gegenüberliegen- 
den Winkel  mit  g'  und  180^ — g^  die  scheinbare  Entfernung  mit 
D  und  den  Unterschied  der  Azimute  mit  a  bezeichnet,  die  folgenden 
^äherungsformeln : 

D  sin  i  (^'  +  flf)  =  a  sin  ^  (e'  -h  z)     ' 
B  cos  i  (fif'  4-  flf)  =  /  —  X?, 

oder  wenn  man  zur  Abkürzung  \{g^  -^  g)  mit  g^   und  ^  {z^  -\-  z) 
mit  Zq  bezeichnet: 

D  sin  go  =  a  sin  Zq 

D  cos  go=  ^  —  ^» 

Wenn  nun  A,  /  und  C  dieselbe  Bedeutung  für  wahre  Gröfsen 
haben,  wie  D,  g  und  z  für  scheinbare,  so  erhält  man  ebenso  aus 
dem  Dreiecke,  welches  durch  die  wahren  Oerter  und  das  Zenith 
gebildet  wird: 

A  sin  Yq=0'  sin  Co 
Acos;'o  =  C'  — C 

und  man  hat  daher  die  folgenden  Gleichungen  zwischen  den  wahren 
und  scheinbaren  Gröfsen: 

Asinro=^sin^Og4^  =  (l+/^)^sm^o 

AcOST'o  =X>C08^o  — =  ;;^.  jDcOSflfo» 

z   —  z      aZ 

Entwickelt   man   hieraus  die  Gleichungen  für  AsinCp'o — ^o) 
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und  A  cos  (7t)  —  go)  Tiod  setzt  dann  yo  —  go  statt  sin  (^  —  ^0)  und 
1  statt  cos  (;io  —  9o)y  so  erhält  man: 


^0  =  ^0  —  "5^^^ ^0  -l|sm^ocos^o 

A  =  D  +  D.[/?o+(^^-/?o-l)cos^o']- 


(1) 


Diese  Formeln  geben  also  die  Verbesserungen,  die  man  an  die 
scheinbare  Entfernung  zweier  Sterne  und  an  den  Winkel  go,  wel- 
chen der  beide  Sterne  verbindende  gröfste  Kreis  mit  dem  Vertical- 
kreise  macht,  anzubringen  hat,  um  die  wahren,  von  Refraction  be- 
freiten Werthe  zu  erhalten. 

Aus  der  Gleichung  C  =  2? -4- y?  tang  C  folgt  nun: 

dB_  ß         dß 

=  1  -  sec  C^  I  /J  4-  i  ^sin  2  cl 
Setzt  man  also: 

wo,    wenn  ß  in  Secunden  ausgedrückt  ist,    das   zweite  Glied  mit 
206265  zu  multipliciren  ist,  so  hat  man: 

|^_,_^=^^ — ß 

dz  '^       1  —  a 


und  wenn  man  setzt: 

a 


1— a 


— /?  =  Ä  tang  C«, 


so  kann  man  die  Gröfse  k  leicht  berechnen  und  in  Tafeln  bringen. 
Eine  solche  Tafel  ist  ebenfalls  von  Bessel  im  ersten  Bande  seiner 
Untersuchungen  gegeben. 

Führt  man  die  Gröfse  k  in  die  Gleichungen  (1)  ein,  so  er- 
hält man: 

ro=9o—^  tang  P  sin  g^  cos  go 

A  =  I>  H- D  (1+ ÄJ  tang  C^  cos ^0^}- 

Für  die  Berechnung  dieser  Gleichungen  sowohl  als  auch  für 
die  Gröfse  k  mufs  man  die  wahre  Zenithdistanz  Co  kennen.  Da 
man  indessen  immer  die  Rectascensionen  und  Declinationen  beider 
Sterne  genähert  kennt,  so  findet  man  diese  genau  genug,  wenn  man 

Brunnow,  sphärische  Astronomie.    4.  Aufl.  37 
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dieselbe  aus  dem  arithmetischen  Mittel  der  Rectascensionen  und 
Declinationen  für  die  Sternzeit  der  Beobachtung  berechnet.  Dazu 
wendet  man  am  bequemsten  die  folgenden  Formeln  an,  da  man 
auch  immer,  wie  man  sogleich  sehen  wird,  die  Kenntnifs  des 
parallactischen  Kinkels  nöthig  hat: 

sin  Co  sin  3^0  =  cos  ip  sin^o 
sin  Co  cos  1^0  =  cos  ^o  sin  fp  —  sin  ^q  cos  ip  cos  *o 
cos  Co  =  sin  ^0  sin  <p  4-  cos  d^  cos  <p  cos  t^. 

Setzt  man  hier; 

cos  n  =  cos  <p  sin  t^ 
sin  »  sin  ^  =  cos  <p  cos  t^ 
sin  n  cos  ^=  sin  <p^ 

so  hat  man  auch: 

tang  Co  sin  lyo  =  cotang  n .  cosec  (^  4-  (^o)  /  \ 

tang  Co  cos  1^0  =  cotang  (^+  ^o)* 

Die  Gröfsen  cotang  n  und  JV  kann  man  dann  für  eine  be- 
stimmte Polhöhe  in  Tafeln  bringen,  deren  Argument  t  ist.  Hat 
man  die  in  No.  7  des  ersten  Abschnitts  erwähnten  Tafeln,  so 
kann  man  die  Höhe  oder  Zenithdistanz  und  den  parallactischen 
Winkel  auch  leicht  mit  Hülfe  dieser  berechnen. 

Hiernach  kann  man  nun  die  Formeln  für  die  verschiedenen 
Mikrometer  herleiten,  deren  Theorie  in  No.  VH  dieses  Abschnitts 
gegeben  ist.  Da  indessen  die  in  No.  35  erwähnten  Fadennetze 
jetzt  so  gut  wie  ganz  aufser  Gebrauch  sind,  so  wird  auf  diese  im 
Folgenden  weiter  keine  Rücksicht  genommen  werden. 

45.  Mikrometer,  durch  welche  Positionen  und  Distan- 
zen gemessen  werden.  Der  beobachtete  Positionswinkel  ist  die 
Summe  zweier  Winkel  an  dem  Punkte,  der  in  der  Mitte  zwischen 
den  scheinbaren  Oertern  beider  Sterne  liegt,  nämlich  des  parallacti- 
schen Winkels  ^o?  d.  h.  des  Winkels,  welchen  der  Declinationskreis 
mit  dem  Verticalkreise  macht  und  des  Winkels  ^o?  welchen  der 
durch  beide  Sterne  gelegte  gröfste  Kreis  mit  dem  Verticalkreise 
macht.  Es  ist  also,  wenn  der  scheinbare  Positionswinkel  mit  p 
bezeichnet  wird: 

und  ebenso  hat  man  für  die  wahren,  wegen  der  Refraction  ver- 
besserten Winkel  die  Gleichung: 

Die  Formeln  (2)  geben  die  Reduction  von  ^o  ^^  y^  ^^d 
die.  von  eo  auf  lyo  ergiebt  sich  sogleich  durch: 
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«0  =  'yo  —  J^  ßo  tang  Co  =  1^0  +  ßo  sin  t^^  tang  Co  tang  ^o 

und  es  ist  daher: 

90  =1>  —  Vo  —  ^0  sin  t^o  ^ng  Co  tang  S^, 
Substituirt  man  diesen  Ausdruck  statt  ^o  ^^  Gleichungen  (2) 
und  ^ — vo  s^Ätt  /t),  so  erhält  man,  wenn  maü  die  in  ^ffÄr  multi- 
plicirten    Gröfsen    vernachlässigt,    und    statt    170,    Co    etc.    einfach 
ly,  C  etc.  schreibt: 

TT  =  jp  — -  Ä;  tang  C*  sin  (p  —  if)  cos  (p  —  ly)  —  ß  sin  17  tang  Ctang  ^ 

A  =  D  4-  D  (  /?  +  Ä?  tang  C^  cos  (i)  —  ly)«}  .  ^^^ 

Diese  Formeln  geben  also  den  wahren  Positionswinkel  und  die 
wahre  Distanz  aus  den  beobachteten  scheinbaren  Werthen.  Die- 
selben werden  noch  etwas  einfacher,  wenn  man  ß  =  k  setzt,  eine 
Annahme,  die  nur  ganz  unerhebliche  Fehler  erzeugt,  aufser  wenn  c 
sehr  grofs  ist. 

Gewöhnlich  bestimmt  man  bei  diesen  Beobachtungen  den  Null- 
punkt des  Positionskreises  dadurch,  dafs  man  einen  Stern  auf  einem 
Faden  des  Mikrometers  entlang  laufen  läfst.  Auf  diese  Weise  er- 
hält man  aber  die  Richtung  des  scheinbaren  Parallels,  die  ebenfalls 
noch  wegen  der  Refraction  zu  verbessern  ist.  Man  erhält  aber 
diese  Correction  sogleich,  wenn  man  in  der  Formel  für  n  jetzt 
;r=90^  setzt,  nämlich: 

—  k  tang  C^  sin  iy  cos  17  —  /?  tang  Csin  rj  tang  d 

und  wenn  man  dies  von  der  vorher  gegebenen  Correction  abzieht, 
so  wird  also  die  vollständige  Verbesserung  des  Positionswinkels 
in  diesem  Falle: 

n  —  p  =  —  k  tang  C^  {  sin  (p  —  jf)  cos  (p  —  jy)  —  sin  17  cos  iy  | . 

46.  Aus  den  Formeln  (3)  kann  man  leicht  die  Formeln  fi\r 
die  Aenderungen  ableiten,  die  man  an  die  scheinbaren  Rectascen- 
sions-  und  Declinationsunterschiede  anzubringen  hat,  um  dieselben 
in  die  wahren  Unterschiede  zu  verwandeln.  Man  hat  nämlich  für 
die  scheinbaren  Gröfsen  die  Gleichungen: 

2>  sin  j)  =  (a'  —  a)  cos  d 
Dco9p  =  d^  —  d 

und  da  ebenfalls  für  die  wahren  Gröfsen  die  Gleichungen 

A  sin  TT  =  (a/  —  «,)  cos  ^^ 
Acosw  =  ^/  —  df 

37* 
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gelten,  so  erhält  man: 

d{a!  —  OL)  =  sinjJ  sec  <y  (iD  4- cos|Jsec<J.  Ddp -+-(«'  —  aL)\Kagddd 

oder  da  dd= — /9tangCcosiy 
d{a!  —  a)  =  8inj98ec(?(22)  +  cosp8ec<^.2>c2p — /^  tang  Ccos  17  lang  (J  («'  —  «)*) 
d{d*  —  <J)  =        tospdB  —  sin  j) .  Ddi). 

Substitoirt  man  nun  die  Werthe  von  dD  und  dp  aus  den 
Gleichungen  (3),  so  erhält  man: 

cf(a'~a)  =  Ä  A  seceJ  lang  C*  cos  (p  —  iy)sini7 

4-/?A8ec<>|8inp — tangCtangeJsinijcosp  | 

+  /^  tang  Ccos  t)  tang  <J  (a'  —  a)  (4) 

c?(<J'  —  ^)  =  Ä  A  tang  C*  cos  (p  —  iy)  cos  iy 

-f-/?A{  cosp+ tang  C  tang  ^  sin  17  sinp> . 

Setzt  man  in  diesen  Formeln  p  =  90^,  so  erhält  man,  da  in 
diesem  Falle  A  sec  <J  =  a'  —  a  =  —  (^  —  t)  wird : 

d{a!  —  a)  =  —  I  Ifctangf»  sin  17»  +ß-ß  tangCcosiy  tange^J  (*'—*) 

d{d^  —  <>)=  —  <  Ätangp  sin  17  cos  17  cos ^ 4- /?  tang C sin  17  sin^?  (*'  —  *)• 

Diese  Formeln  geben  also  die  Aenderungen,  die  man  an  den 
Rectascensions-  und  Declinationsunterschied  anzubringen  hat,  in 
dem  Falle,  dafs  letzterer  gleich  Null  ist  oder  die  Sterne  auf  dem- 
selben Parallel  stehen  und  der  Unterschied  der  Stundenwinkel 
gleich  a  —  t  ist.  Diese  Ausdrücke  für  d  («'  —  «)  und  d  {d'  —  d), 
mit  umgekehrten  Zeichen  genommen,  sind  also  auch  die  Aen- 
derungen, welche  die  scheinbare  Rectascension  und  Declination 
eines  Sterns  erleiden,  wenn  derselbe  in  Folge  der  täglichen  Be- 
wegung den  Stunden  Winkel  if  —  t  durchläuft  und  die  Coefficienten 
von  —  (f  —  0  sind  daher  die  Aenderungen  der  scheinbaren 
Rectascension  *  und  Declination  eines  Sterns  für  eine  Aenderung 
des  Stundenwinkels   gleich  einer  Bogensecunde.     Bezeichnet  man 


*)  Hätte  man  die  Rectascensions-  und  Declinationsunterschiede  aus  der 
scheinbaren  Distanz  und  dem  Positionswinkel  ohne  Rücksicht  auf  Refraction 
berechnet  und  wären  die  so  erhaltenen  Gröfsen  wegen  der  Refraction  zu  ver- 
bessern, so  mufste  man  in  diesen  Formeln  das  in  ß  multiplicirte  Glied  fort- 
lassen, da  man  in  diesem  Falle  die  Gleichungen  hat 

2>  sinp  =  (a'  —  a)  cos  d, 
2>cosp  =  <y'  — <J. 
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also  diese  Aenderungen  für  eine  Zeitsecunde  mit  h  und  h\  so  ist 
daher: 


Ä  =  15  <  Ä  tang  C?  sin  1^2  H-  /?  —  y5  lang  C  cos  iy  tang  d  \ 
Ä'  =  15  <  Ä  tang  C^  sin  rj  cos  rjcosd  +  ß  tang  C  sin  iy  sin^  >. 


(5) 


47.  Mikrometer,  an  denen  der  Rectascensionsunter- 
schied  durch  Durchgänge  durch  Fäden,  welche  auf  der 
Richtung  der  täglichen  Bewegung  senkrecht  stehen, 
der  Declinationsunterschied  durch  unmittelbare  Mes- 
sung bestimmt  wird.  Bei  diesen  Mikrometern  kommt  nur  die 
Wirkung  der  Refraction  in  dem  Augenblicke  der  Durchgänge  der 
Sterne  durch  denselben  Stundenkreis,  aljio  nur  der  Unterschied 
beider  Refractionen  in  Betracht,  sofern  derselbe  vom  Declinations- 
unterschiede  abhängt.  Die  Formeln  für  die  an  die  beobachteten 
Rectascensions-  und  Declinationsunterschiede  anzubringenden  Ver- 
besserungen sind  also  dieselben  wie  die  für  zwei  Sterne,  welche 
dieselbe  scheinbare  Rectascension  haben,  und  diese  erhält  man  aus 
den  Formeln  (4),  wenn  man  setzt: 

2>sinp  =  0,     i>cosp=^  <J' —  ^,     a'  — a  =  0. 

Man  erhält  daher  für  diesen  Fall  aus  diesen  Gleichungen: 

d  (a'  —  a)  *=  (S'  —  d)  l  k  tangf*  sin  17  cosiy  — ß  tangCsii;iy  tangeJ  >  sec d 

d{d'  —  d)  =  (r  —  d)(k tang  C^  cos  i?3 -(-  ^  J  . 

Setzt  man  in  diesen  Formeln  ß  =  k,  was  wieder  ohne  irgend 
merklichen  Fehler  aufser  in  sehr  grofsen  Zenithdistanzen  erlaubt 
ist,  so  kann  man  dieselben  durch  die  Einführung  der  Hülfsgröfsen, 
die  durch  die  Gleichungen  (d)  in  No.  43  dieses  Abschnitts  gegeben 
waren,  bequemer  ausdrücken.     Man  erhält  nämlich  dann: 

cotang  ncos(N-\-2d) 


d(a'  —  a)=:^k(d''-S) 


8in(2V+^)2cos^ 


smiN-hdy* 


48.  Das  Kreismikrometer.  Wenn  sich  die  Refraction 
während  des  Durchgangs  der  Sterne  durch  das  Kreismikrometer 
nicht  änderte,  so  würde  die  Richtung  der  scheinbaren  Bewegung 
mit  der  des  Parallels  übereinstimmen  und  der  aus  den  beobachteten 
Ein-  und  Austritten  berechnete  Rectascensions-  und  Declinations- 
unterschied wäre   wieder  einfach  nur  wegen  des  Unterschieds  der 


(a) 
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Refractionen  zu  corrigiren,  durch  welche  die  Oerter  der  Sterne  im 
Augenblicke  des  Durchgangs  durch  den  Stundenkreis  des  Mittel- 
punkts geändert  werden.  Man  wird  daher  zuerst  wie  beim  vorher 
betrachteten  Mikrometer  haben,  wenn  man  ß  =  k  setzt: 

d{a' — a)  =  k(d'  —  ^)l  tangC?  siniy  cos  17 — tangCsiniy  tang<J  >  sec<J 

Da  sich  nun  aber  die  Refraction  während  des  Durchgangs  der 
Sterne  durch  das  Feld  des  Mikrometers  ändert,  so  ist  es  dasselbe, 
als  wenn  die  Sterne  eine  eigene  Bewegung  in  Rectascension  und 
Declination  hätten.  Bedeuten  aber  h  und  Ä'  die  Aenderungen  der 
Rectascension  und  Declination  eines  Sterns  in  einer  Zeitsecunde, 
so  hat  man  der  aus  den  Beobachtungen  berechneten  Durchgangszeit 
durch  den  Stundenkreis  des  Mittelpunktes,  und  dem  Declinations- 
unterschiede  des  Sterns  und  des  Mittelpunktes  nach  No.  38  dieses 
Abschnitts  die  Correctionen  hinzuzufügen: 


d 


(2(<J-D)  =  4- 


cos  <J2  '  15 
d-D  •  15* 


Da  man  aber  schon  bei  der  Berechnung  von  A^  =  -^  (^  —  0  cos  ^ 

£1 

für  d  die  wahre  Declination  statt  der  scheinbaren  angewandt  hat, 

so  hat  man  aus   diesem  Grunde  zu  tx  die  Correction  hinzuzufügen 

—  ti  tang  d .  ß  tang  C  cos  17,  und  man  hat  daher  dem  ohne  Rücksicht 

auf  Refraction  berechneten  Declinationsünterschiede  des  Sterns  und 

des  Mittelpunkts  die  Correction  hinzuzufügen: 

,3 


f^^jy  ß  *^&  ^  **»g  ^  cos  ly. 
Mithin  werden  die  vollständigen  Correctionen: 


m 


cos  ^2  15 
d  (<J  -  2>)  = -f- ^£^  (^  4- i« teng  ^tang  Ccos  lyj . 

Für  den  zweiten  Stern  erhält  man  die  entsprechenden  Cor- 
rectionen, wenn  man  in  diesen  Ausdrücken  für  <^,  Ä,  h!  und  ebenso 
für  ß^  C,  y)  die  für  den  zweiten  Stern  geltenden  Wertbe  setzt.  Erlaubt 
man  sich  aber  in  beiden  Fällen  in  den  Coeffici^nten  von  d  —  D  und 

Q 

-1^-=  die  der  Mitte  zwischen  beiden  Sternen  entsprechenden  Gröfsen 


{ 
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anzuwenden,  so  erhält  man  ffir  die  Correctionen  der  Rectascensions- 
und  Declinationsunterschiede: 

'*^"  -  ")  =  clT^  •  15 

i(ß>^g)^y^--^  jA  +  ^tang «Hang C cos,  ( 

—  {(.>-W-2))  +  '^'-'^}  {^  +  /Jt«ng<'t.ngfcos,}. 

Substituirt  man  hier  die  Werthe  für  h  und  W  aus  den  Glei- 
chungen (5)  in  No.  46  dieses  Abschnitts,  so  erhält  man,  wenn  man 
wieder  ß  =  k  setzt: 

d  (a'  —  a)=      k  (ß'  —  <>)  s  tang  C*  sin  ly  cos  iy  4-  tang Csiniy  tang(j|  sec  d 
(I  (^'_ ^)  =  -  Ä;  (<J'-- <J)  I  lang  C^  sin  1^2  4- 1  j 

Vereinigt  man  nun  diese  Correctionen  mit  den  vorher  gefun- 
denen, die  durch  die  Gleichungen  (a)  gegeben  sind,  so  erhält  man 
endlich  die  vollständigen  Formeln  für  die  Correction  der  am  Kreis- 
mikrometer beobachteten  und  ohne  Rücksicht  auf  Refraction  berech- 
neten Rectascensions-  und  Declinationsunterschiede: 

,  r  I        N  7  /  *i       *\  tang  C^  sin  2  w 

^  cos  (J 

d{d''-d)=      Ä(<J'  — <J)tangC*  cos2iy 

Beispiel.  Den  9ten  September  1849  wurde  in  Bilk  der  Planet 
Metis  mit  einem  Sterne  verglichen,  dessen  scheinbarer  Ort 

a  =  22h  im  598 .63,    d=  —  21<>  43'  27"  .  08 
war.     Um  23*>  23"  19« .  3  Sternzeit  wurde  beobachtet: 

«'  — a  =  -f-    l^Bs.Gö  =-M7'24".75 

<J'-2)=—    5' 17". 5,     «J— D  =  -f-    6' 34". 2 
^'-rf=  —  11' 51".  7  und  es  war  r=  9' 26"  .  29. 

Rechnet  man  nun  mit 

«0  =  l^  20"»  458  ==  20»  11',    do  =   -  21<>  49' .  4  und  ^  =  51«  12' 

C  und  %  so  erhält  man: 

cotang  n  =  9 .  34516  iV  =  37«  1' .  9 

und 

iy=  120  55'.  3  c^  750  9'.  6. 
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Aus  den  Tafeln  für  k  findet  man  für  diese  Zenithdistanz : 

log  ifc  =  6.4214, 

und  damit  wird  nun  die  Rechnung  für  den  Einflufs  der  Refraction 
nach  den  Formeln  (B)  die  folgende: 

logfc  =  0.4214  sin  2 1^0  9-6394  0.0667« 

log (<J'  —  <J)  =  2 . 8523«  0 . 4273  cos d^  9.9677 

lang  f»  =  1.1536  cos  2  fj^  9.9542  A  («'  —  a)  =  —  1". 25 

0.4273«    I.GliedA(<J'  — <^)  =  -2".41 
siniy«  8.6990 

log  (lang  f«  sin  3y2  4-  1)  =  0.2335 

logr»       5.5061 
k{d'  —  d)       9.2737« 
5.0133« 
\og{d-D){d'-B)       5.0975« 
II.  Glied  A(^'  — /»)     -l-0-".82 
A(a'  — a)  =  -l".25 
A((J'  — ^)  =  — 3".23. 

Mithin  ist  der  wegen  der  Refraction  verbesserte  Rectascensions- 
und  Declinationsunterschied : 

a'  — a  =  4-17'23".50 
^'  — ^=-ir54".  93. 


IX.  Einflufs  der  Präcession,  Nutation  und  Aberration 
auf  den  Positionswinkel  und  die  Distanz  zweier  Sterne. 

49.  Die  Lunisolarpräcesssion  und  Nutation  ändert  die  Lage 
des  Declinationskreises  und  somit  den  Positionswinkel  eines  Sterns 
an  einem  andern.  Aus  dem  Dreiecke  zwischen  dem  Pole  der 
Ecliptic,  dem  des  Aequators  und  dem  Sterne  erhält  man  aber  leicht 
nach  den  Formeln  in  No.  11  des  ersten  Abschnitts  und  der  dritten 
der  Differentialgleichungen  (11)  in  No.  9  der  Einleitung  für  die 
Aenderung  des  Winkels  iy,  den  der  Declinationskreis  eines  Sterns 
mit  dem  Breitenkreise  macht: 

cos  ddrj  =  —  sine  .  sinad^4-  cos  ade, 

indem  dB  =  0  ist,  da  die  Breiten  der  Sterne  durch  die  Lunisolar- 
präcession  und  Nutation  nicht  geändert  werden.  Die  Summe  des 
Winkels  t^  und  des  Positionswinkels  p  eines  andern  Sterns  an  dem 


585 

hier  betrachteten  ist  gleich  dem  Winkel,  welchen  der  Breitenkreis 
mit  dem  beide  Sterne  verbindenden  gröfsten  Kreise  macht,  und  da 
dieser  durch  die  Präcession  und  Nutation  nicht  geändert  wird,  so 
mufs  die  Aenderung  von  jp  gleich  der  von  37,  aber  mit  entgegen- 
gesetztem Zeichen  sein,  sodafs: 

C09  ddp  ^  sine  8m  adX  —  cos  ade.  (d) 

Da  die  Lunisolarpräcession  die  Schiefe  der  Ecliptic  nicht  ändert, 
so  erhält  man  den  jährlichen  Einflufs  der  Präcession  auf  den  Posi- 
tionswinkel aus: 

dp  dk 

cos  ^  "TT  =  sin  a  sine  3- , 
dt  dt 

oder  die  jährliche  Aenderung  von  p: 

^  =  nsinaseca 
dt 

wo  n  =  20".06442  -  O".O0OO97O204  (e  — 1750) 

ist.  Soll  dieselbe  angewandt  werden,  um  die  Aenderung  während 
eines  langen  Zeitraums  zu  berechnen,  so  sind  die  Werthe  von 
n,  a  und  ^  für  die  Mitte  desselben  zu  nehmen,  und  der  damit  ge- 
fundene Werth  von  -^  ist  mit  der  Zwischenzeit  zu  multipliciren. 

Um  die  durch  die  Nutation  hervorgebrachten  Aenderungen  zu 
finden,  mufs  man  in  (a)  statt  dX  und  de  die  in  No.  5  des  zweiten 
Abschnitts  gegebenen  Ausdrücke  setzen.  Läfst  man  zur  Abkürzung 
die  kleinen  Glieder  weg,  so  erhält  man  für  die  vollständige  Aen- 
derung durch  Präcession  und  Nutation: 

dp  ==  4.  20".0644  sin  asecd-h  [—  6".8650  sin  ft  +  0".0825  sin  2  (\ 

—  0".  5054  sin  2  ©]  sin  a  sec  rf 
—  [9".  2231  cos  Ci  —  0".O897  cos  2  f^ 

H-  0".5509  cos  2  ©]  cosa  seccT, 

oder,  wenn  m?in  die  in  No.  1  des  vierten  Abschnitts  eingeführten 
Bezeichnungen  benutzt: 

dp  =  Ä  .nsina  sec  d  -h  B  cos  a  sec  ^, 

welche  Formel  also  den  unterschied  des  durch  Präcession  und 
Nutation  geänderten  Positionswinkels  von  dem  auf  das  mittlere 
Aequinoctium  und  den  mittleren  Aequator  zu  Anfange  des  Jahres 
bezogenen  giebt. 

Um  nun  auch  den  Einflufs  der  Aberration  auf  die  Distanz  und 
den  Positionswinkel  zweier  Sterne  zu  finden,  hat  man  nach  den 
Ausdrücken  in  No.  1  des  vierten  Abschnitts: 
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für  die  Aberration  in  Rectascension:     Cc-hDd 
und  für  die  Aberration  in  Declination:        Gc'H-Dd^ 

wo :    C  =  —  20".  445  cos  e  cos  © ,     D  =  —  20".  445  sin  © 

c  =  sec  <y  cos  a,  c'  ^  tang  e  cos  <?  —  sin  d  sin  a 

d  =  sec  dsina,  d'  =  sin  d  cos  a. 

Ist  nun  X  und  v  der  Unterschied  der  Rectascensionen  und 
Declinationen  der  beiden  Sterne,  so  erhält  man  die  Aenderungen 
dieser  Unterschiede  durch  die  Aberration,  gleich  dem  Unterschiede 
der  Aberration  für  die  beiden  Sterne,  aus  den  Gleichungen: 

A>1=  C.Ac-hD.Ad 
^v=  C.Ac'4-2>.A<i', 

wo :  Ac  =  —  sec  ^  sin  a  .  ^  H-  sec  d  tang  d  cos  a .  v 
Ad  =       sec  ^  cosa  .  ^  +  sec  J  tang  <^  sin  a .  j/ 
Ac'  =  —  sin  (J  cos  a  .  >l  —  [tang  e  sin  <J  4-  cos  d  sin  a]  v 
Ad'=  —  sin  <J  sin  o  .  >l  4-  cos  <J  cos  a  .  v. 

Es  wird  daher,  wenn  man  diese  Werthe  einsetzt: 

cos  rf  A  >l  ==  C  [ —  sin  a  .  i-f-  tang  <?  cos  a .  v]  H-  2)  [cos  a.  X  +  tang  <^  sin  a  .  v] 
A  V  =  —  C  [sin  <?  cos  a  .  >H-  (tang  e  sin  <J  4-  cos  ^  sin  a)  v] 

—  D  [sin  ^sina  .  X  —  cos  (J  cos  a  .  v]. 

Nun  ist  aber,  wenn  man  die  Distanz  und  den  Position^winkel 
mit  $  und  P  bezeichnet: 

« .  sin  P  =  ^  cos  <J 
8 .  cosP^  V, 
also: 

«2  =  /l2cos«y2-|-v2,     tangP='^-^^, 

V 

mithin : 

«  .  A*  ==  cos  ^2 ; .  ^^  4.  j,^ j,  __  cos  ^  sin  SX^  (Cc'  4-  D<«'). 

Substituirt  man  hierin  die  eben  gefundenen  Werthe  für  ^X  und 
A»')  sowie  die  "Werthe  für  c'  und  d\  so  erhält  man  nach  einer 
leichten  Reduction: 

5  .  A«  =  [X^  cos  d^  4-  v^]  [ —  0(tang  e  sin  ^  4-  cos  d  sin  a)  4-  D  cos  <J  cos  a] 
oder:    A*  =  —  C 'S  [tang  e  sin  <J  4-  cos  <J  sin  a]  H-  JD  .  5  cos  <^ cos  a. 
Ferner  wird: 

53  dP  =  V  cos  <y .  A^  —  >l  cos  «JA  V  —  ;  V  sin  <7  [Cc'  4-  Dd'], 

woraus   man    wieder   durch  Substitution   der  Werthe  von  A^,  A»*» 
c'  und  d'  nach  leichter  Reduction  findet: 

dP  =  C tang  <J  cos  a  4-  D  tang  d  sin  a. 


587 

Führt  man  daher  die  folgenden  Bezeichnungen  ein: 

a  =  T^TT  sec  o  sm  a 
bü 

- , sec  d  cos  a 

~        60 

,      tang^cosa                         8  ^^  .     »  ,  *  .      t 

c  =  — ^TTT- c  == [tang  €  sm  tf  +  cos  <y  sm  aj 

j,      tang  ^  sin  a  ,       8 

d  =  — ^-Tx a  =  —  cos  <J  cos  a, 

60  w 

wo  die  Factoren  -—  und  —  ==  ^^^^^,  hinzugefügt  sind,  um  die  Cor- 

00  to       206265 

rectionen  des  Positionswinkels  und  der  Distanz  beziehlich  in  Bogen- 

minuten  und  Bogensecunden  zu  erhalten,  so  wird: 

die  beobachtete  Entfernung  =  der  wahren  -\-cC-\-  dD 
und  der  beobachtete  Positionswinkel  =  dem  wahren  für  den  Anfang  des  Jahres 

Da  c,  (?,  c'  und  d'  von  dem  Positionswinkel  unabhängig  sind, 
so  folgt  daraus,  dafs  die  Aberration  die  Entfernungen,  welche  Rich- 
tung sie  auch  haben  mögen,  in  einem  gleichen  Verhältnisse  ändert, 
und  die  Positionswinkel  alle  um  eine  gleiche  Gröfse.  Wenn  daher 
die  Peripherie  eines  Kreises,  von  kleinem  Halbmesser  um  einen 
Stern  beschrieben,  ;nit  andern  Sternen  besetzt  wäre,  so  würde  ein 
solcher  Kreis  durch  die  Aberration  nur  vergröfsert  und  verkleinert 
und  auch  gedreht;  aber  er  bleibt  immer  ein  Kreis  und  die  Winkel 
zwischen  den  Radien  der  Sterne  bleiben  immer  dieselben. 


Drtickfeliler. 

Seite  23  Zeile  12  v.  oben  statt  H (a—)  lies  Hia—^) 
„    157      „     24  V.  oben     „     tch  „     fin 

„    167      ,       6  V.  oben     „     2[l^(2)    „     [21^(2) 
222       „       6  V.  imten   „     e  —  e'         „     e  —  t, 
225      „       2  V.  oben     „     a  „     a 

233  Bie  letzte  Formel  ist  mit  (&)  zu  bezeichnen. 

374  Zeile   4  v.  oben  statt  a  =        lies  a  = 

375  »   8  V.  oben  »  />'      y»    P^ 


» 
» 

» 


390  „     28  v.  oben  „  Erde    „  Erdbahn 
492   -   16  Y.  unten  „  und  u        -  und  da  u 


